Christina Moratschke: Projektive Geometrie und Imagination, Kap. 8

Uber Involution

Harmonische Lage von vier Punkten

Kehren wir noch einmal zum Wachstumsmass zurlick. Wir hatten gesehen, dass sich die strémende
Bewegung von Punkten gegen zwei Fixpunkte staut. Man kann das Wachstumsmass auch so
ausfihren, dass jeder Projektionsschritt von der einen Seite eines Fixpunktes aus auf die andere
Seite springt. Die beiden Fixpunkte werden dann sozusagen rhythmisch umspielt und man nahert
sich thnen abwechselnd von beiden Seiten an oder man entfernt sich von ihnen. Man erreicht das
dadurch, dass man die beiden Projektionspunkte Q und Q’, deren Verbindungsgerade ja durch
den Punkt U lauft, so legt, dass sie durch die zweite durch O gehende Gerade getrennt werden.
Abbildung la zeigt den grundsatzlichen Aufbau einer solchen Konstruktion, in Abbildung 1b ist
diese einige Schritte weitergefiihrt. Man bewegt sich nun abwechselnd auf der im Endlichen
liegenden Strecke zwischen O und U und auf der durch das Unendliche gehenden. Man muss also
nicht mehr neu ansetzen, um von dem einen Teil der Geraden in den anderen zu gelangen. Was
gleich bleibt, ist die Stauung, die eintritt, wenn man sich auf die Fixpunkte O und U zubewegt.
Wiederum kann man beliebig nahe an sie heran, aber nicht in sie hinein. Die Bewegungsgeste der
Punkte entspricht derjenigen, die wir bereits im letzten Kapitel betrachtet hatten, wenn man auf
die fertige Zeichnung sieht: Entfernt sich der projizierte Punkt von O bzw. U, so werden seine
Schritte grdsser, nahert er sich an, so verkleinert er gleichzeitig seine Schritte. Nur entstehen die
Schritte, die der Punkt macht, nun eben nicht in der gleichen Reihenfolge, die man vor sich hat,
wenn man die Zeichnung betrachtet. Der Rhythmus des Projizierens Gbernimmt aber die Geste
des enger und weiter Werdens.
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Abbildung 1b

Abgesehen von den oben beschriebenen Bedingungen hatten wir bis jetzt die Punkte Q und Q'
willkurlich gesetzt. Hebt man diese Willkiir auf, so ergibt sich ein erstaunliches Phanomen: Wir
wollen nun die Punkte Q, Q" und U, sowie den Schnittpunkt, der zwischen Q und Q' liegt, in eine
besondere, harmonische Lage bringen. Die harmonische Lage von vier Punkten ermittelt man,
indem man Streckenverhaltnisse zueinander in Beziehung setzt. Nicht die absolute Lange einer
einzelnen Strecke ist hierbei von Interesse. Setzt man vier Punkte auf einer Geraden und bezeich-
net sie (in dieser Reihenfolge) mit A, B, C und D, so gilt folgendes: Wenn die Strecke AB im
Verhaltnis zur Strecke BC gleich ist zur Strecke AD im Verhaltnis zur Strecke CD, so liegen die vier
Punkte harmonisch. AB/BC = AD/CD. Wenn beispielsweise der Abstand von A zu B 3 Einheiten
betragt und derjenige von B zu C 1 Einheit, so muss, bet harmonischer Lage der Abstand von B zu
C 2 Einheiten betragen. Der Abstand von A zu D ist dann 6 und es ergibt sich: 3/1 = 6/2. In der
Abbildung 2a liegen die Punkte A, B, C und D in dieser Weise harmonisch. Die harmonische Lage
ist aber unabhangig von ganzzahligen Verhaltnissen. Nimmt man an, dass die Punkte A und C fix
sind und die Punkte B und D beweglich, so lasst sich fir jede Lage des Punktes B zwischen A und
C ein Punkt D so ermitteln, dass die vier Punkte harmonisch liegen.
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Mochte man vier Punkte in harmonischer Lage haben, so gibt es neben der Berechnung eine sehr
einfache geometrische Konstruktion, die zum selben Ergebnis flhrt. Diese ist in Abbildung 2a
ebenfalls ausgefiihrt: Man zeichnet ein beliebiges Vierseit, die vier Seiten sind in Abb. 2a rot
dargestellt. Je zwei gegenliberliegende Seiten schneiden sich in einem der Punkte A oder C. Man
zieht die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte (schwarz) und erganzt das Vierseit um seine
beiden Diagonalen (blau). Die Schnittpunkte dieser Diagonalen mit der schwarzen Geraden
ergeben die Punkte B und D. Ein solcher harmonischer Punktwurf wird durch jedes beliebige
Vierseit, unabhangig von irgendeiner Regelmassigkeit, erzeugt. Die weitere Ausgestaltung dieser
Konstruktion wird uns in einem spateren Kapitel noch beschaftigen. Hier soll nur noch erwahnt
werden, dass auch die vier Punkte, die sich auf den beiden blauen Geraden ergeben haben,
harmonisch liegen. Nun geht es darum, die Punkte Q, Q’, den Schnittpunkt der sie trennenden
Geraden und U in eine harmonische Lage zu bringen. Man kann zwei Geraden, die sich in O
schneiden, als zwei gegenuberliegende Seiten eines Vierseits auffassen. Nun lasst man die beiden
anderen gegenulberliegenden Seiten des Vierseits sich in Q schneiden und findet den Punkt Q" als
Schnittpunkt der beiden Diagonalen des Vierseits (Abb. 2b blau). Die Punkte Q, Q' und U sowie
der Schnittpunkt der zweiten Geraden durch O mit der Verbindungsgeraden Q, Q' haben nun
harmonische Lage. Benutzt man nun Q und Q' in gleicher Weise als Projektionspunkte wie oben,
so ergibt sich das Phanomen, das der projizierte Punkt nach der zweiten Projektion in sich selbst
zurtckfallt. Wir kénnen das an den rot markierten Linien verfolgen: Man projiziert von Q aus-
gehend einen Punkt von der oberen auf die untere schwarze Gerade. Den entstandenen Punkt
verbindet man mit Q" und verldngert die entstandene Gerade, bis sie wiederum die obere Gerade
trifft. Diesen Punkt projiziert man wiederum von Q aus auf die untere Gerade und tber Q' zurtick
auf die obere. Nun sind wir bet unserem Ausgangspunkt angelangt. Der Projektionsprozess, der
sich zuvor standig pendelnd fortsetzte, kommt nun an ein Ende, indem der Punkt auf seine
anfangliche Position zurtickfallt. Eine solche Projektion bezeichnet man als Involution. Wollte man
weitere Punkte projizieren, so musste man jedes Mal neu ansetzen. Dass der Vorgang sich nicht
unaufhorlich fortsetzt, sondern in sich zurtickfihrt, verdanken wir der harmonischen Lage der
genannten Punkte.

Abbildung 2b Abbildung 2c

Abbildung 2c zeigt eine andere Ausgestaltung desselben Prinzips. Wiederum werden die Punkte
Qund Q' von den beiden schwarzen Geraden getrennt, zwischen denen hin und her projiziert wird.
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Wahrend sich vorher die Projektionslinien tberkreuzten, ist dies hier nicht der Fall. Man projiziert,
wie oben, abwechselnd von Q und Q" aus und es ergeben sich nacheinander die vier den Innen-
raum begrenzenden Seiten. Dass sich das Gebilde schliesst und somit der Ausgangspunkt nach
zweimaligem hin und her Projizieren wieder erreicht wird, ist wiederum Folge der harmonischen
Lage.! Rein geometrisch betrachtet sind die Konstruktionen einerseits einfach. Andererseits kann
man darlber erstaunt sein, dass zwischen der harmonischen Lage und dem sich Schliessen von
Gebilden ein solcher Zusammenhang besteht. Was hat die Gleichheit des Doppelverhaltnisses mit
dem zu sich selbst Zurlickkehren eines projizierten Punktes zu tun? Flihrt man die Konstruktion so
aus, dass einer der vier Punkte ein wenig verschoben wird, so ergibt sich ein anderes Bild (Abb.
2d): Die vier Geraden flihren zu einer Ein- und Auswicklung, die sich in spiraliger Art nach innen
und nach aussen prinzipiell unbegrenzt fortsetzen lasst, ohne dass man je wieder an denselben
Punkt kommt. Faktisch beginnt man den Vorgang zwar irgendwo und hort nach einer gewissen
Anzahl von Projektionsschritten auf, aber keiner der erreichten Punkte ist als Anfang oder Ende
besonders ausgezeichnet. Anders bei der Involution: Hier setze ich zwar auch einen willkirlichen
Anfang, die Konstruktion fihrt aber auf sich selbst zurlick und ist damit nach zwei Schritten
abgeschlossen und vollstandig. Offensichtlich gibt es einen deutlichen qualitativen Unterschied
zwischen Prozessen, von denen man nur jeweils einen Ausschnitt zur Darstellung bringen kann
und solchen, die sich in sich selbst zum Abschluss bringen.

Abbildung 2d

Die Konstruktion von harmonischen Punkten durch ein Vierseit werden wir uns im Folgenden
zunutze machen.? Es geht darum, sich die Bewegung zu verdeutlichen, die sich ergibt, wenn zu
zwel fixen Punkten zwelt weitere Punkte so bewegt werden, dass thre gegenseitige Lage stets eine
harmonische bleibt. Zu diesem Zwecke legen wir die vier Seiten des Vierseits so, dass die
Eckpunkte auf einer Kreislinie zu liegen kommen (Abb. 3a). Eine der vier Seiten ist der Durch-
messer des Kreises. Zwei gegenliberliegende Seiten des Vierseits treffen sich im Punkt P, zwei
weitere im Punkt Q. Nun ziehen wir noch die beiden Diagonalen. Deren Schnittpunkt ergibt einen
weiteren Punkt R. Durch den Punkt R ziehen wir von P und von Q aus je eine Gerade. Diese beiden
Geraden stehen zu den Punkten Q und P in einem besonderen Verhaltnis. Die Gerade QR (blau)

1 Entsprechende Anregungen zur zeichnerischen Umsetzung findet man bei Whicher 1970 im Kap.: Projektive
Verwandlungen -- Kollineationen
2Vgl. dazu: Bernard 1984, Kap.: Pol und Polare — harmonische Spiegelung von Kurven 2. Grades

4



Christina Moratschke: Projektive Geometrie und Imagination, Kap. 8

ist die Polare zum Punkt P, die Gerade PR (rot) ist die Polare zum Punkt Q.2 Wirde man durch die
Punkte Q, bzw. P Tangenten an den Kreis legen, so wiirden diese den Kreis genau dort berihren,
wo die jeweilige Polare thn schneidet. Betrachten wir nun die rote Gerade: Die Punkte P und R
sowie die beiden Schnittpunkte derselben mit der Kreislinie liegen harmonisch. Entsprechendes
gilt fir die blaue Gerade: Wiederum liegen die Punkte Q und R sowie die beiden Schnittpunkte
derselben mit dem Kreis harmonisch. Was geschieht nun, wenn z. B. der Punkt R auf der blauen
Geraden nach oben wandert und sich so der Kreislinie nahert?

Q

Abbildung 3a Abbildung 3b

Abbildung 3b zeigt eine entsprechende Konstruktion. Man sieht, dass der Punkt Q sich gegenlaufig
zum Punkt R bewegt und auf ihn zu wandert. Denkt man sich diese Bewegung fortgesetzt, so
wirden sich die beiden Punkte im selben Moment auf der Kreislinie treffen. Umgekehrt: Wandert
der Punkt R nach unten, bis er auf dem Durchmesser zu liegen kommt, so lduft der Punkt Q in die
Unendlichkeit. In diesem Moment fallt das Vierseit in den Durchmesser zusammen. Die
Konstruktion wird also deutlich sprechender, wenn man sie in Bewegung denkt. Setzt man die
Bewegung des Punktes R weiter fort in die untere Halfte des Kreises hinein, so erscheint der Punkt
Q, der soeben nach oben in die Unendlichkeit entschwunden war, nun von unten wieder und
nahert sich dem Punkt R an. Entsprechend kdnnte man den Punkt R in Richtung des Punkts P
bewegen. Die grundsatzlichen Verhaltnisse sind dieselben: Die beiden Kreispunkte sind jeweils fix
und die beiden innerhalb und ausserhalb des Kreises sich bewegenden Punkte laufen jeweils
gegenlaufig aufeinander zu oder voneinander weg. Die Verhaltnisse auf der griinen, ausserhalb
des Kreises verlaufenden Geraden haben wir bis jetzt noch nicht betrachtet. Auch hier ergibt sich
ein harmonischer Punktwurf, wenn man die beiden Diagonalen des Vierseits verlangert, bis sie die
grune Gerade schneiden. Diese Schnittpunkte und die Punkte Q und P liegen dann harmonisch
zueinander. Allerdings findet man hier keine offensichtlichen Fixpunkte, da die griine Gerade den

3 Das Verhiltnis von Pol und Polare am Kreis, bzw. auch an jedem anderen Kegelschnitt ist dadurch gekennzeichnet,
dass die Polare dem Pol in eindeutiger Weise zugeordnet ist, dergestalt, dass eine Gerade, die man vom Pol durch
zwei Punkte des Kegelschnittes zieht, die Polare in einem Punkt schneidet, der mit den drei anderen Punkten
harmonisch liegt. So kann man jedem Punkt, egal ob er innerhalb oder ausserhalb des Kegelschnittes liegt, in
Bezug auf diesem Kegelschnitt eine Gerade eindeutig zuordnen und umgekehrt.
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Kreis nicht schneidet. Die Gesetzmassigkeit der Bewegung auf dieser Geraden wird uns im
weiteren Verlauf des Kapitels noch beschaftigen.

Die Polare zu einem ausserhalb des Kreises liegenden Pol kann man ermitteln, indem man von
diesem Punkt die beiden Tangenten an den Kreis legt. Verbindet man die beiden Punkte, in denen
die Tangente die Kreislinie berlhrt, miteinander, so erhalt man die zugehorige Polare. Zieht man
nun durch den Pol weitere Geraden, die den Kreis schneiden, so ergibt sich folgendes: Man kann
jede so den Kreis schneidende Gerade als Polare auffassen. Sucht man zu dieser wiederum den
Pol, so stellt sich heraus, dass die Pole alle auf der urspriinglichen Polaren liegen (s. Abb. 4a). Man
findet diese, indem man von den Schnittpunkten der durch den urspriinglichen Pol laufenden
Geraden mit dem Kreis die Tangenten zieht. Die Schnittpunkte der beiden Tangenten liegen
jeweils auf der urspriinglichen Polaren. Eine entsprechende Konstruktion lasst sich grundsatzlich
mit allen Kegelschnitten machen. In Abbildung 4b ist sie fir die Ellipse dargestellt.
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Abbildung 4a

Abbildung 4b
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Es zeigen sich hier harmonische Qualitaten in vielfacher Weise: Auf jeder den Kreis schneidenden
Geraden durch den urspriinglichen Pol findet sich ein harmonischer Punktwurf. Auf der urspriing-
lichen Polaren finden sich solche in grosser Zahl: Jeder Pol (Tangentenschnittpunkt) liegt
harmonisch zu dem Schnittpunkt seiner Polaren mit der durch thn gezogenen Geraden in Bezug
auf die beiden Schnittpunkte derselben Geraden mit dem Kreis. Wir haben also einerseits einen
ausserhalb des Kreises liegenden Punkt, durch den alle Geraden laufen, auf denen ein
harmonischer Punktwurf erzeugt wird, und andererseits eine den Kreis schneidende Gerade, auf
der alle Punkte liegen, deren Polaren durch den urspriinglichen Pol laufen. Man sieht hier
nochmals, dass sich fiir jeden ausserhalb des Kreises liegenden Pol eine den Kreis schneidende
Polare ergibt, dass sich Pol und Polare aufeinander zu bzw. von einander wegbewegen und dass
sie, denkt man sich ihre Bewegung fortgesetzt, auf der Kreislinie zusammenfallen. Es ist natirlich
ebenso gut moglich, dass der Pol innerhalb des Kreises oder des Kegelschnittes liegt, die Polare
liegt dann ausserhalb. Die Bewegungsgeste, die sich in diesem Fall ergibt, wird uns im Folgenden
noch beschaftigen. Grundsatzlich ist klar, dass man mit Hilfe der harmonischen Lage von vier
Punkten zu jedem Punkt innerhalb eines Kreises eine ausserhalb liegende Gerade finden kann, die
thm eindeutig zugeordnet ist und zu jedem ausserhalb des Kreises liegenden Punkt eine
denselben schneidende Gerade. Die Verhaltnisse sind jeweils eindeutig und wechselseitig. Damit
ist prinzipiell die Mdglichkeit geschaffen, zu einer Form in Bezug auf einen Kreis, oder einen
anderen Kegelschnitt, die polare Gegenform zu finden.* Der Einfachheit halber werden wir uns bet
den nachfolgenden Konstruktionen auf den Kreis beschranken.

Inversionen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, wie man die Gegenform zu einer Form finden kann. Bet der
Inversion® ordnet man Punkte einander zu, in der Art, dass einem beliebigen Punkt innerhalb des
Kreises derjenige entspricht, der auf der Verbindungsgeraden des Punktes mit dem Kreis-
mittelpunkt harmonisch zu diesem liegt in Bezug auf die beiden Schnittpunkte der Geraden mit
der Kreislinie (s. Abb. 5a, Punkt D liegt harmonisch zu B in Bezug auf A und C). Will man in dieser
Weise Formen dualisieren, so legt man auf eine beliebige Form innerhalb des Kreises eine Reihe
von Punkten und sucht zu diesen jeweils den harmonischen vierten Punkt. Die so gefundenen
Punkte lassen sich wiederum zu einer Form verbinden® Diese Formen haben teilweise
gegensatzliche Eigenschaften. Wir werden im Folgenden einige Beispiele betrachten. Die andere
Mdoglichkeit, die dem Punkt nicht wiederum einen Punkt sondern eine Gerade zuordnet, fiihrt zu
Formverwandlungen, die radikaler sind. Sie werden auch als polarreziproke Verwandlungen
bezeichnet. Wahlt man den Punkt innerhalb des Kreises, so ist ihm diejenige Gerade ausserhalb
des Kreises zugeordnet, die senkrecht durch den in der Inversion gefundenen harmonischen Punkt

4 Anregungen dazu findet man z. B. bei Schuberth 2000; Whicher 1970, Kap.: Polarreziproke Verwandlungen —
Korrelationen; Bernard 1984, Kap. 25 und 26; Baravalle 1963, Kap.: Projektive Geometrie und folgende.
5 Ausfiihrlich bearbeitet findet man die Inversion z. B. bei Kemper 1984. Er zeigt dort unter anderem
Inversionsbilder der von Rudolf Steiner entwickelten Planetensiegel.
6 Anmerkung zur Konstruktion: Zu einem innerhalb des Kreises liegenden Punkt findet man den entsprechenden
ausserhalb des Kreises in folgender Weise: Man verbindet den Punkt mit dem Kreismittelpunkt und verlangert die
so entstehende Gerade zum Durchmesser. Dann legt man durch den urspriinglichen Punkt eine Gerade senkrecht
zum Durchmesser. Diese schneidet den Kreis in zwei Punkten. Durch diese Punkte legt man je eine Tangente an den
Kreis. Der Schnittpunkt der beiden Tangenten ist der gesuchte Punkt. Die zum urspriinglichen Punkt polare Gerade
lauft ebenfalls durch diesen gefundenen Punkt. Sie steht senkrecht auf dem verlangerten Kreisdurchmesser, der
durch diesen hindurchlauft.
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geht (s. Abb. 5b). Will man dann eine Form dualisieren, so erhalt man die Gegenform dadurch,
dass sich eine Reihe von Tangenten an diese anschmiegt, denn jede einem Punkt der urspriing-
lichen Form in dieser Weise zugeordnete Gerade ist eine Tangente an die Gegenform. Diese
entsteht also nicht durch die Verbindung von Punkten, sondern indem sie von Geraden eingehllt
wird. Im nachsten Anschnitt werden wir Beispiele einer solchen Dualisierung

betrachten, hier wollen wir uns zunachst der Inversion zuwenden.

Abbildung 5a Abbildung 5b

Ein Merkmal derselben ist, dass Kreise wiederum zu Kreisen werden. Beriihrt eine Form die Linie
des polarisierenden Kreises, so tut es die Gegenform an derselben Stelle auch. Lauft eine Form
durch den Mittelpunkt, so geht die Gegenform durch die Unendlichkeit. In Abbildung 5c befinden
sich funf Kreise (rot) innerhalb des polarisierenden Kreises (schwarz). Somit beriihren alle Kreise
diesen in einem Punkt. Folglich tun dies auch die Gegenkreise (blau). Der erste rote Kreis ist
ziemlich klein, die weiteren werden dann grosser, bis der dritte derselben durch den
Kreismittelpunkt hindurchgeht. Die beiden letzten Kreise schliessen sich unterhalb des Kreis-
mittelpunktes. Wahrend diese Kreise einfach wachsen, ist die Gebarde bei den Gegenkreisen eine
andere. Zum ersten roten Kreis gehdrt der nur unwesentlich grossere blaue Kreis, der sich nach
oben schliesst. Der nachste Kreis, der zum zweiten roten gehort, hat bereits ziemliche Ausmasse,
so dass er nicht ganz auf dem Blatt Platz findet, er schliesst sich ebenfalls nach oben. Zum dritten
Kreis gehort die waagrechte Gerade, ein Kreis, der sich in der Unendlichkeit schliesst. Der vierte
und finfte Kreis hingegen haben gegenuber den ersten die Richtung ihrer Rundung geandert, sie
umgreifen den polarisierenden Kreis und nehmen ihn in ithr Inneres auf, wahrend die ersten Kreise
diesen in ihrem Aussenbereich lassen. Die Gerade, der mittlere Kreis, nimmt eine Sonderstellung
ein. Was hier innen und was aussen ist, lasst sich nur entscheiden, wenn man die Bewegungs-
richtung verfolgt, aus welcher der Kreis in die Gerade einmiindet. Hat man nur diese Gerade und
fasst sie nicht als Stadium eines Bewegungsverlaufes auf, so kann man keine Entscheidung tber
Innen und Aussen treffen. Uberhaupt stellt uns hier die Unendlichkeit vor ein Ratsel, wenn man
den Bewegungsverlauf genauer betrachtet. Offensichtlich liegen der untere Punkt des kleinsten
roten Kreises und der oberste Punkt des kleinsten blauen Kreises harmonisch zueinander, in Bezug
auf den obersten und untersten Punkt des polarisierenden Kreises. Fiir den nachfolgenden
grosseren roten und den thm entsprechenden blauen Kreis gilt dasselbe. Wirde man die Kreise
langsam wachsen lassen, so wiirde man sehen, dass die Gegenkreise dies ebenfalls tun, aber
wesentlich schneller grésser werden. Nahert sich der rote Kreis dem Mittelpunkt, so nimmt der
Durchmesser des Gegenkreises gewaltige Ausmasse an, wobet er an Krimmung verliert. Erreicht
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der rote Kreis den Mittelpunkt, so wird der Gegenkreis zur Geraden. Nur besteht hier die Merk-
wirdigkeit, dass die Gerade zwar durch die Unendlichkeit geht, sich aber nicht in dem unendlich
fernen Punkt schliesst, der auf dem senkrechten Durchmesser des polarisierenden Kreises
harmonisch zu den anderen Punkten liegt. Vielmehr liegt sie zu diesem Durchmesser exakt
senkrecht und bildet so mit ihm ein Kreuz. Sie geht also durch einen unendlich fernen Punkt, der
zu dem harmonisch liegenden zwar in einem Verwandtschaftsverhaltnis steht, aber doch ein
anderer ist. Dass sie dennoch dazu gehort, kann man eigentlich nur aus der fortschreitenden
Bewegung der Gegenkreise entnehmen, die, indem sie sich einmal nach oben und dann nach
unten schliessen, in jedem Fall das Stadium dieser Geraden durchlaufen mussen.

Abbildung 5c¢ Abbildung 5d

In Abbildung 5d sind vier Kreise teilweise ineinandergeschoben. Man kann die Abbildung am
einfachsten erfassen, wenn man von dem grdssten der roten Kreise ausgeht, welcher konzentrisch
zum polarisierenden Kreis liegt. Der dazugehdrende Gegenkreis liegt dann ebenfalls konzentrisch.
Die roten Kreise werden kleiner und wandern gleichzeitig nach oben. Dem nachstkleineren roten
Kreis entspricht ein blauer Kreis, der sich nach unten schliesst, aber bereits so gross ist, dass nur
ein kleiner Teil desselben auf dem Blatt Platz hat. Der folgende Kreis geht wiederum durch den
Mittelpunkt, sodass thm eine Gerade entspricht. Dem kleinsten entspricht ein sich nach oben
schliessender Kreis. Die Bewegungsgebarde der Gegenkreise ist ahnlich, wie in Abbildung 5c.
Dadurch, dass die roten Kreise ineinandergeschoben sind, schneiden sie sich. Dies tun die
Gegenkreise ebenfalls. Verfolgt man deren Bewegung, so sieht man, dass sie den nach oben
wandernden roten Kreisen entgegenkommen — auf dem gemeinsamen Durchmesser aller Kreise
ist der konzentrische Kreis weiter vom polarisierenden Kreis entfernt als die anderen — dabet aber
an Krimmung verlieren bis zur Geradlinigkeit, um sich dann zur anderen Seite hin zu krimmen.
Betrachten wir die folgende Serie von Abbildungen (6a — 6f).
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Abbildung 6a Abbildung 6b

75N
Abbildung 6¢ Abbildung 6d
Abbildung 6e Abbildung 6f

10



Christina Moratschke: Projektive Geometrie und Imagination, Kap. 8

Es handelt sich jeweils um eine einfache Schleife, die im polarisierenden Kreis liegt. In Abbildung
6a hat die Schleife ihren tiefsten Punkt unterhalb des Kreismittelpunktes. Entsprechend schliesst
sich die Gegenform unterhalb des Kreises. Dem Doppelpunkt, wo man sich selbst begegnet, wenn
man der Schleife entlanglauft, entspricht ein solcher oberhalb des Kreises in der Gegenform. In
Abbildung 6b lauft die Schleife durch den Kreismittelpunkt. Entsprechend zieht sich die Gegen-
form durch die Unendlichkeit. Die beiden nach rechts und links ausgreifenden Bégen der Form
schmiegen sich an eine Gerade an, die sie im Unendlichen berthren. In Abbildung 6c verlauft die
Schleife oberhalb des Mittelpunktes, entsprechend schliesst sich die Gegenform oberhalb des
Kreises. In den nachsten Abbildungen wandert die Schleife langsam wieder nach unten, der zu thr
hinfihrende Bogen verlduft teilweise ausserhalb des polarisierenden Kreises, wodurch sich
interessante Uberkreuzungen zwischen den beiden Formen ergeben. Dem ausserhalb des Kreises
verlaufenden Teil der roten Form entspricht der innerhalb desselben verlaufende Teil der blauen.
In Abbildung 6d schliesst sich wiederum die Gegenform oberhalb des Kreises, da die Schleife
oberhalb des Mittelpunktes verlauft. In Abbildung 6e zieht sich die Gegenform durch die
Unendlichkeit, wahrend sie sich in Abbildung 6f unterhalb des Kreises schliesst. Form und
Gegenform begegnen und Uberkreuzen sich jeweils auf der Kreislinie.

In Abbildung 7a ist die Schleife zur geschlossenen Form erganzt, die ganzlich innerhalb des Kreises
verlauft und deren unterer Teil selbst kreisformig ist. Entsprechend ist die Gegenform: ihr unterer
Teil ist ebenfalls kreisférmig, gegen oben hin schmiegt sich die Form nach rechts und nach an eine
Gerade an, wobelt sie sich einmal Uberkreuzt. In Abbildung 7b tauschen Form und Gegenform
teilweise ihre Rollen. Die urspringliche Form verlauft zunachst innerhalb des polarisierenden
Kreises, sprengt dann dessen Grenzen und zieht sich ausserhalb desselben durch die Unend-
lichkeit. Entsprechend verlauft die Gegenform zunachst ausserhalb des Kreises, stllpt sich dann
aber in ihn hinein und bildet eine durch den Mittelpunkt laufende Schleife.

Abbildung 7a Abbildung 7b

Pol und Polare. Die urspriingliche Dualisierung.

In der Ebene sind Punkt und Gerade polar zueinander, so wie Punkt und Ebene im Raum. Daraus
ergibt sich, dass die Zuordnung einer Geraden ausserhalb des polarisierenden Kreises zu einem
Punkt innerhalb desselben und umgekehrt eine vollstandigere, gleichsam durchgreifendere
Dualisierung erzeugt als die Zuordnung eines Punktes zu einem Punkt. Dies wollen wir an einigen

11



Christina Moratschke: Projektive Geometrie und Imagination, Kap. 8

Beispielen betrachten. In Abbildung 8a liegen einige Punkte auf einer die Kreislinie beriihrenden
Geraden. Die Gegenform ist so gestaltet, dass die entsprechenden Geraden durch einen Punkt
laufen. Es entspricht sich also eine Form, in der gar keine Kriimmung auftritt (die Gerade) und eine
solche, die eigentlich nur aus Krimmung besteht (der Punkt). Von einer Einhillung der Gegenform
durch Tangenten kann hier keine Rede sein, denn die Gegenform ist auf einen Punkt zusammen-
geschrumpft, von dem zwar Geraden ausstrahlen, die aber keine irgendwie sichtbare Kurve bilden.
Legt man statt einer Geraden eine leicht gebogene Linie in den Kreis (Abb. 8b), so ergibt sich bei
der Gegenform ebenfalls eine Kriimmung. Diese ist gleich dem urspriinglichen Bogen konvex, aber
starker gekrimmt. Legt man einen starker gekrimmten Bogen in den Kreis, so ist die ent-
sprechende Gegenform im Verhaltnis dazu schwacher gekriimmt (Abb. 8c). Legt man statt eines
einfachen Bogens einen solchen in den Kreis, der sich zur Ellipse schliesst, so sieht man nochmals
deutlicher, wie die starke Krimmung der schwachen entspricht und umgekehrt. An den Stellen, an
denen die urspriingliche Ellipse schwach gekriimmt ist, weist die sich ergebende Gegenform, die
ebenfalls elliptisch ist, thre starkste Krimmung auf. Dort wo sie eine schwache Kriimmung
aufweist, ist die Gegenform dagegen stark gekrimmt. (Abb. 8d). Dies ist ein allgemeines Prinzip,
das sich bei dieser Art der Dualisierung ergibt. Durchschneidet die urspriingliche Form den Kreis,
so wie in Abbildung 8e, so tut dies die Gegenform auch. Wie bet der Inversion treffen sich Form
und Gegenform in den gleichen Punkten der Kreislinie.

Abbildung 8a Abbildung 8b

12



Christina Moratschke: Projektive Geometrie und Imagination, Kap. 8

Abbildung 8c

Abbildung 8d Abbildung 8e

Erstaunliches ergibt sich, wenn man in den Kreis eine Wellenlinie hineinlegt oder eine Kurve, die
in eine Spitze auslauft. Betrachten wir zunachst die Wellenlinie (Abb. 8f). Wirde man mit einer
Geraden auf dieser Linie entlanggleiten, in der Art, dass die Gerade zu jedem Punkt des Kreises
einmal Tangente wird, so adndert die Tangente beim Durchlaufen des Bogens einmal ihre
Drehrichtung. Vor diesem Wendepunkt verlauft der Bogen konvex, danach konkav. Die Gegenform
weist ebenfalls einen konvexen und einen konkaven Bogen auf, nur sind diese nicht durch eine
Wendestelle, sondern durch eine Spitze verbunden. Wiederum entspricht der konkaven Kriim-
mung der Form eine solche der Gegenform und der konvexen ebenfalls. Die Spitze, in die die
13
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Kurve hineinlduft, liegt auf der Geraden, die dem Wendepunkt der urspringlichen Kurve
harmonisch zugeordnet ist. Die Entsprechung von Form und Gegenform ist hier wechselseitig.
Legt man die Form, bei der zwei Biegungen durch eine Spitze verbunden sind, in den Kreis, so
ergibt sich als Gegenform ausserhalb des Kreises eine Wellenlinie mit Wendestelle (Abb. 8g). Man
kann einen Bogen, der in eine Spitze einmiindet, auch anders fiihren, ndamlich so, dass beide Teile
der Form, der zur Spitze hinfiihrende und der von ihm wegfiihrende, in die gleiche Richtung
gebogen sind. Sind, wie in Abbildung 8i beide Bogenteile konvex, so trifft dasselbe fir die
Gegenform zu, die mit der urspriinglichen Form von gleicher Art ist. Mit diesen Beispielen hatten
wir einige Grundformen, die sich bei der Polarisierung am Kreis ergeben, aufgezeigt. Nach
Belieben kann man nun zu weiteren, komplizierteren Formen die Gegenformen finden. Ein Beispiel
sei noch betrachtet, bei dem eine im Inneren des Kreises verlaufende Form einerseits ihre
Orientierung an der Kreislinie sucht, sich andererseits aber auch von dieser l6st, indem sie eine
Schlaufe bildet (Abb.8i). Verfolgt man die Kurve von links unten nach rechts oben, so hat man
zunachst einen konvexen Kurventeil, der in einen konkaven bergeht, um dann wieder in einen
konvexen einzumiinden. Die Gegenform kann man in gleicher Weise durchlaufen, allerdings
durchquert man dabet zweimal die Unendlichkeit. Der erste Teil der Form ist ebenfalls konvex, er
liegt unten in der Nahe der roten Form, schmiegt sich ebenfalls, allerdings von aussen, ein
stlickweit an den Kreis und lauft dann gegen eine Gerade zu, mit der sie im Unendlichen
zusammenfallt. Die Form lauft nach rechts aus dem Bild heraus und kommt von links wiederum
ins Bild hinein, indem sie sich an dieselbe Gerade, aber jetzt von der anderen Seite, anschmiegt.
Der folgende Kurventeil verlauft konkav, zieht sich nochmals durch die Unendlichkeit, um dann
von unten links herkommend, wiederum in einen konvexen Kurventeil Gber zu gehen, der sich,
nach rechts verlaufend, dem polarisierenden Kreis wieder nahert.

Abbildung 8f Abbildung 8g
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Abbildung 8h Abbildung 8i

Louis Locher Ernst hat eine freie Geometrie ebener Kurven verfasst.” Hier analysiert er Kurven in
der Ebene, unabhangig davon, ob sich die Kurve durch eine algebraische Formel beschreiben lasst
oder nicht. Er beginnt seine Betrachtung mit einfachen, gebogenen Formen, die keinerlei Beson-
derheiten, wie z. B. gerade Strecken, Ecken oder Richtungswechsel innerhalb der Biegung
aufweisen. Einen solchen einfachen Bogen legt er in den geschlossen Innenbereich eines Dreiecks
und verfolgt ihn vom Anfangspunkt A bis zum Endpunkt E (Abb. 9a). Zum besseren Verstandnis
sind hier die durch drei Seiten in der Ebene entstehenden Bereiche mit 1, 2, 3 und 4 nummeriert.
Lasst man einen Punkt auf diesem Bogen entlanglaufen, so kann er vom Anfang bis zum Ende
gelangen, ohne seine Richtung zu andern. Entsprechendes gilt fir eine Tangente, die man den
Bogen entlang bewegt. Man gelangt vom Anfang bis zum Ende, ohne die Drehrichtung andern zu
mussen. Welche Moglichkeiten gibt es nun, um die Kurve fortzusetzen, wobei fiirs erste, Strecken
und Ecken ausgeschlossen sein sollen und nur gebogene Formen betrachtet werden. Richtungs-
wechsel innerhalb der Biegung werden jetzt als Moglichkeit zugelassen. Setzt die Kurve thren
Verlauf so fort, dass der Bogen keinerlei Besonderheit aufweist, so gelangt man in den Bereich 2
hinein. Weder der Punkt noch die Tangente mussen hier ihre Richtung andern. Gibt man der Kurve
im Punkt E eine Wendestelle, so gelangt man in den Bereich 3 hinein (Abb. 9b). Verfolgt man einen
auf dieser Kurve laufenden Punkt, so andert dieser seine Richtung nicht. Die Tangente allerdings
andert ihre Drehrichtung im Punkt E. Eine weitere Moglichkeit ist es, in den Punkt E eine Spitze zu
legen, wodurch man in den Bereich 4 gelangt. Eine solche Spitze nennt man Dornspitze. Hier sind
die Verhaltnisse umgekehrt, die Tangente kann die Kurve durchlaufen, ohne ihre Drehrichtung zu
andern, der Punkt, der der Kurve entlanglduft, andert seine Richtung, wenn er in der Spitze
angekommen ist (Abb. 9c). Die vierte Moglichkeit schliesslich besteht darin, die Kurve im Bereich
1 zurlcklaufen zu lassen. Die sich so ergebende Spitze ist anderer Art. Man nennt sie Schnabel-
spitze. Hier andert sowohl der die Kurve durchlaufende Punkt seine Richtung als auch die
Tangente. Locher Ernst flihrt aus, dass der einfache Bogen zu sich selbst polar ist und ebenso auch
die Schnabelspitze. Das bedeutet, dass die Gegenkurve eines einfachen Bogens wieder ein
einfacher Bogen ist, dasselbe gilt fir die Schnabelspitze. Polarisiert man hingegen eine
Wendestelle, so erhdlt man eine Dornspitze und umgekehrt. Das liegt daran, dass betl der
Wendestelle der Punkt seine Richtung nicht andert, die Tangente hingegen schon, wahrend es bet

7Vgl. Locher-Ernst, 2016a
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der Dornspitze genau umgekehrt ist. Daher sind diese beiden Formen polar zueinander. Eine freie
Polarisierung, das heisst eine solche, die ohne ein polarisierendes Element, wie z. B. den Kreis,
auskommt, flihrt also grundsatzlich zu denselben Resultaten, wie die oben gezeigte Polarisierung
am Kreis. Die freie Form der Polarisierung arbeitet ganz mit den qualitativen Elementen einer
Form, durch die Polarisierung am Kreis kann man die Grosse und Lage der Gegenform exakter
bestimmen. lhre Beschaffenheit bleibt aber im Prinzip dieselbe.

Abbildung 9a Abbildung 9b

Abbildung 9c Abbildung 9d

Vergleich der beiden Dualisterungsarten

Einige charakteristische Unterschiede zwischen diesen beiden Formen der Dualisierung springen
ins Auge, wenn man dieselbe Form auf beide Arten umbildet. Dies wird im Folgenden an einigen
Beispielen veranschaulicht. Die erste betrachtete Form im Kreis (Abb. 10a, 10b) weist eine Anzahl
von Wendestellen auf, insgesamt sind es acht. Wir betrachten jeweils zuerst die durch Inversion
entstandene Gegenform, dann diejenige, die durch die Dualisierung der Punkte in Geraden
entsteht. Bet der Inversion ergibt sich eine Gegenform, die gegeniber der urspriinglichen Form in
threr Position gedreht ist, ansonsten aber dieselben Merkmale aufzeigt. Die tangential
entstandene Form weist demgegeniiber eine wesentlich starkere Veranderung auf: Wo die
urspriingliche Form nach innen eingebuchtet erscheint, stilpt sich die Gegenform nach aussen,
indem sich je zwei Wendestellen in Dornspitzen umwandeln. Betrachtet man nur die Einbuch-
tungen, bzw. Ausbuchtungen, so hat man bei der Inversion dasselbe Verhaltnis. Schaut man auf
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das Charakteristische der Form, so findet man, dass hier gegenliber der Ausgangslage etwas
Neues entstanden ist. Die Wendestellen sind verschwunden, stattdessen treten Dornspitzen in
gleicher Anzahl auf. Durchlauft man diese Kurve, so ergibt sich, dass sie sich an vier Stellen selbst
Uberkreuzt, man kommt an diese Stellen, die sogenannten Doppelpunkte, jeweils zweimal. Dem
entspricht die Tatsache, dass die urspriingliche Form vier Doppeltangenten aufweist: Wandert man
mit einer Tangente der Kurve entlang, so gibt es vier Stellen, wo die Tangente jeweils zwei
Kurvenpunkte beriihrt. An diesen Stellen nimmt die Tangente beim Durchlaufen der Kurve zweimal
dieselbe Lage ein. Die in Abbildung 10c und 10d in den Kreis gelegte Form besteht aus vier
Bogenteilen, die miteinander verbunden sind. Die hier nach Innen weisenden Spitzen unter-
scheiden sich von der vorher beschriebenen Dornspitzen dadurch, dass die Tangente, wenn sie
die Spitze durchlauft, nicht in jedem Moment in ihrer Lage eindeutig bestimmt ist. Will sie die
Spitze durchlaufen, so muss sie, um von dem einen Bogenteil zum anderen zu gelangen, ein
Winkelfeld Uberstreichen. Sie fihrt also innerhalb des aussersten Punktes der Spitze eine
Drehbewegung aus. Innerhalb derselben verliert sie die Eigenschaft, Tangente an die Kurve zu
sein. Dies ist bei der Dornspitze anders. Hier ist die Tangente in jedem Kurvenpunkt eindeutig in
ihrer Lage bestimmt. Entsprechend ergeben sich hier andere Formen der Dualisierung. Abbildung
10c zeigt zunachst die Inversion, die die konvexen Bogenteile in solche verwandelt, die leicht
konkav liegen, sich aber einem Quadrat anndhern. Uberraschend ist die Form, die Abbildung 10d
zeigt. Jedem inneren Bogen entspricht ein solcher ausserhalb des Kreises, der eine schwachere
Biegung aufweist. An der Stelle, wo je zwel Bogen in einer Spitze zusammenkommen, muss man
mit der Tangente einen Dreiviertelkreis Uberstreichen, um vom einen Bogenteil zum nachsten zu
kommen. Die Spitzen schmiegen sich jeweils an diejenige Gerade an, die die Polare zu der nach
innen gebogenen Spitze der urspriinglichen Form ist. Da diese eben keine Dornspitze darstellt,
zeigt die polarisierte Form auch keine Wendestelle. Auf den ersten Blick konnte man sich darliber
wundern, dass die polarisierte Form neben vier Doppelpunkten auch vier Doppeltangenten
aufweist. Betrachtet man die urspriingliche rote Form genauer, so stellt man fest, dass diese nicht
nur vier offensichtliche Doppeltangenten aufweist, denen in der Polarisierung die Doppelpunkte
entsprechen, sondern auch vier Doppelpunkte, denen die Doppeltangenten zugeordnet sind.
Denn in jede der Spitzen kommt die Tangente zweimal zu liegen. Nahert man sich z. B. der linken
oberen Spitze, von links aussen kommend, so gelangt die Tangente zunachst in eine annahernd
waagrechte Lage. Um in den nachsten Bogenteil zu gelangen, muss sie zunachst im Punkt der
Spitze drehen, bis sie in eine annahernd senkrechte Lage kommt. Sie durchlauft also jeden der
Spitzenpunkte als Tangente zweimal.

Abbildung 10a Abbildung 10b
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Abbildung 10c Abbildung 10d

J

Abbildung 10e Abbildung 10f

Anders in den nachsten beiden Abbildungen: Die nach aussen gekehrten Spitzen (Abb. 10e und
10f) stellen Dornspitzen dar. Die Inversion zeigt, dass den jeweils leicht konkaven Bogenteilen
aussen starker konvexe Bogen entsprechen. Abbildung 10f zeigt ein vollstandig anderes Bild: Die
entstehende Aussenform lauft viermal durch die Unendlichkeit und die durch die Polarisierung
der Dornspitzen zu erwartenden Wendestellen scheinen sich nicht zu ergeben. Bei genauerem
Hinsehen sind sie doch vorhanden, um sie zu finden, muss man den Durchgang durch die
Unendlichkeit genauer betrachten. Lauft ein Punkt auf einer Geraden in die Unendlichkeit und
durchbricht dieselbe, so kommt er nicht nur von der anderen Seite wiederum in die Sichtbarkeit,
er andert auch, jedenfalls fir den aussenstehenden Beobachter, sein Verhaltnis zur Geraden. Lag
er vorher oben auf derselben, so ist er nach dem Gang durch die Unendlichkeit unten. Mit dem
Ausspruch: ,Bei einem Durchgang durch das Unendliche kommt man immer auf die andere Seite!”,
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weist Locher-Ernst daraufhin, dass sich beim Durchgang durch die Unendlichkeit nicht nur rechts
und links, sondern ebenso vorne und hinten sowie oben und unten vertauschen.? Eigen-
artigerweise erscheint fir den aussenstehenden Beobachter dasjenige als Seitenwechsel, was fir
den laufenden Punkt selbst der normale Fortgang seiner einmal eingeschlagenen Bewegung ist.
Vielleicht kann man sagen, dass sich das Unendliche demjenigen Betrachter, der nicht selbst mit
Bewusstsein in ihm darinsteht, in der Wirkung zeigt, die es in den teilweise im Endlichen zu
erfassenden Phanomenen hervorruft. Im Unendlichen selbst stellen sich dieselben Phanomene
dann nochmals in einer anderen Weise dar. Kehren wir zuriick zur Abbildung 10f: Die vier blauen
Bdgen, von denen auf der Zeichnung nur Ausschnitte zu sehen sind, schmiegen sich jeweils an
Geraden an, mit denen sie im Unendlichen zusammenfallen. Wirde der Bogen nun auf regulare
Weise z. B. nach rechts herauslaufen, so misste er sich, wenn er aus der Unendlichkeit zurtck-
kommt, links unterhalb derselben Geraden befinden. Genau das tut er aber nicht. Er befindet sich
auf derselben Seite der Geraden. Folglich muss in diesem Fall in der Unendlichkeit eine Beson-
derheit auftreten und diese ist eben die gesuchte Wendestelle. Alle vier zu erwartenden
Wendestellen sind vorhanden, aber da sie in die Unendlichkeit gertickt sind, sehen sie eben nicht
so aus, wie wir es vom Endlichen her kennen. Jedes Mal, wenn die Tangente in einer der Geraden
zu liegen kommt, an die sich die Kurve im Zulaufen auf die Unendlichkeit schmiegt, liegt sie genau
in der Wendestelle. Dass es méglich ist, mit der Tangente nacheinander die einzelnen Aste der
Kurve zu durchlaufen, ohne die Drehrichtung zu andern, gehért zu den Geheimnissen, die die
Unendlichkeit birgt. Denn wahrend man im Endlichen einen einfachen Bogen ohne Anderung der
Drehrichtung durchlduft, muss man die Drehrichtung andern, sobald sich der Bogen durch die
Unendlichkeit zieht. Entsprechend Umgekehrtes gilt fir die Wendestelle: Liegt diese im Endlichen,
so andert die Tangente in ihr die Drehrichtung, liegt sie hingegen im Unendlichen, so tut die

Tangente dies nicht.?
\
j

Abbildung 10g Abbildung 10h

8 Locher-Ernst (2016), Kap.: Das Unendlichferne in der Geometrie. S. 61
% Man findet bei Locher-Ernst (2016a), Kap.: Die Singularititen eines elementaren Bogens. S. 58f. weiterfiihrende
Ausfihrungen beziglich der Frage, wie die Singularitdten im Unendlichen aussehen.
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Abbildung 10t Abbildung 10j

Die nun folgenden Formen sind leichter zu tberschauen. In Abbildung 10g und 10h liegt ein
Quadrat im Inneren des Kreises. So wie dessen Seiten Ausschnitte aus Geraden darstellen, so
besteht die Gegenform, die die Inversion zeigt, aus Ausschnitten von Kreisen. Bildet man hingegen
die Polaren zu auf einer Quadratseite liegenden Punkten, so zeigt sich, dass diese durch einen
Punkt laufen. Da der Eckpunkt jeweils beiden Quadratseiten angehdrt, lauft die zu thm gehodrende
Polare durch zwei Blschelpunkte und gehdrt somit ebenfalls beiden an. Die beiden letzten
Abbildungen (10t und 10j) zeigen ein in den Kreis gelegtes durch dessen Mittelpunkt laufendes
Kreuz. Das Inversionsbild zeigt, dass sich die Linien mit einer Unterbrechung, die dem Abstand des
Kreuzes von der Kreislinie entspricht, nach aussen fortsetzen. Die Polaren hingegen, die man zu
einzelnen Punkten des Kreuzes findet, stehen senkrecht auf der Verldngerung der Linien des
Kreuzes.

Das Imagtnare

In Abbildung 4a und 4b hatten wir anhand eines Kreises und einer Ellipse gezeigt, dass alle
Geraden, die durch den Pol einer die Form schneidenden Polaren laufen, ithren Pol wiederum auf
dieser Polaren haben. Die Konstruktion ist so ausgefiihrt, dass alle Polaren den Kreis, bzw. die
Ellipse schneiden und alle Pole ausserhalb derselben liegen. Was ergibt sich nun, wenn der Pol
innerhalb der Form liegt? Jedenfalls wird die Polare dann ausserhalb derselben liegen und keine
Schnittpunkte mit derselben aufweisen. In Abbildung 11 ist dies fir die Ellipse ausgefiihrt. Wahlt
man einen beliebigen Punkt innerhalb derselben und legt durch diesen Geraden, die die Ellipse
schneiden, so lasst sich durch die beiden Schnittpunkte einer solchen Geraden mit der Kurve je
eine Tangente legen. Diese schneiden sich in einem Punkt und es ergibt sich, dass alle so
erzeugten Punkte auf einer Geraden liegen. Diese Gerade ist die Polare des urspriinglich
gewahlten Punktes. Mit Hilfe eines in einen Kreis gelegten Polardreiecks hatten wir uns die
Bewegungsgebarden verdeutlicht, die sich ergeben, wenn sich Pol und Polare in Bezug auf die
beiden Fixpunkte, in denen die Polare die Kreislinie schneidet, harmonisch bewegen. Abbildung
12 zeigt nochmals die vorliegende Situation: Die Punkte P und Q haben ihre Polaren in den beiden
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Linien, die den Kreis schneiden (Rot und Blau). Die Polare des im Kreis liegenden Punktes R ist die
grine Gerade. Fir die rote und die blaue Gerade ergibt sich — das hatten wir bereits gesehen —
dass die beiden auf thr liegenden Ecken des Polardreiecks harmonisch liegen in Bezug auf die
beiden Fixpunkte, in denen die Gerade den Kreis schneidet. Wiirde man z. B. die rote Gerade in
Richtung des Kreismittelpunktes drehen, so wiirde sich der zugeordnete Punkt Q nach oben von
der Kreislinie wegbewegen. Die Bewegungsrichtung der beiden Punkte ist gegenlaufig; sie
bewegen sich entweder aufeinander zu oder voneinander weg. Wir greifen nun die zu Anfang des
Kapitels offen gelassene Frage nochmals auf: Welche Art von Bewegung ergibt sich fiir vier Punkte,
die harmonisch liegen, auf der griinen Geraden. Hier gibt es keine Fixpunkte, an denen sich die
Bewegung direkt sichtbar staut. Offensichtlich steht damit die Frage im Zusammenhang, wie sich
auf der Polaren in Abbildung 12 die Bewegung der Punkte gestaltet, wenn man sie hin und her
projiziert. Nun ist es schwierig, sich die Bewegung der Punkte auf der griinen Polaren unmittelbar
zu veranschaulichen, da diese, wenn man den Punkt R verschiebt, ebenfalls thre Lage andert. Um
zur Klarheit zu kommen, bendtigen wir eine Situation, in der sich die Lage der Polaren nicht andert.

~y/

Abbildung 11 Abbildung 12

Zu diesem Zweck konstruieren wir die Polare eines Punktes im Kreis auf folgende Weise:'° Man
wahlt einen beliebigen Punkt, verbindet diesen mit dem Kreisdurchmesser und verldngert die so
entstehende Gerade. Durch den gewahlten Punkt legt man eine weitere Gerade senkrecht zum
Durchmesser (rot). Diese schneidet den Kreis ebenfalls in zwei Punkten. Durch die vier
Schnittpunkte legt man ein Vierseit. Dessen Seiten schneiden sich in zwei weiteren Punkten. Die
Verbindungsgerade dieser Punkte ist die Polare des gewahlten Punktes (Abb. 13a). Man sieht
sogleich, dass die beiden Schnittpunkte der Seiten gleich weit von dem Punkt entfernt sind, in
dem der Durchmesser die Polare schneidet. Da die rote Gerade parallel zur Polaren verlauft,
schneidet sie diese im unendlich fernen Punkt. Diese vier Punkte haben offensichtlich harmonische
Lage. Dreht man nun die rote Gerade im gewahlten Punkt (Abb. 13b), so verandert sich die Lage
des Vierecks, nicht aber die der Polaren. Man kann nun die Punktbewegung auf dieser Polaren
verfolgen. In diesem Fall entspricht einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn eine Wanderung der
Punkte nach oben, einer Drehung mit dem Uhrzeigersinn eine solche nach unten. Einzig der
Schnittpunkt des Durchmessers bleibt fix. Betrachten wir die Drehung gegen den Uhrzeigersinn:
Wahrend der untere Punkt langsam nach oben wandert, lauft der obere Punkt erheblich schneller
in die gleiche Richtung. In dem Moment, wo der untere Punkt in den Durchmesserschnittpunkt
hineinfallt, ist der obere Punkt im Unendlichen angelangt. In Bezug auf oben und unten tauschen
die Punkte nun fir den Betrachter thre Rolle. Der zuvor in die Unendlichkeit gewanderte Punkt

10ygl. dazu Bernhard 1984, Kap.: Der Kreis als Stauprodukt einer Bewegungsgestalt.
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kommt nun mit rasender Geschwindigkeit von unten zurlick, wahrend der andere langsam nach
oben wandert. In dem Moment, wo die rote Gerade eine halbe Drehung ausgefiihrt hat, haben die
beiden Punkte ihre Lage vertauscht, sind aber ansonsten wieder in der zu Beginn (Abb. 13a)
gezeigten Position. Offensichtlich entspricht dieser Moment einer Sonderstellung. Denn die
beiden Punkte kdnnen sich nie ndherkommen, als sie hier sind. Sie folgen einander nach, der eine
abbremsend, der andere beschleunigend, kénnen sich aber nie erreichen. Nur in diesem einen
Augenblick, wo sie gleichweit von dem Durchmesserschnittpunkt entfernt sind, haben sie die
gleiche Geschwindigkeit. Versucht man, innerlich die Bewegung zu verfolgen, so kann man
erleben, dass hier ein Moment der Stockung oder Stauung auftritt. Dieser Moment entspricht
demjenigen, wo in der gegenldufigen Involution die beiden aufeinander zulaufenden Punkte in
einem der Fixpunkte zusammenfallen.

Aber hier findet eben kein wirklicher Zusammenfall statt, sondern nur ein angedeutetes
Zusammendrangen in einem winzigen Zeitpunkt.

N N

Abbildung 13a Abbildung 13b

Die Dynamik der Bewegung lasst sich gut verdeutlichen, indem man von der Situation in
Abbildung 13a ausgeht. Jeder der beiden betrachteten Punkt durchlduft nacheinander die
gekennzeichneten vier Abschnitte der Geraden: Vom Durchmesserschnittpunkt bis zum
Schnittpunkt der beiden Viereckseiten beschleunigt die Bewegung langsam, danach nimmt die
Beschleunigung rasant zu, bis sie beim Durchgang durch die Unendlichkeit selbst unendlich wird.
Danach bremst der Punkt ab, erst wiederum rasend, dann allmahlich langsamer werdend, bis zum
unteren Schnittpunkt der Viereckseiten. Die letzte Phase, in der die Bewegung den Durchmesser-
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schnittpunkt erreicht, ist die langsamste. Den Moment grosster Langsamkeit erreicht der Punkt,
indem er diesen Uberschreitet. Abgesehen von den Grenzlagen, wo die beiden laufenden Punkte
entweder mit den Schnittpunkten der Viereckseiten zusammenfallen oder der eine mit dem
Durchmesserschnittpunkt und der andere zugleich mit dem Fernpunkt, befindet sich jeweils ein
Punkt in einer langsamen Phase und der andere in einer schnellen. Bremst der eine Punkt langsam
ab, so beschleunigt der zweite rasend. Beschleunigt der eine Punkt langsam, so bremst der zweite
rasend ab. Der Moment, wo die beiden Punkte sich am nachsten kommen, markiert die
sogenannten Nahstellen oder Engstellen einer gleichlaufenden Involution.!

Man kann auf diese Weise fir jeden innerhalb eines Kreises liegenden Punkt die ausserhalb
desselben liegende Polare konstruieren und natiirlich auch die Engstellen der gleichlaufenden
Involution auf derselben. Je nach Lage von Pol und Polare liegen diese ndher zusammen oder
weiter voneinander entfernt. Vergegenwartigt man sich dies, so kann man bemerken, dass der
Kreis auf jeder in seiner Ebene liegenden Geraden, seti sie nun schneidend oder nicht, eine Punkt-
strdomung erzeugt, die dem Gesetz der harmonischen Lage folgt. In diese Fliessbewegung sind die
Kreispunkte in der Weise einbezogen, dass sie durch den Zusammenfall von zwei sonst getrennt
voneinander laufenden Punkten entstehen. Dies legt es nahe, sich vorzustellen, dass die sichtbare
Form aus normalerweise unsichtbaren Fliessbewegungen heraus gerinnt. Die ganze Ebene ist von
Punktstromungen durchzogen, die dem Gesetz der harmonischen Lage folgen. Dort, wo ein aus
der Unendlichkeit kommender Punkt und einer, der im Mittelpunkt des — noch nicht sichtbaren —
Kreises liegt, aufeinander zulaufen und zusammenfallen, entsteht ein dann sichtbarer Punkt der
Kreislinie. Mittelpunkt kann in diesem Fall jeder beliebige Punkt der Ebene sein, da alle Punkte
gleichweit von der Unendlichkeit entfernt sind.

Abbildung 13c

11ygl. Bernhard 1988. Dort findet man die Punktstrome ausfiihrlich beschrieben.
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Beschaftigt man sich naher mit der Lage der Engstellen, so ergibt sich Erstaunliches: Diese selbst
bilden eine Gesetzmassigkeit ab, die mit der des Kreises verwandt ist. Zunachst betrachten wir die
Anordnung der Engstellen auf einer Reihe von Geraden. Dies geschieht so, dass wir den Pol auf
dem Kreisdurchmesser verschieben, sodass wir mehrere zugeordnete Polaren erhalten. Dazu
verwenden wir eine Konstruktion, die mit der Vorhergehenden verwandt ist, aber doch leicht
abgewandelt wird. Bei wiederholter Anwendung erweist sich diese als praktisch.’?> Wir betrachten
dazu die Abbildung 13c. Sie entspricht der Abbildung 13a, wurde aber erweitert. Es werden
zunachst die Tangenten an den Kreisdurchmesser gelegt. Wie man sogleich sieht, liegen diese
parallel zur Polaren. Nun werden vom Schnittpunkt des Kreisdurchmessers mit der Polaren zwei
Tangenten an den Kreis gelegt (griin). Sie bertihren den Kreis dort, wo die rote Linie ihn schneidet.
Diese beiden Tangenten haben nun auch mit den beiden Parallelen zur Polaren je einen Schnitt-
punkt und es ergibt sich so ein dem Kreis umschriebenes Vierseit. Ergdnzt man das Vierseit um
seine beiden Diagonalen, so schneiden diese die Polare in zwei Punkten. Diese beiden Punkte
markieren die Engstellen der Involution auf derselben. Mittels dieser Konstruktion kann man relativ
einfach die Engstellen auf verschiedenen zueinander parallel verschobenen Geraden konstruieren.
In Abbildung 14a ist dies durchgefiihrt und man sieht, dass die Engstellen der Involution auf einer
Hyperbel liegen. Dieselbe Konstruktion lasst sich fir alle anderen Kegelschnitte ebenfalls
durchfihren. Im Falle des Kreises ist die Hyperbel exakt rechtwinklig. Hier ist ein Ast der Hyperbel
ausgezogen, der andere nicht, sodass die Konstruktion deutlicher sichtbar ist. Man muss
bericksichtigen, dass die Punkte der beiden Hyperbelaste nicht in gleicher Weise entstehen, wie
die des Kreises. Sie entstehen nicht durch den Zusammenfall von zwei Punkten, sondern sie
markieren die Stellen, an denen die Fliessbewegungen der Punkte, die natirlich immer aufein-
ander bezogen sind, sich flr einen Augenblick stauen. Je naher die Polare dem Kreis kommt, umso
dichter kommen die Punkte zusammen, je weiter sie sich vom Kreis entfernt, umso grosser ist
deren Abstand. Schiebt man die Polare in Richtung des Kreises so weit, bis sie thn als Tangente
berthrt, so fallen die zwei die Engstellen markierenden Punkte in einen Kreispunkt zusammen.
Schiebt man die Gerade noch weiter in den Kreis hinein, so wandelt sich die gleichlaufende in eine
gegenlaufende Involution mit zwet Fixpunkten um. Denkt man sich die Polare in die Unendlichkeit
verschoben, so sind die ,Engstellen” die unendlich fernen Punkte der Asymptoten der Hyperbel
(blaue Geraden). Auch auf der Ferngeraden gibt es also ein Kreisen der Punkte.

In der Mathematik hat die Einfihrung imaginarer Elemente (i =V -1) dazu gefihrt, quadratische
Gleichungen, fir die es bislang keine Losung gab, doch l6sen zu kénnen. Die so gefundenen
Lésungen kann man zeichnerisch nicht in herkémmlicher Weise als Punkte einer Kurve darstellen.
Hier haben wir ein verwandtes Problem. In gewisser Weise gehdren die stromenden Punktbewe-
gungen zum Kreis, man kann sie aber nicht als Punkte der Kreislinie ausmachen. Man hat in der
stromenden Bewegung eines harmonischen Punktwurfes die Darstellung eines imaginaren
Punktes gefunden.!® Da es auf jeder Geraden zwei mogliche Richtungen gibt, in denen sich die
Punkte bewegen kdnnen, so hat man auf jeder Geraden, die den Kreis nicht schneidet, aber mit
thm in einer Ebene liegt, zwet imaginare Punkte, die zum Kreis hinzugehéren. Nicht die Engstellen
als solche sind die imaginaren Punkte, sie dienen nur zur Charakterisierung der Fliessbewegung.
Die imaginaren Punkte lassen sich nicht als Punkt ausdriicken. Sie sind die stromende Bewegung
selbst.

Nun erzeugt nicht nur der Kreis, sondern auch jeder andere Kegelschnitt ein solches Strémen von
Punkten. Abbildung 14b zeigt dieselbe Konstruktion fir die Ellipse. Auch hier beschreiben die

12 ygl. Edwards1988, Chapter: The Imaginary part of a conic.
13 Zum Imaginiren vgl. z. B. Locher-Ernst 1970a, Locher-Ernst 1980, Adams 1965.
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Engstellen eine Hyperbel, allerdings keine rechtwinklige. Je nach Lage sind die Hyperbeldste enger
oder weiter gedffnet.

Wahrend beim Kreis alle Durchmesser die gleiche Lange haben, ergeben sich bei der Ellipse
Verschiedenheiten. Man kann die Konstruktion fir jeden beliebigen innerhalb der Ellipse liegen-
den Punkt durchfihren, wenn man ithn mit dem Mittelpunkt derselben verbindet, der in der Mitte
zwischen den beiden Brennpunkten liegt. Abbildung 14c zeigt ein Beispiel. Fihrt man die
Konstruktion flr eine Parabel durch, so liegen die Engstellen wiederum auf einer Parabel (Abb.
14d). Wahlt man als Ausgangsform eine rechtwinklige Hyperbel, so liegen die Engstellen auf einem
Kreis (Abb. 14e), wahlt man eine andere Hyperbel, so ergeben sich Ellipsen. Man hat es hier mit
einer faszinierenden und zugleich ratselhaften Harmonie zu tun. Jedem Kegelschnitt sind in der
Ebene, in der er liegt, Punktstromungen zugeordnet, deren Engstellen weitere Kegelschnitte
ergeben, die gleichsam unsichtbar bleiben, dem ersten aber eindeutig zugeordnet sind. Greifen
wir z. B. die Ellipse heraus, so kann man mit ihrer Hilfe im Grunde genommen unzahlig viele
Hyperbeln konstruieren, die alle mit ihr verbunden sind, aber nicht wie diese in die Sichtbarkeit
treten, sondern gleichsam in der Potentialitat bleiben. So erscheint das Unsichtbare einerseits
strenger Gesetzmassigkeit entsprechend, andererseits viel reicher als das sichtbar gewordene,
welches nur einen kleinen Ausschnitt aus einer unendlichen Moglichkeitsfiille darstellt. Die
Entdeckung dieser Verhaltnisse kann man als Ausdruck der Tatsache verstehen, dass das
menschliche Bewusstsein dazu reif geworden ist, seine Bindung an die sinnliche Erfahrung
zumindest teilweise abzulegen und sich dem nicht Sinnlichen oder Ubersinnlichen forschend zu
nahern.*#

Abbildung 14a

14 Die Entdeckung der Méglichkeit, imaginire Punkte als harmonische Punktstréme auf Geraden darzustellen, geht
auf Christian v. Staudt zurick. Vgl. v. Staudt 1856.
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Abbildung 14b

Abbildung 14d
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Abbildung 14e
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