Anmerkungen zur Differenzial- und Integralrechnung

Rudolf Steiners Hinweise zum 2. Schuljahr 1924:
»Ich halte es fiir die allgemeine mathematische Bildung nicht fiir niitzlich, wenn Differential- und

Integralrechnung angeschlossen wird an die Geometrie, sondern wenn sie angeschlossen wird an
den Quotienten. Ich wiirde ausgehen von der Differenzen-Rechnung ... das Geometrische ist nur
zuletzt eine Illustration des ZahlenmiBigen. Dann bekommen Sie die Integrale als Umkehrung.
...Viel mehr innere Aktivitit! Dadurch hat man die Moglichkeit, beim Schiiler Fahigkeiten
anzuregen, die viel realer sind, als wenn man alles nur von der Geometrie her macht.“ (Stockmeyer)

Aspekte dazu: :

1. Das Rechnen ist eher mit dem Willen verbunden, die Geometrie mit dem Bild (siehe
Allgemeine Menschenkunde 2. Vortrag).

2. Die Prozesse Ax—0 und Ay—0 sind &uBerlich unanschaulich und verlangen innere
Bewegung, es geht eigentlich in einen Abgrund, nur das Verhiltnis wird gerettet. Dagegen
ist die Entstehung der Tangente aus der Sekante relativ harmlos.

3. Bei den Polarkoordinaten ist die Ableitung nicht die Steigung der Tangente im Verhéltnis zur

Kreislinie, sondern die mit dem Radius vervielfachte Steigung: % = rfana .

Ein schones Beispiel ist die logarithmische Spirale: r(p)=eff mit konstantem t.

4. In Umkehrung des Differenzierens lisst sich die urspriingliche Funktion aus der Ableitung
wiederherstellen, rein aus dem Rechnerischen (s.u.).

5. Bei Flichen- und Volumina-Funktionen hat die Ableitung nichts mit Fangenten zu tun,
sondern mit der Grofe der ,,Wachstumszone * (s.u.).

zu 4. Gegentiberstellung;:

Ableiten Integrieren
%%=Z§ mittlere Anderungsstirke Ay=AS-Ax
Quotient Produkt
aus f wird f"abgeleitet aus f'wird f wiedergewonnen
Einengung aufs Lokale Weitung aufs Globale

1. Beispiel: Bevilkerungszah! f{x) in einer Stadt im Jahr x

A T -y =
X y=f(x) Ax Ay —A—l;izAS Ay=AS-Ax Y ﬂx)
1970 | 19000 T060 19000 .
5 1000 = - 200 200<5=1000 :
1975 | 20000 — 500 ] 90331&1)300: -
10 1000 -1-—-=4 00 | 100¢10=1000 10000+ 1000
1985 | 21000 . 2 + = [ |
2000 21000
5 2000 = %00 | 4005=2000 |— 2000
1990 | 23000 ‘ 2 = | |
23000

Die urspriingliche Funktion l4sst sich also schrittweise wieder herstellen und durch Aufaddieren der
Zuwichse (4000) lisst sich der Gesamtzuwachs zwischen 1970 und 1990 bferechnen.



In dhnlicher Weise ldsst aus dem Geschwindigkeitsverlauf dic Gesamtstrecke gewinnen, aus der
Zulaufsrate der Fillstand, aus der Emissionsrate der Gesamtausstof$, aus der Stromstiirke die
Gesamtladung, aus der Leistung die Gesamtenergie, aus der Schiittung der Quelle die

Gesamtwassermenge usw.

In all diesen Beispielen spielt iibrigens bei der Deutiing der Ableitung die Tangente keine Rolle,

2. Beispiel: f(x)=3x+5,f(x)=3

Fiir das Intervall {a ; x] gilt Ax =x - a Aus Ay =(3)Ax erhalt man
Ay _flx)—-f(a) f(x) ~ f(a) = 3(x — a), also
und =T e ) fx) =3x-3a+fa).
Weill man, dass f{a) = 3a + 5, so erhilt man die
urspriingliche Funktion:
fx)=3x+5
3. Beispiel: fix)=x2+ 1, f'(x) = 2x
Mit Ax = x -a giit hier Hier erhélt man
Ay x*—a? _ fx)-f(a) = @ ?)(X —a), also
und S E=S ~k+9) f(x) =x*-a®+f(a)
Mit f(a) = a? + 1 erhilt man also
fx)=x2+1 _
In diesem Fall ist die mittlere Anderungsstiirke verschieden von der lokalen, aber der Wert x+a ist
' 2x+2a
=x-+a .

gerade der Mittelwert der lokalen AS an den Stellen x und a:

Fiir hohere Potenzen geht dieses Verfahren nicht.

An dieser Stelle ist es wohl angebracht, die bisherigen Rechnungen geometrisch zu interpretieren:

den Differenzenquotienten

i—i als Tangentensteig_ung und das Produkt ZS— -Ax als

~ Rechtecksfliiche; 2x t{
T
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Nach dlfzsen Beispielen kann man zur Vermutung kommen, dass man Ay = f{x) — f(a) Egs—ga‘cm
Fléicheninhalt zwischen f'und der x-Achse im betrachteten Intervall [a;x] bekommt, also (HDI:

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)

Diese Vermutung lasst sich dann durch Ableitung dieser Fldchenfunktion nach dem tiblichen

Verfahren beweisen.




Zu 5. ,,Wachstumszonen®
Die Ableitung der Kreisfliche Ax(r) = r*r ergibt A'(r) = 2rm, also den Kreisumfang,.

Zm-? , also den

o

, R
Die Ableitung der Sektorfliche Ax(r):%é%ﬂ ergibt 4" (r)=
dazugehérigen Kreisbogen b b

M

Die Ableitung der Rechtecksfliche A(a) = ab ergibt A’(a) = b, also die Linge des Bereiches, in dem

die Flidche bei Vergréferung von a wiichst. |
T a

Die Ableitung der Quadratfliiche A(a) = a? ergibt A’(a) = 2a. E

Die Ableitung der Fidchenfunktion A(x) tiber der Funktion f ergibt den Funktionswert f(x), also
wieder die Gréfle der Wachstumszone.

Aus dem Kugelvolumen wird durch Ableitung die Kugeloberﬂache

Aus dem Zylindervolumen V(r) = r*zh entsteht V'(r) = 2rnh, also die Mantelﬂﬁche,
andererseits. bei Ableitung von V(h) nach h entsteht V'(h) = 1%, also die Deck- oder Grundfliche —
auch hier jeweils wieder die Wachstumszonen. A .rt“'

Entsprechendes ergibt sich bc;i. Wiirfel und Quader.

V(a)= Vig=ab< ==
2 . i 4
b

V}(G\\-'/Ba.

Schwieriger ist die Interpretation bei Dreieck und Kegel.

At lon, | 2.2.2042




