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1. Die Theorie der Elementarteiler wurde von Weierstrass(!)
begriindet, von K'ronecker,'Frobenius und, anderen vervollstin-
digt; sie hat wiederholt Anwendung in der Geometrie gefunden.
Insbesondere bietet sie die Mittel zu einer einfachen und iibersichtlichen
Klassifikation der Kollineationen(?). Diese Klassifikation liuft im
wesentlichen hinaus auf eine Ordnung der Kollineationen nach Zahl
und Lage ihrer reellen Doppelelemente und fithrt bei den Koll-
ineationen des dreidimensionalen Raumes zu einer Einteilung derselben
in:

14 Klassen ordindrer Kollineationen,

(') Weierstrass, Ueber Scharen bilinearer und quadratischer Formen, Bexl.
Monatsber. 1868, S, 810 ff. Ges. Werke, Bd. II, S. 19 ff, Kronecker, Berl. Mon-
atsber. 1874, 8. 215, Ges. Werke Bd. I, 8. 201-892. Frobenius, Sitzber, der Berl.
Akad. 1894, 8. 83 ff. Weitere zahlreiche Arbeiten auf diesem Gebiete sowie ein kurzer
Ueberblick tiber die Entwickelung der Theorie findet man bei Muth, Theorie und
Anwendung der Elementarteiler, Leipzig 1899.

(3) Begre, Sulla teoria e sulla classificazione delle omograﬁe in uno spazio
lineare ad un numero qualunque di dimensiom, Reale Acad. dei Lincei 84, Serie 3a,
Bd. XIX, 8.6.
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11 Klassen singuldrer Kollineationen erster Spezies,

6 Klassen singulirer Kollineationen zweiter Speszies,

2 Klasgen singuldrer Kollineationen dritter Spezies.:

Die Kollineationen irgendeiner Klasse sind durch Angabe der
Zohl und Anordnung ihrer recllen Doppelelemente bereits vollig
charakterisiert. Dartber hinaus werden zwar die absoluten Invari-
anten der betreffenden Kollineationen angegeben, wir erhalten aber
keinen Einblick in die zahlreichen interessanten und .charakteristis-
chen geometrischen Eigenschaften der verschiedenen Kollineationen.

Die Klassifikation der Kollinéationen auf Grund der Element-
arteilertheorie bevorzugt also einerseits die reellen Doppelelmente der
Kollineationen—ein Verfahren, das h#ufig mit Recht als Mangel geo-
wetrischer Untersuchungen bezeichnet. wurde—andererseits ist sie un-
‘befriedigend, weil ganze Klassen von Xollineationen mit wichtigen
geometrischen Eigenschaften von ihr nicht- erfasst’ werden.

Herr Jolles hat frither mehrfach darauf hingewiesen('), dass
die Finteilung der Raumkollineationen unabhiinigig von der Theorie
der Elementarteiler ausgehend von Sitzen tber das Decktetraeder
zweior kollinearen Rédume durchgefithrt werden kann. Mir scheint
es jedoch vorteilhafter die. neueren -Untersuchungen des Herrn
Jolles(?) tiber die prim#ren und sekundiren Involutionen auf dén .
linearen Strahlenkongruenzen ‘'z Grunde zu legen. Es' zeigt sich
dann auf rein geometrischem Wege, dass nicht nur die _reellen oder
konjugiert imaginiren Doppelelemente, sondern auch andere wichtige
Eigenschaften der Kollineationen mit der Theorie der Involutlonen
auf der linearen Strahlenkongruenz eng verknipft sind. Das dabei

“entwickelte Klassifikationsprinzip gestattet es die St udy’schen Unter-
suchungen iber positive und negative Kollineationen(®) sowie die
Betrachtung der sogenannten Hermite’schen Kollineationen orga~
nisch in die Theorie einzuordnen.

(1) Herr Jolles, Die Bestimmung der Inzidenzen in zwei korrelativen Rdumen,
Mathem. Zeitachrift Bd. 16, S. 13, 1923,—Die windschief involutorischen Paarungen
in einer linearen Strahlenkengruenz, Mathem, Zeitschrift Bd. 18, 8, 228, 1822,

(%) Herr Jolles, Primiire und sekundire polare Riume einer linearen Strahlen-
kongruenz, Crelle 134, 8. 1-14, 1908,—Die windachief involutorischen Paarungen in
einer linearen Strahlenkongruenz, Mathem, Zeitschrift, Bd, 18; 8, 223, 1922,~Die
Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Mathem, Zeitschrlft, Bd. 27, S
427, 1927, .

(%) Herr Study, Die Begriffe Links Rechts, Windungssinn und Drehungss:nn,
Archiv der Mathem, u, Physik, 8. Reihe 21, 8, 193-226, 1018,
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I Die sekundiren Involutionen auf der linearen Strahlen-
 kongruenz in ihrer Beziehung zu den Kollineationen.

2 Die Theorie der Involutionen auf der linearen Strahlenkon-
gruenz ist von Herrn Jolles(') aufgestellt worden. Die oo’ Paare
einander zugeordneter Strahlen einer solchen Involution bestehen aus
reziproken Polaren eines polaren Raumes II. Der polare Raum II ist
entweder ein primirer oder ein sekundiirer polarer Raum der linearen
Strahlenkongruenz C}.- Die reelle oder imaginfire Inzidenzfliche von
II liegt also entweder einscharig in der linearen Strahlenkongruenz
Cl, oder triigt zwei involutorische Regelscharen zweiter Ordnung ihres
geschart involutorischen Raumes. Im ersteren Falle heisst die durch

"den polaren Raum II hervorgerufene involutorische Paarung der
Kongruenzstrahlen eine: prim#re Involution, im letzteren eine sekun-
d#tre Involution.

Durch: eine - Flidche - zweiter Ordnung, dle zwéi involutorische
‘Regelscharen des geschart involutorischen Raumes einer linearen
Strahlenkongruenz trigt, geht ein Biischel solcher Fliichen(?). Die
Stfahlenpaare einer sekundiiren Involution auf einer linearen Strah-

lenkongruenz -sind. daher. paarweise reziproke Polaren fiir die oo!
Flichen . eines F*.Biischels, deren jede zwei involutorische Regel- °

scharen des geschart involutonschen Raumes enthélt. Die reellen,
zusammenfallenden . oder paarweise konjugielt; imaginéren Doppel-

strahlen der sekunddren Involution bilden i. a. ein Raumvierseit, das
Basisvierseit des J"*-Biischels, |

Die sekundire Involution auf eirer hyperbolischen lirearen Strahl-
enkongruenz. ist auch durch die heiden Puunktinvolutionen bestimmt,
die ihre Strahlenpaare auf den beiden Leitgeraden der Kongruenz
ausschneiden... Die Theorie der sekundiren Involutionen fithrt zu
einer vollstindigen Klassifikation dieser Involutionen.. Danach liegen
auf der hyperbolischen allgemeinen linearen Strahlenkongruenz
folgende Arten sekundirer Involutionen : ,

Die sekundiéren Involutionen mit vier reellen paarweise
wmdschlefen Doppelstrahlen.  Ihre Strahlenpaare schneiden beide
Leltgeraden, in den Punktepaaren hyperbolischer Involutionen,

- 2. Die sekundiiren . Involutionen mit zwei Paaren konjugiert
1magmiirer windschiefen Doppelstrahlen. Thie Stmhlenpaare schneid-
én jede der beiden Leltgeraden in den Punktepaaren ‘einer elliptisch-
en’ Involution.

(1) Biehe dis Fussnotr (3); 8, 389,
(%) Herr Jolles, I’vimare und sekundare polare Baume. Nr 12,
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3. Die sekunddren Involutionen mit zwei Paaren konjugiert
imaginitirer inzidenten Doppelstrahlen. Thre Stra.hlenpaare schneiden
die einen Leitgeraden in den Punktepaaren einer elliptischen, die
andere 'in den Punktepaaren einer hyperbohscben Involution.

, 4. Die sekundéren Involutionen mit zwei inzidenten reellen
Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte Doppelstrahlen
darstellt. Ihre Strahlenpaare schneiden die eine Leitgerade in den
Punktepaaren einer hyperbolischen, die andere in denen einer par-
abolischen Involution. ,

5. Die sekunddren Involutionen mit zwei inzidenten konjugiert
imaginéren Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte Doppel-
strahlen darstellt. Ihre Strahlenpaare schneiden die eine Leitgerade
in den Punktepaaren einer elliptischen,  die andere in denen einer
parabolischen Involution.

: 6. Die sekundéren Involutionen mit emem reellen Doppelstrahl

der vier verelmgte Doppelstrahlen- darstellt. ~ Thre Strahlenpaare
schneiden jede der beiden Leitgeraden in den Punktepaaren einer

- parabolischen Involution.

7. Die sekunddren inzidentpaarigen Involutlonen mit  zwei
Bitscheln erster Ordnung reeller Doppelstrahlen Thre Strahlenpaare
schneiden die eine Leitgerade in den Punktepaaren einer hyperboli-
schen Involution und je zwei konjugierte Strahlen schneiden einander
in. einem ,f’unkte ‘der anderen Leitgerade.

18, D;e sekunddren inzidentpaarigen Involutionen mlt zwei kon-
Jugiert flmagmﬁren ‘Biischeln erster Ordnung von Doppelstrahlen.
Je zwe; kon;uglerte ‘Strahlen schneiden einander in einem Punkte
der: einen Leltgerade und schneiden die andere Leitgerade in zwel
koﬂ]dglerten Punkten einer ‘elliptischen Involution.

19, Dup sekundéren 1nmdentpaangen Involutmnen mit emem
Bitdchél -erdter Ordnung reeller DOppelstmhlen, von denen jeder zwei
verbinigte _ Doppeistrahlen darstellt; Je zwei konjugierte Strahlen
schneiden die eirie-- Lfy‘tgemde in kon]uglerten Punkten einer par-
abolischen Tnvolutien. und schneiden einander in-einem Punkte der
anderen - Leitgerade,

Auf. der elhptlschen allgememen linearen Strahlenkongmenz
liegen; d
-1, . Die. sekundéren Involutlonen m1t einem: Paare reeller und
einem Paare konjugiert imagingrer windschiefen Doppelstrahlen

“2. -Die pekundéren Involutionen mit einem reollen Doppelstrahl,
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der viér vereinigte Doppelstrahlen darstellt.
_ Auf der parabolischen allgemeinen Strahlenkongruonz liegen: -

1. Die sekundéren Involutionen, deren eines Paar Doppelstra-
hlen mit den vereinigten Leitgeraden w der Kongruenz zusammen-
fillt, deren anderes Paar Doppelstrahlen zwei windschiefe reelle
Kongruenzstrahlen sind.

2. Die sekunddren Involutlonen, deren anderes Paar Doppel-
strahlen zwei windschiefe konjugiert imaginiire Kongruenzstrahlen
sind.

3. Die sckundiiren Involutionen, deren vier Doppelstrahlen mit
den vereinigten Leitgeraden w zusammenfallen.

8. Eine zerfalleno lineare Kongruenz besteht aus den Strahlen
eines zentrischen Biindels M und denen eines ebenen Feldes u. Eine
Involution auf der zerfallenen linearen Kongruenz (M, p) ist bedingt
durch eine perspektive Involution im ebenen Felde p und eine per-
spektive Involution im zentrischen Biindel M und zwar ist die erstere
Involution der Schnitt von w mit der letzteren. Es sei N das In-
volutionszentrum,  die Involutionsachse des perspektiv involutori-
schen Feldes p, dann ist »=Mu die Involutionsebene, v=MN die
Involutionsachse des involutorischen zentrischen Biindels M. (I‘lgur 1.)

Die perspektlven In-
volutlonen in M und p
paaren die Strahlen der
zerfallenen linearen Kon-
gruenz (M, p) involutorisch:
Konjugierte Strahlen der
Ebene p schneiden einander
auf u, sie bilden oo involu-
‘torische  Strahlenbiischel
erster Ordnung, deren Mit-
telpunkte die Gerade wu
erfilllen und die den Strahl
© und je ihren mit N in- Fig. 1.
zidenten Strahl za Doppelstrahlen haben; konjugierte Strahlen des
zentrischen Biindels M liegen mit MN ‘in derselben Ebene, sie bilden
oo' involutorische Strahlenbiischel erster Ordnung, deren Ebenen
. durch MN gohen und die MN und je ihren in der Ebene Muy liegen-
den Strahl zu Doppelstrahlen haben. Die Involution auf der zer-
fallenen linearen Kongruenz (M, p) hat alle Strahlen der beiden
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Strahlenbiischel erster Ordnung 2zu Doppelstrahlen, die aus M und
N die Punktreihe v projizieren. '

4, Sind v und v zwei (reelle, zusammenfallende oder konjugiert
imaginiire) windschiefe Doppelstrahlen zweier kollinearer Riume 2,
2, so fithrt die Kollineation der beiden Réume die hyperbolische,

- parabolische oder elliptische lineare Strahlenkongruenz mit den Leit-
geraden u, v in sich dber, Zwei kollineare Réume haben stets zwei
reelle windschiefe Doppelstrahlen, die auch zusammenfallen kénnen(?),
so dass ihre Kollineation' auch mindestens eine hyperbolische oder
parabolische lineare Strahlenkongruenz in sich tberfithrt. Auf jedem
der beiden windschiefen reellen Doppelstrahlen «, » bestimmt die
Kollineation der beiden R#ume 3, 3’ zwei kollokale : projektive
Punktreihen. Durch zwei kollokale projektive Punktreihen geht
aber ein Buschel projektiver Punktreihen. Die Projektivititen der
oo! Punktreihen eines Biischels projektiver Punktreihen sind fiirein-
ander invariant. Der Biischel enthilt zwei involutorisch liegende
Punktreihen, die miteinander die charakteristische. Involution des
Buschels projektiver Punktreihen bilden. Die (reellen oder konju-
giert imaginiren) Doppelpunkte der charakteristischen Involution -
sind die. Deckpunkte aller Punktreihen des’ Biischels. Sie heissen
‘die Grund- oder Basispunkte des Biischels projektiver Punktreihen(?).

Die gegebene Kollineation): zweier Rilume ., 3V fithrt daher eine
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz €} oder eine parabohscbe
lineare Strahlenkongruenz Pi derart in sich iiber, dass sie auf jeder
der beiden Leitgeraden u, », von 0}, oder auf den vereinigten Leit-
geraden w von P} eine Punktinvolution invariant lisst,

Ist nun die lineare Strahlenkongruenz ¢} hyperbolisch, so ist auf
ihr eine sekunddre Involution bestimmt, wenn je zwei Kongruenz-

" strahlen einander zugeordnet werden, die jede der beiden Leitgeraden
u, v in einem Punktepaar der von dieser getragenen charakteristischen
Punktinvolution schneiden(®), Die Kollineation aber fithrt jo zwei
kOnJuglerte Strahlen der sekundiren Involution auf Ci wieder in
zwei konjugierte Strahlen dieser sekundéren Involution iber,

Fithrt die Kollineation dagegen eine parabolische lineare Strah-
lenkongruenz P in sich tiber, so sind- dle (reellen. oder kon]uglert

(!) HerrJollesin-Reye’s Geometne der Lage, III, Abtlg. S, 209, Stuttgart.
1910. .

(’ ) Hew J olles, Invawmz u. Umkehmng, Ctelle Bd. 149 Nr 1-8
" (8)" =Die Involutionen auf emer linearen Strahlenkongruenz, Nr 5.
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imagindren) Doppelpunkte der charakteristischen Punktinvolution auf
..den vereinigten Leitgeraden w_ Deckpunkte der beiden kollinearer
Riume. Jeder dieser beiden Deckpunkte tritgt zwei kollokale pro-
jektive Stralilenbiischel erster Ordnung der kollinearen Riiume. Von
den beiden (reellen oder kon]ugmrt imaginéren) Doppelstrahlen durch
jeden Deck Punkt féllt je der eine mit den vereinigten Leitgeraden
w zusammen, die beiden ibrigen sind zwei (reelle oder konjugiert
imaginire) windschiefe Strahlen von P}. Sie bestimmen zusammen
mit den vereinigten Leitgeraden w die Basiskurve eines F’-Biischels,
dessen Flichen einscharig in der linearen Strahlenkongruenz P}
enthalten sind. Die Strahlen jeder in der Kongruenz enthaltenen
Regelschar dieses I'*-Biischels sind involutorisch gepaart, wenn je
zwei Strablen einander zugeordnet werden, welche die vereinigtei
Leitgeraden w in zwei konjugierten Punkten der von w getragenen
charakteristischen Punktinvolution treffen. - Die linecare Kongruenz
P} enthiilt daher oo' involutorische Regelscharen zweiter Ordnung
‘eines F%Biischels, deren konjugierte Strahlen die co® Strahlenpaare
einer sekundiren Involution bilden('). Die Kollineation der Riume
3, 3 fuhrt jo zwei konjugierte Strahlen dieser sekundéren Involu-
tion wieder in zwei konjugierte Strahlen der sekundiren Involution
iiber. Aus alledem folgt:

‘“ Die Kollineation zweier Rdume fihrt eine sekunddrc Involu-
tion auf einer hyperbolischen oder parabolischen linearen Strahlen-
kongruenz in 8ich -iber wnd hat derven (reelle oder Lomugwrt im-
agindre) Doppelstrahlen und Leitgeraden 2w Deckstrahlen.”

Eine sekundiire Involution auf einer linearen Strahlenkongruenz
(R dle durch die Kollineation zweier Réume in sich tberfithrt wird,
nennen wir eine °* charakteristische sekundire Involution® der
Kollineation, die lineare Strahlenkongruenz Cf eine charakteristische
involutorische Kongruenz’’ der Kollineation.

. TIst C} eine charakteristischo involutorische Kongruenz zweier
kollinearen Réume 2, 3’ und P, P' ein Paar homologer Punkbe
dieser Réume, so sind die bzw. mit P, P' inzidenten Strahlen p, p
von C} homologe Strahlen von 2 und 3. Die durch p und durch
zwei (reelle oder konjugiert imaginiire) windschiefe Doppelstrahlen
der charakterischen sekundiéren Involution gehende Regelschar zweiter
Ordnung entspricht daher der durch p’ und dieselben beiden Dop-
' pelstrahlen gehenden Regelschar zweiter Ordnung Der mit P in-

(1) A3, 0. Nr. 17,
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zident Lextstrahl der ersten Regelschar geht durch die Kollineation
in den mit P' inzidenten Leitstrahl der zweiten Regelschar iiber.
Die mit den beiden Leitgeraden %, » von C} zusammenfallenden
Leitstrahlen jener beiden projektiven Regelscharen entsprechen sich
selbst. Sollen nun zwei R#ume kollinear so aufeinander bezogen
werden, dass zwei projektive Regelscharen zweiter Ordnung einander
als homologe Gebilde entsprechen, so ist die Kollineation bestimmt,
sobald man drei gegebenmen Leitstrahlen der einen Regelschar drei
gegebene Leitstrahlen der anderen als entsprechende Strahlen zu-
weist(?). Daraus folgt:

“ Die Kollineation zweier Riume st bestimmi durch eine cha-
rakteristische sekundire Involution und durch zwei gegcbem Iomolog go
Punkte(*).”

5. Durch eine Fliche zweiter Ordnung, dle zwei involutorische
Regelscharen des geschart involutorischen Raumes einer linearen
Strahlenkongruenz Ci trigt, geht ein Buschel F?, solcher Flichen.
Seine Basiskurve ist ein aus vier Strahlen ¢, 7, s, ¢, von cY g gebildetes
Raumvierseit. Die Flichen der F2Biischels I'z, habon die Strahlen
der linearen Kongruenz O paarweise zu gemeinsamen reziproken
Polaren und diese Strahlenpaare bilden eine sekundire Involution
auf C4. Die (reellen oder konjugiert imagindren) Doppelstrahlen der
sekundiren Involution sind die vier Seiten des Basisvierseits ¢, , s, ¢
des F*.Biischels F32, die (reellen oder konjugiert imaginiren) Leit-
geraden w, v sind. das dritte Paar Gegenseiten des Tetraeders mit den
Gegenseitenpaaren qr, st, wv. Sind die vier Doppelstrahlen ¢, r, s,
reelle oder paarweise korjugiert imaginsire Strahlen zweiter Art, so
enthilt der I">-Biischel F'i, oo! reelle Regelfiichen zweiter Ordnung(®).
Die Strahlen beider Regelscharen jeder dieser Flichen werden durch

w involutorisch gepaart, die Strahlen der einen Regelschar liegen
stets in der linearen Strahlenkongruenz Cff mit den (reellen odet
konjugiert imaginicen) Leitgeraden ¢, », die der anderen in der
.linearen Strahlerikongruenz Cf mit den (reellen oder konjugiert; im-
aginiéiren) Leitgeraden s,¢. ‘ ' -

Andererscits enthilt die sekundiire Involution auf Cif zwei Bi-
schel von oo' recllen involutorischen Regelscharen zweiter Ordnung.
Die Regelscharen beider Biischel liegen auf den Flichen -zweier

(1) v. Staudt, Beitriigé zur Geométrié der Lage, Niirnberg 1856, Nr. 8.

() Herr Jolles, Die windschief mvolutorxschen Paarungen in einer linearen
Strahlenkongruenz, Ny, 20, .

(3) A.a.0. Nr.'14,




8% .. . GERHARD HAENZEL:

F?-Bugchel Ig. und F3. Die Basiskurven der F*.Biischel smd bzw.
die Raumvierseite uv, st und wv, ¢gr. Die Flichen des I btischels,
F2, liegen mit ihren Leitscharen in der linearen . Strahlenkongruenz
C# und beidscharig werden ihre Strahlen durch die lineare Strahlen.
kongruenz Cf involutorisch gepaart. Die Flichen des F*-Bitschels
F? liegen mit ihren Leitscharen in der linearen Strahlenkongruenz
¢4 und beidscharig werden ihre Strahlen durch die lineare Strahlen-
kongruenz Cj involutorisch gepaart.

Die Fldchen der drei F-Biischel Fg., F,,, Fi bedingen mithin
bzw. die drei sekundiren Involutionen auf den linearen Kongraenzen
C%, 0, C¥ mit den (reellen oder konjugiert imaginiren) Leitgeraden
gr, st,uv. Die Flichen jeder der drei F2-Bischel Fg., F'y oder Fi,
werden je durch die zugehérige der drei linearen Kongruenzen cl,
C# oder Cy! beidscharig involutorisch gepaart und liegen je einscharig
involutorisch in den sekundéiren Involutionen der beiden iibrigen
linearen Kongruenzen. Jede der drei linearen Kongruenzen und der
drei auf ihnen liegenden sekundiren Involutionen bestimmt mithin
auf dieselbe Weise die beiden iibrigen. Die drei Paare (reeller oder
konjugiert imaginiirer) Leitgeraden der drei linearen Kongruenzen
sind die Gegenkantenpaare eines Tetraeders. ,Je zwei Gegenkanten -
des Tetraedérs sind die Leitgeraden der einen Kongruenz und die
geméinscha.ftlichen Doppelstrahlen der beiden sekundéren Involu-
tionen auf den beéiden “brigen Kongruenzen.

Eine Kollineation mit der charakteristischen sekundaren Involu»
tion auf der liearen Kongruenz Ci} fithrt jeden der beiden F*-Bischel
in sich tber, deren Flichen je eine involutorische Regelschar zweiter
Ordnung dieser sekundiiren Involution auf C¥ enthalten. TFolglich
fithrt die Kollineation auch die beiden mitbestimmten sekundéren
Involutionen auf den linearen Kongruenzen C¥% uund Cj in sich iber.
Daher gilt: '

“ Hat die Kollineation zweier Rdume eine charalkteristische
sckunddre Involutior mit vier pacrweise windschiefen (reellen oder -
konjugiert imagindren) Doppelstrahlen auf einer linearen Kongruenz
Cit, so0 fiikrt sie moch zwei weitere sekunddre Involulionen auf zwei
linearen Kongruenzen CH und CH# in sich diber indem sie deren
Doppelstrahlen wnd Leitgeraden in Ruhe ldsst. Jede der drei line-
aren Kongruenzen hat vom Decktetraeder der kollinearen Riume ein
anderes Paar Gegenkanten zu Leitgeraden, die auf ihr. liegende
sekunddre Involution hat die beiden dbrigen Paar Gegenkanten zu
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Doppelstrahlen. ~ Jede der drei sekundiren Involutionen konn als
chamktemstqsche sekunddre Involution der Kollineation gclten und
bestimpnt in derselben Weise die béiden ‘ibrigen.”

Hle drei sekunddren Involutionen liegen entweder auf drei
hypeyoohschen linearen Kongruenzen und jede von ihnen hat ziei
Yaure reeller windschiefen Doppelstrahlen, oder nur die eine liegt
auf einer hyperbolischen lincaren Kongruenz und hat zwei Paare
konjugiert imaginiirer windschiefen Doppelstrahlen, die beiden anderen
liegen auf elliptischen linearén Kongruenzen und haben jo ein Paar
reeller und ein Paar kon]ugwrt nnagmarer windschiefen Doppel-
strahlen.

6. Auf einer para.bohschen linearen Kongruonz P} liege eine
sekundilre Involution P} (goy....XX;....). deren oines Paar Doppel-
strahlen mit dem Triger der vereunorten Leltgeraden w zusammen-
fillt, deren zweites Paar Doppelstrahlen entweder zwei windschiefe
reelle oder zwei windschiefe konjugiert imaginire Kongruenzstrahlen
sind. In beiden Fillen enthiilt die sekundire Involution Pj (aa..
XXi....) oot mvoluborlsche Regelscharen zweiter Ordnung und oo
Paale emandel zugeordneter Strahlenbiischel erster Ordnung, die
zerfallene - involutorische Regelscharen zweiter Ordnung darstellen.
Bowohl die Tréger dieser zerfallenen wie jener nicht zerfallenen
involutorischen Regelscharen zweiter Ordnung ‘bilden je einen I
Biischel und sind emscharlg in der parabolischen linearen Kongruenz
P} enthalten.  Die nicht in P! enthaltenen Regelscharen der nicht
zerfallenen Flichen zweiter Ordnung bilden daher eine zweite lincare

. Kongruenz C}. Die lineare Kongruenz C} ist hyperbolisch ‘oder
elliptisch je nmachdem die sekunddre Involation P} (aa:....XX;....)
-zwei windschiefe reelle oder zwei windschiefe konjugiert imaginiire
Kongruenzstrahlen von P! zu Doppelstrablen hat. Die durch P!
einander zugeordneten Strahlen von Cf} sind die Elementepaare einer
sekuriddren Involution, deren s#imtliche Doppelstrahlen mit den
vereinigten Leitgeraden w von P} zusummenfellen. '

Durch oine-sekundéire Involution P} (aa,....XX....) auf einer
parabolischen linearen Kongruenz mit zwei windschiefen (reellen oder
konjugiert imaginiiren) Doppelstrahlen ist also eine zweite sekundiire
Involution €} (da; .. .. XX;....) mitbestimmt, Sie hat die verein'igtén

- Leitgeraden w von: P; zum v1erfachen Doppelstrahl ihre konjugierten
Strahlen’ werden durch die lineare Kongruenz P} einander zugeordnet,
ihre Trlitrerkongrueuz C% hat dié beiden windsehiefen (recilen oder
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konjugiert 1magmﬂren) Doppelstrahlon der. sekundiren Involution
T Piaag.. «« XX;....) zu Leitgeraden. Der F*-Bitschel, der eine Schar
involutorischer Regelscharen der sekundéiren Involution P (aa..

XXi....) trigt, trigt auch eine Schar involutorischer Regelscharen
der sekund&ren Involution C}(ea:....XX;....). Jede der beiden
sekundéren Involutionen ist durch die andere in derselben Weise
bestimmt. '

Eine die sekundiire Involution P} (aa:....XX,....) in sich tiber~
fithrende Kollineation fihrt auch die einscharig involutorisch in
Pt (agy....XX;....) enthaltenen Regelflichen zweiter Ordnung des
F*-Bischels in sich tiber und daher auch die mitbestimmte sekundire
Involution C} (aa....XX;....). Daraus folgt:

‘“ Hat die Kollmeatwn zweier Rdume eine chao’aktemsmsche

Involution mit zwei windschiefen (reellen oder konjugiert imagindren)
Doppelstrallen auf einer parabolischen linearen Kongruenz Ii(ae:. .
W XXi....), so filrt sie noch e¢ine zweite sekunddre Involution C
(wan . - AX; ..) auf eimer hyperbolischen oder elliptischen limearen
Kongruenz in sich dber und ldsst dabei ihre Doppelsirahlen und
Leitgeraden in Ruhe. Die sekunddre Involution C}(aey....XXi....)
hat die vercinigten Leitgeraden von P zum vierfachen Doppelstmhl
und die lincare Kongruenz C} hat die windschiefen (reellen oder
konjugiert imagindren) Dopplestrahlen der sekunddren Involution -
P (aoy....XXy....) 2u Leitgeraden. Jede der beiden sekunddren
Involutionen kann als charakteristische Involution der Kollineation
gelten.”’

7. Eine sekundére inzidentpaarige Involutlon liegt auf einer
‘hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz H}. Ihre Strahlenpaare
schneiden deren eine Leitgerade v in der identischen, ihre andere
Leitgerade v in den Punktepaaren einer hyperbolischen, parabolischen
oder elliptischen Punktinvolution. Ist diese Punktinvolution hyper-
bolisch, so triigt jeder der beiden reellen Doppelpunkte M, N eifien
Strahlenbtischel erster Ordnuung von reellen Doppelstrahlen der sekun-
diir involutorischen Kongruenz H1} (ag:....XXi....), welche bzw.
aus M und N die Leitgerade u projizieren (Fig. 1). Andererseits
tragen M und N je einen perspektiv involutorischen zentrischen
Biindel im geschart involutorischen Raume 2}, von Ii. Die per-
.spektiv- involutorischen Btindel M, N haben bzw. die Ebenen Mu,
Nu, zu Involutionsebenen, und sie haben beide die Leitgerade MV
=y zur Involutionsachse. Ebenso tragen die beiden Doppelebenen
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v=Mu, u=Nu des geschart involutorischen Raumes 2; in diegem je
ein perspektiv involutorisches Feld. Die perspektiv involutorischen
Felder #,v haben bzw. die Punkte N, M zu Involutionszentren, und
sie  haben beide die Leitgerade u=pv zur Involutionsachse. Die
perspektiv involutorischen Felder u,v sind bzw. die Schnitte der

- pérspektiv involutorischen zentrischen Bindel M, N und bilden je
- mit diesen die beiden zerfallenen involutorischen linearen Kongruen.
zen Mp, Nv (3). Jede dor beiden zerfallenen involutorischen Kon- |
gruenzen bestimmt dieselbe hyperbolische Punktinvolution auf v und

' dieselbe identische auf % und damit die sekundéire inzidentpaarige
Involution auf Hi. Aus alledem folgt:

‘ Hat eine Kollineation eine sekunddre inzidentpaarige Involu-
tion auf einer hyperbolischen linearen Kongruens zur charakterisii-
schen Involution, so fihrt sie noch zwet Involutionen euf zwei zer-
Jallenen. linearen Kongruenzen in sich iber. Jede der dres Inmvolu-
tionen bestimmt in derselben Weisé die beiden ibrigen und kann
als. charakteristische Involution der Kollineation gelten.”

8. Es gibt nur eine Kollineation @ zweier R#ume 37, 3V, die
eine gegebene sekundire Involution auf einer allgemeinen linearen
Strahlenkongruenz in sich {iberfithrt, dabei deren Doppelsirahlen und
Leitgeraden in Ruhe lésst und zwei gegebene nicht mit den Doppel-

- strahlen oder Leitgeraden inzidente Punkte X, X' einander zuweist
(4,5,6). Die Doppelstrahlen dieser charakteristischen Involution
und die Leitgeraden der charakteristischen Kongruenz bestimmen
das Decktetraeder der beiden kollinearen Rdume. Ist von den ge-
gebenen homologen Punkten X, X’ von 2, 3 der eine mit einer
Ecke, Kante oder Seitenebene des Decktetraeders inzident, so artet
die Kollineation der beiden Réiume bekanntlich aus. Solche ausge-
-arteten Kollineationen - werden von den folgende Untersuchungeri‘
~vorerst ausgeschlossen.

Mit den gegebenen homologen Punkten X, X’ sind entweder
zwel verschiedene Strahlen z, 2’ der charakteristischen involutorischen
Kongruenz ('} inzident und diese beiden Strahlen sind zwei homologe
. Strahlen der kollinearen Ré#ume, oder X, X' liegen auf ein und
demselben Kongruenzstrahle von C}. Im ersten Falle werden den
Strahlen z,2' in der sekundiren charakteristischen Involution auf C}
zwei Strahlen zi; 21/ zugeordnet, die gleichfalls zwei homologe Strahlen
der kollinearen Réume darstellen (4). :

Fllt insbesondere der Strahl 2; mit 2/ zusammen. so muss z/
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mit 2 zusammenfallen; dann sind also irgend zwei konjugierte Strahl-

“en der charakteristischen Involution auch homologe Strahlen der
kollinearen Riume und die Kolliheation fithrt ihre charakteristische
Involution nicht nur in sich selbst {iber, sondern sie enthillt sie. -

Liegen endlich die gegebenen homologen Punkte X, X’ der
kollinearen Riéume auf ein und demselben Kongruenzstrahle der
charakteristischen involutorischen Kongruenz Cf}, so haben die beiden
Riume die oo® Strahlen der linearen Kongruenz (f zu Doppelstrahlen.

Demnach sind folgende drei Hauptklassen von Kollineationen zu
unterschoiden:

A. Allgemeine Kollineationen fithren sekundéro Involutxonen
auf charakteristischen Strahlenkongruenzen in sich tber und
lassen deren Doppelstrahlen und Leitgeraden in Ruhe. Kon-
jugierte Strahlen der sekundéiren Involution gehen durch die
“allgemeine Kollineation wieder in konjuglerte btra,hlen der
sekundéiren. Involution tber. .

B. Halbgescharte Kollineationen : enthalten sekundiire Involgy
tionen auf charakteristischen linearen Strahlenkongruenzen
und lassen deren Doppelstrahlen und Leitgeraden in Ruhe.
Konjngierte Strahlen der sekundéren Involution werden
durch die halbgescharte Kollineation miteinander vertauscht,

C. Gescharte Kollineationen lassen die oo’ Strahlen einer line.
aren Strahlenkongruenz in Ruhe.

9. Die Trigerkongruenz C; der charakterlstlschen Involutlon
C!(aay....XX;....) einer Kollineation bestimmt ihren geschart in-
volutorischen Rautn 2% Der geschart involutorische Raum 3, en-
thilt oo* sekundire Involutionen auf denjenigen oo linearen Strah-
lenkongruenzen, deren Leitgeraden je zwei (reelle oder Konjugiert
imaginiire) Kongruenzstrahlen von C} sind. Die oo sekundiren
Involutionen haben je ein zweites Paar (reeller oder konjugiert
imagindirer) Kongruenzstrahlen von Ci zu Doppelstrahlen und zu
‘gemeinsamen Doppelstrahlen die beiden Leitgeraden von Ci(*).

Von den oo' sekundér involutorischen linearen Strahlenkongru.
enzen des geschart involutorischen Raumes ), haben oo® die Strah-
lenpaare der sekundiiren Involution Ci(aa:....XX;....) zu Leitgera-
denpaaren. Durch die Kollineation geht (4) jedes dieser Leitgerad-
enpaare in ein ebensolches und daher jede der oo® linearen Strahlen-
kongruenzen in eine ebensolche tiber. Die Leitgeraden von C} sind

(') A.a. O. Nr, 25.
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die beiden gemeinschaftlichen- Doppelsirahlen aller dieser oo® im
geschart involutorischen Raume 3, liegenden sekundér involutorischen
Kongruenzen. Sie werden von der Kollineation in Ruhe gelassen
und bestimmen auf jeder der oo’ involutorischen Kongruenzen zusam-
men mit deren Leitgeraden das andere Paar Doppelstrahlen. Daher
werden die oo’ linearen Kongruenzen durch die Kollineation so
ineinander itberfithrt, dass auch die anderen Paare Doppelstrahlen
der auf ihnen liegenden sekunddren Involutionen ineinander iber-
gehen. Daraus folgt: : » ‘ ‘

“ Bine allgemeine Kollineation fihrt 0o? sekunddr involutorische
lineare Kongruenzén ineinander ber. Jede Kongrueni hat ein
Strahlenpaar der charakteristischén Involution der Kollinealion. zu
Leitgeraden, Dic 0o® sekundiren Involutionen haben die Leitgeraden
der charakteristischen Kongruenz zu gemeinschaftlichen Doppelstral-
len und jede won thnen hat ausserdem ein anderes Strahlenpacr der
charakteristischen Involution zu Doppelstrahlen.”’

Eine halbgescharte Kollineation enthiilt ihre ‘charakteristische
Involution; im geschart involutorischen Raume X, ihrer charakter-

istischen Kongruenz liegen wiederum oo? linearé Strahlenkongruenzen,. =~

deren Leitgeraden je' zwei konjugierte Strahlen der charakteristischen
Involution sind. Die auf ihnen im geschart involutorischen Reume
2 liegenden oo* sekundéren Involutionen haben die Leitgeraden der
charakteristischen IKongruenz zu gémeinschaftlichen Doppelstrahlen.
Das zweite Paar Doppelstrahlen jeder dieser oo® sekundéren Involu-
‘tionen ist je ein Strahlenpaar der charakteristischen Involution. Die
halbgescharte Kollineation fithrt daher jede der co® linearen Kon-
gruenzen in sich tiber und vertauscht dabei ihre beiden Leitgeraden,
sie fihrt auch jede der oo sekundéren Involutionen in sich iiber,
lisst dabei das eine Paar Doppelstrahlen in Ruhe und vertauscht die
Strahlen des anderen Paares. Mit anderon Worten: :

‘“ Eine halbgescharte Kbllineation fihrt o0* sehundir involu-
torische lineare Kongruemzen in sich dber. Sie vertauscht dabei
sowohl die beiden Leitgeraden jeder Kongruenz, als auch zwei Dop-
pelstrahlen jeder sekunddren Involution und ldsst die beiden gemein-
schaftlichen Doppelstrahlen der oo* sekunddiren Involutionen in Ruhe.”

Eine gescharte Kollineation hat die 6o® Strahlen einer linearen
Kongrueuz zu Doppelstrahlen. 'Es folgt nunmehr leicht:

‘“ Bine gescharte Kollineation fihrt oot sckunddr snvolutorische
lineare Kongrucnzen in sich dber, indem sie ithre Leilgeraden und
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Doppelstrahlen in Ruhe ldsst. -Die Laitgemden erfillen die Deck-
stmhlcnk(mgmcnz C} der Kollineation, dic sekunddren Involutionen
haben die Lettgeraden von Cf gemeinsam zu Doppelstrahlen.’

II. Klassifikation der Kollineationen vermoge der
sskunddren Involutionen,

4. Die allgeme.inen Kollineationen.

10, Allgemeine Kollineationen fithren ihire sekundéren charakte- -
ristischen Involutionen auf linearen Strahlenkongruenzen in sich tiber,
indem sie deren Doppelstrahlen und Leitgeraden in Ruhe lassen
(9).  Jo nachdem die charakteristische Involution einer allgemeinen
Kollineation je zwei windschiefe oder zwei inzidente strahlen einander
zuordnet, (2), liegt eine allgemeine Kollineation mit windschiefer oder
mit inzidentpaariger charakteristischer Involution vor. Demnach
haben zwei durch eine. allgemeine Kollineation mit windschiefer
charakteristischer Involution aufeinander bezogene Riume stets die
reellen oder paarweise konjugiert imaginfiren vier Eckpunkte, vier
- Seitenebenen und sechs Kanten eines Tetraeders zu Doppelelementen,
und es ergeben sich folgende Arten allgemeiner Kollineationen:

1. Die allgemeinen dreifach hyperbolischen Kollineationen. =~ Sie
haben drei sekundére involutionen mit je vier reellen Doppel-
strahlen auf drei hyperbolischen linearen Kongruenzen zu
charakteristischen involutionen. Jede der drei linearen Kon-
gruenzen hat von dem Decktetraeder der kollinearen Réume ein
anderes Paar Gegenkanten zu Leitgeraden, die auf ihr liegende
sekunddre Involution hat die beiden iibrigen Paare Glegenkanten

. zu- Doppelstrahlen (5). Das Decktetraeder ist véllig reell. ’

2.  Die allgemeinen hyperbolisch-elliptischen Kollineationen haben
gleichfalls drei charakteristische Involutionen. Von ihnen liegt
die erste auf einer hyperbolischen linearen Kongruenz und hat
zwei Parre konjugiert imaginiirer windschiefen Doppelstrahlen.
Die beiden iibrigen liegen auf zwei elliptischen linearen Kon-
gruenzen und haben je ein Paar reeller und ein Paar konjugiert
imaginéirer windschiefen Doppelstrahlen (5). Mithin bestimmt
eine allgemeine hyperbolisch-elliptische Kollineation ein Deckte-
traeder mit einem Paar reeller und zwei Paaren konjugiert
imagindirer Gegenkanten, sowie mit vier paarweise konJuglert
imaginéiren Eckpunkten und Seitenebenen.
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Die allgemczncn einfack hyperbolischen Kollineationen erster Art

- haben eine charakteristische Involution auf einer hyperbolischien

linearen Kongruenz mit zwei Paaren konjugiert imagindrer

- inzidenten Doppelstrahlen (2). Eine einfach hyperbolische

Kolhneahou cerster  Art beslimmt daher ein Decktetracder mit
zwei reellen windschiefen Gegenkanten und zwei Paaren kon-
jugiert imaginiirer inzidenten Kanten. Auf der einen reellen
Kante liegen die beiden reellen Eckpunkte und durch sie gehen

. zwei konjugiert imaginiire Seitenebenen, die andere reclle Kante

triigt zwei konjugiert imaginiire Eckpunkte und zwei reelle
Seitenebenen des Tetraeders.

Die allgemeinen einfach hyperbolischen I(bllineationen zweiter

Art haben eine charakteristische Involution auf einer hyper-
bolischen linearen Kongruenz mit zwei inzidenten reellen Doppel-
strahlen, von jeder zwei veoreinigte Dopplestrahlen darstellt (2).
Eine einfach hyperbolische Kollineation zweiter Art bestimmt

~ demnach ein Decktetraeder mit zwei Gegenkanben Auf der einen

liegen zwei reellen Eckpunkte und durch sié geht eine doppelt
zu zihlende reclle Seitenebene, die ‘andere Kante tréigt einen
doppelt zu zéhlenden reellen Eckpunkte und zwei reelle Seiten- -
ebenen des Tetraeders. .

- Die allgemeinen einfach hyperbolischen Kollineationen dritécr

Art haben eine charakteristische Involution auf einer hyper-
bolischen linearen Xongruenz mit zwei inzidenten konjugiert -
imagintiren Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte
Doppelstrahlen darstellt (2). Sie bestimmt daher ein Decktetraeder
‘mit zwei reellen Gegenkanten. Auf der einen Kante liegon zwei

" konjugiert imagintire Eckpunkte und durch sie geht eine doppelt’

zu zihlende reelle Seitenebene die andere Kante trigt einen

doppelten reollen Eckpunkt sowie - zwei kon]ugxert imagin#re

Seitonebenen des Tetraeders. - N

Die allgemeinen hyperbolzschapambolwchen Kollineation haben
zwei charakteristische Involutionen; die eine liegt auf einer
hyperbolischen linearen Kongruenz und hat einen reellen vier-
fachen Doppelstrahl, - die dndere liegt auf einer parabolischen
linearen Kongruenz, deren vereinigte Leitgeraden mit jenem
vierfachen Doppelstrahl zusammenfallen und hat die Leitgeraden
hyperbolischen linearen Kongruenz zu Doppelstrahlen (6).

Die allgemctinen e?l@ptzsch—pambohschen Kollineationen haben
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gleichfalls zwei charakteristische Involutionen, von denen dio

erste auf einer elliptischen, die zweite auf einer parabolischen

linearen Kongruenz liegt. Die erste hat die vereinigten Leit-
goraden der parabolischen linearen Kongruenz zum vierfachen

Doppelstrahl, die zweite hat die Leitgeraden der elliptischen

linearen Kongruenz zu Doppelstrahlen (6).

8. Die allgemeinen einfach parabolzschen Kollineationen haben eine
charakteristische Involution auf einer parabolischen linearen
Kongruenz, deren vier Doppelsttahlen mit den vereinigten Leit-
geraden zusammenfallen (2). ‘

Durch die vorstchend aufgezéthlten 8 Klassen allvememel Kol-
lineation mit windschiefen charakteristischen Involutionen ist zugleich
eine Klassifikation der Tetraeder gegeben.

11, Neben den allgemeinen Kollineationen, deren charakteristi-
sche Involution je zwei windschiefe Strahlen einer charakteristischen
Kongruenz einander zuordnet, stehen die allgemeinen Kollineationen
mit inzidentpaariger charakterlstlscher Involution (2).

Eine sekundire inzidentpaarige Involution liegt auf einer hyper-
- bolischen linearen Kongruenz. Je zwei konjugierte Strahlou'scbneiden
einander in einem Punkte der einen Leitgeraden  und schneiden die
andere Leitgerade v je in konjugierten Punkten einer hyperbolischen,
parabolischen oder elliptischen Punktinvolution. Die sekundire in-
zidentpaarige Involution enthilt daher zwei reelle zusammenfallende
oder konjugiert imaginiire Strahlenbtischel - erster Ordnung von
Doppelstrahlen.  Daraus folgt:

“ Eine allgemeine Kollineation mit charakteristische inzident-
paariger Involution bestimmit zwei reelle windschiefe Doppelstrahlon
u, v. Sie lisst dic Punkte des einen Doppelstrahles v wnd die
Ebenen des anderen v in Ruhe, fiihrt eine Punktinvolution auf v
und eine Ebeneninvoltion durch w in sich dber und bestimmt zwed
reelle, zusammenfallende oder konjugiert imagindre Strahlenbischel
erster Ordnung von Doppelstrahlen, deren Mittelpunkte auf v liegen
und deren Ebenen durch u gchen.’’

Die allgemeinen Kollineationen mit charakteristischer inzident-
paariger Involution sind demnach achsiale Kollineationen( ). Wir
bezeichnen sie als ‘‘allgemeine achsiale’ Kollineationen. Entspre-
chend den drei Arten der sekundilren inzidentpaarigen Involution

(1) Herr F. Schur, Mathem, Annalen 19, 8. 451
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(2) ergeben sich drei Klassen von al]gememen achsialen Kollmeatlonen,

niimlich:

1. Allgemeine achsiale Kollineationen ‘mit zwei reellen Stlahlen-
‘biischeln erster Ordnung von Doppelstrahlen

2. Allgememe achsiale Kollineationen mit einem reellen Strahlen-
bitschel orster Ordnung von Doppelstrahlen, von “denen jeder
awei vereinigte Doppelstrahlen darstellt.

8. Allgemeino achsiale Kollineationen mit zwei konjugiert imagi-
niiren Strahlenbiischeln erster Ordnung von Doppelstrahlen.
Weitere achsiale Kollineationen ~werden wir unter den Thalb-

gescharten Kollineationen antreffen,

12. Die konjugierten Strahlen einer sekundiiren windschiefen
Involution” auf einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz
schneiden jede der beiden Leitgéraden u, » in konjugierten Punkten
einer Punktinvolution. Die Kollineation zweier Riéum fithre diese
sekundiire Involution derart in sich liber, dass sie die Punktinvolution
auf u enthilt, die auf » invariant l4sst. Sie enthilt ‘dann auch die
zur Punktinvolution auf w perspektive Ebeneninvolution durch e,
sowie zwei zur Punktinvolution perspektive reelle, zusammenfallende
oder ~ konjugiert imaginiire involutorische Strahlenbiischel erster
Ordnung, deren Mittelpunkte auf v liegen. Eine solche Kollineation
ist also ‘‘partiell involutorisch”. Ihre zweite Potenz lisst die Punkte
“von « und die Ebenen von @ in Ruhe, d.h. sie ist eine achsiale
Kollinestion. Aus diesem Grunde nennt man die partiell Involutori-
sche Kollineation eine halbachsiale Kollineation() und es gilt:

“ Eine allyemeine halbachsiale Kollincation hat eine sekunddre
windschiefe Involution auf einer hyperbolischen linearen Kongruenz
2ur charakteristischen Involution. Sie enthdlt eime involutorische
Punktreihe auf der eimen Leitgérade und einen involutoriscien
Ebenenbiischel durch dic andere Leitgerade, sowie zwei zu diesen
perspektive involutorische Strahlénbiischel crster Ordnung.”

Dementsprechend ergeben sich folgende Klassen von allgemeinen
halbachsialen Kollineationen:

1. Halbachsiale dreifach hyperbohsche Kollineationen haben eine
'chamkterlstlsohe Involution mit vier reellen Doppelstrahlen und
enthalten eine hyperbolische Punktinvolution, eine hyperbolische
Ebeneninvolution sowie zwei reelle  hyperbolisch involutorische
Strahlen biischel erster Ordnung.

(1) Reye, Archiv 4. Mathem. u Physik, 19, Bd, S, 289,
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Ifalbachsmle hyperbolisch elhpt'zschc Kollineationen haben eine

“charakteristische Involution mit zwei Paaren kon]ugtert imagi-

niirer windschiefen Doppelstrahlen. Sie enthalten eine ellipti-
sche Punktinvolution, eine elliptische Ebeneninvolution und
zwei konjugiert imaginéire involutorische Strahlenbiischel erster
Ordnung. ' v
Halbachsiale einfach hyperbolische Kollineationen erster Art.
Sie haben eine charakteristische Involution mit zwei Paaren
konjugiert imagindrer inzidenten Doppelstrahlen und enthalten
entweder die auf der ersten Leitgerade gelegene: elliptische
Punktinvolution, die durch die zweite Leitgerade gehende ellip-
tische Ebeneninvolution und zwei reelle elliptisch involutorische
Strahlenbiischel erster Ordnung oder sie enthalten die auf der
zweiten Leitgerade gelegene hyperbolische Punktinvolution und
die von der ersten getragenen hyperbolische Ebeneninvolution
sowie zwei konjugiert imaginiire mvolutorlsche Strahlenbiischel -
erster Ordnung. '
Halbachsiale einfach hyperbolische Kolhneatlonen zweiter Art,
Sie haben eine charakteristische Involution mit zwei inzidenten
reellen Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte Doppel-
strahlen darstellt, und sie enthalten entweder eine hyperbolische
Punktinvolution auf der ersten Leitgerade, cine hyperbolische
Ebeneninvolution durch die zweite Leitgerade sowie zwei zusam-
menfallende hyperbolisch involutorische Strahlenbiischel erster
Ordnung oder sie onthalten eine parabolische Punktinvolution
auf der zweiten und eine parabolische Ebeneninvolution durch
die erste Leitgerade sowie zwei parabolisch involutorische Strahlen-

- biischel erster Ordnung.

Halbachsiale einfach hyperbolische Kollineationen dritter A'/l
Sie haben eine charakteristische Involution mit zwei inzidenten
konjugiert imagindren Doppelstrahlen, von denen jeder zwei
vereinigte Doppelstrahlen darstellt. Sie enthalten entweder die

- elliptische Punktinvolution auf der ersten Leitgerade, die ellipti-

scho Ebeneninvolution durch die zweite Leitgerade und zwei
zusammenfallende: elliptisch involutorische Strahlenbiischel erster
Ordnung oder aber die. parabolische Punktinvolution auf der
zweiten Leitgerade, die parabolische Ebeneninvolution durch die
ersto. Leitgerade sowie - zwei- konjugiert nnagmare 111volutor1sche

* Strahlenbiischel “erster Ordnung. - - - fe
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6. Halbachsiale hyperbolisch pambohschc Kollineationen haben eine
‘charakteristische involution mit einem vierfachen reellen Dop-
pelstrahl und enthalten cine parabolische Punktinvolution auf
der einen Leitgerade, eine parabolische Ebeneninvolution durch
die andere Leitgerade und zwei zusammenfallende parabolisch
involutorische Strahlenbiischel erster Ordnung.

B. Dic Lalbgescharten Kollineationen.

13. Eine halbgescharte Kollineation vertauscht je zwei konju-
gierte Strahlen einer sekundiiren Involution miteinander; sie enthiilt
also stets ihre eine charakteristische Involution (8). Liegt dieso
charakteristische involution auf einer hyperbolischen linearen Kon-
-gruenz, so enthdlt die halbgescharte Kollineation auch die beiden
-von den Leitgeraden getragenen involutorischen Punktreihen und
involutorischen Ebenenbiischel, sowie vier (paarweise reelle oder
konjugiert imaginiire) involutorische Strahlenbiischel erster Ordnung.
Jeder der vier involutorischen Strahlenbiischel projiziert eine der
beiden Punktinvolutionen aus einem Doppelpunkte: der anderen und
er ist der Schnitt von einer der beiden Ebeneninvolutionen mit einer
Doppelebene der anderen.

Die 14 verschiedenen Arten sekundiirer Involutionen auf der
allgemeinen linearen Kongruenz (2) bedingen ebensoviel Klassen von
halbgescharten Kollineationen. Ihre Doppelstrahlen und Leitgeraden
bestimmen wiederum das Decktetraeder der beiden durch die halbge-
scharte Kollineation aufeinander bezogenen Ri#ume.

14. Hat eine halbgescharte Kollineation eine sekundzire inzident-
pasrige involution zur charakteristischen Involution, so ldsst sie die
Punkte der ersten und die Ebenen der zweiten Leitgerade in Rubhe.
Sie enthillt oo' involutorische Strahlenbiischel erster Ordnung, die
aus den Punkten der ersten Leitgerade die von der zweiten getragene
Punktinvolution projizieren. Sie vertauscht die Punkte der zweiten
und die Ebenen der ersten Leitgerade pasrweise miteinander und
bestimmt zwei (reelle, zusammenfallende oder konjugiert imagiutire)
Strahlenbiischel erster Ordnung von Doppelstrahlen. Die halbge-
scharten . Kollineationen mit inzidentpaariger charakteristischer Invo-
lution sind demnach achsiale Kollineationen (11). Zum Unterschiede
von den in Nr 11 abgeleiteton allgemeinen achsjalen Kollineationen
bezeichnen _wir . sie...als ..‘“halbgescharte .achsiale’’ Kollineationen.
Die halbgescharten achsialen Kollineationen .enthalten -involitorische
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Puankireihen, Ebenenbiischel und Strahlenbiischel erster Ordnung,
-.die allgemeinen achsialen Kollineationen enthalten. keine .solchen
~ Involutionen. Die zweite Potenz jeder halbgescharten Kollineation
ist-eine gescharte Kollineation. -

Reye bhezeichnet(} ) die halbgeseharten achsmlen Ko]lmeatlonen
als halbgescharte Kollineationen zweiter Art, die tibrigen halbgeschar-
- ten Kollineationen als halbgescharte erster Art.

15. Eine sekundiire involution mit zwei Paaren (reeller oder

konjugiert imaginiiren) windschiefer Doppelstrahlen enthélt oo' in-

volutorlsche Regelscharen - zweiter Ordnung, die auf den Flichen

zweier F*-Bitschel liogen. Jeder der beiden F*-Biischel hat das von
den Leltgeraden der linearen Kongruenz und von je einem Paare

Doppelstrahlen gebildete Raumvierseit zur Basiskurve. Eine sekundiire

Involution mit einem vierfachen Doppelstrahl (2) enthdlt glelchfalls
oo' involutorische Regelscharen zweiter Ordnung auf den Flichen’
eines F*-Biischels, und diese berithren einander lings des vierfachen

Doppelstrables. Endlich enthdlt auch eine sekundiire Involution auf

einer parabolischen linearen Kongruenz mit zwet (roellen oder kon-

jugiert imaginidren) windschiefen Doppelstrahlen co involutorische

Regolscharen zweiter Ordnung und co' Paare emangier zugeordneter

‘Strahlenbiischel erster Ordnung und sowohl die Triger dieser zerfal- -
lenen wie jener nicht zerfallenen involutorischen Regelscharen zweiter

Ordnung bilden je einen I’-Bliischel. Hat demnach eine halbge-

scharte Kollineation eine charakteristische Involution mit paarweise

windschiefen oder mit zusammenfallenden Doppelstrahlen, so fithrt

sie oo' Regelscharen zweiter Ordnung in sich iiber, indem sie die

Strahlen jeder Regelschar paarweise miteinander vertauscht.

Eine lineare Kongruenz ist polarinvariant fiir jede einscharig i in
ihr enthalteno Regelfliiche zweiter Ordnung. Die Kongruenzstrahlen
sind reziproke Polaren beziiglich der Regelflichen. Die Regelfliche
zweiter Ordnung bestimmt als Inzidenzfliche eines primiiren polaren
Raumes (2) auf der Kongruenz eine primire Involution, Daraus
folgt:

- “Bine halbgescharte K‘ollmeatwn mit vier paarweise windschiefen
oder mit susammengfallenden Doppelstrahlen fikrt oo primdire polare
Réume threr charakteristischen linearen Kongruenz C1 in sich dber.
Die einscharig in C} enthaltenen reellen Inzidenzflichen der polaren

" Riume bilden zwei oder einen F*-Biischel, ihre in Cl enthaltenen

(') Reye, 8.2.0, 8, 201,
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Regelscharen sind die involutorischen Regelscharen zweiter O'rdnwng
der charakteristischen Involution.”

Beildufig folgt hieraus, dass halbgescharte Kolhneatmnen di ser
Art stets zu den weiter unten: behandelten He rm ite’schen Kollinea-
‘tionen gehdren (IV). ‘

16. Eine halbgescharte Kollineation ist eine besondere, ‘wenn

sie eine Involution auf einer zerfallenen linearen Kongruenz (Mp)

enthélt (8). Sie enthillt einen involutorischen zentrischen Bitndel Af
und ein zu ihm perspektives involutorisches ebenes Feld u. - Die
Involutionsebene v des zentrischen Biindels M schneidet das ebene
Fold u in seiner Involutionsachse u, die Involutiousachse v des
zentrischen Biindels schneidet £ in seinem Involutionszentrum N
- (PFig. 1.). Die Kollineation fiihrt ausserdem eine sekundire inzident-
paarige Involution auf der hyperbolischen linearen Kongruenz mit den
Leitgeraden w, v in sich tber. Konjugierte Strahlen der sekundiiren
Involution schueiden einander auf 4 und schneiden die Leitgerade v
in konjugierten Punkten der hyperbolischen Punktinvolution mit den
Doppelpunkten M, N. Halbgescharte Kollineationen dieser Art sind
daher stets achsiale Kollineationen (14). Ihre zweite Potenz lisst die
Strahlen und Ebenen von M sowie die Punkte und Strahlen von "
in Ruhe, sie ist eine perspektive  Kollineation. Die Kollineation
selbst bezeichnet man daher als halbperspektlve Kollineation(') und
es gilt: ' :

“Bine halbperspektwe Kollineation st stets eine halbgeschaate
achsiale Kollineation.”

C. Die gescharten Kollineationen.

17, Eine gescharte Kollineation hat die oo® Strahlen einer
linearen Kongruenz C1 zu Doppelstrahlen Sie fithrt oo* sekundér
involutorische  lineare. Kongruenzen in sich iber, indem sie ihre
Lextgeraden und Doppelstrahlen in Ruhe lisst. Die Leitgeraden
erfiillen die Deckstrahlenkongruenz €} der Kollineation, die sekun-
diren Involutionen haben die (reellen oder konjugiert imaginiren).
Leitgeraden von C} gemeinsam »'zu Doppelstrahlen (9). Je machdem
eine halbgescharte Kollineation eine der o' sekundéiren Involutionen
(und damit alle) nur in sich dberfithrt oder sie enthilt, liegt eine
gewdhnliche gescharte Kollineation oder eine involutorisch gescharte
- Kollineation vor. Sowohl diese wie jene Kollineationen teilen smh

(1) Reyeo, a.a. 0, 8, 293.
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bekanntlich ‘in drei Arten, je nachdem ihre Ddppelstrahlen eine
. hyperbolische, parabolische oder elliptische lineare Kongruenz erfillen.

Eine. géscharte Kollineation, deren Deckstrahlen eine zérfallene
lineare Kongruenz bilden, heisst eine perspektive Kollineation, Sie
fihrt oo* sekundére inzidentpaarige involutionen auf hyperbolischen
linearen Kongruenzen in sich itber, indem sie ihre Doppelstrahlen
und Leitgeraden in Ruhe lisst. Sie ist perspektiv involutorisch,

wenn sie eine und damit alle co' sekundéren 1n21dentpaar1gen Invo-
lutionen enthdlt.

111, Posmve und negativo Kolhneationen. .

18 Zwei. reellen Geraden, die einander weder schneiden’ noch
rechtwmkhg kreuzen, bestimmen eine flachgingige Schraubenfliche
als deren Erzougende. Ist o die Gerade ihres kiirzesten Abstandes,
d die Lénge des letzteren und o der spitze Winkel zwischen. den
},Rlchtungen der windschiefen Geraden, so hat die Schraubenfléche
die Achse o und die Ganghodhe 2rd_ jo nachdem die Schrauben-

. (0] .
fliche eine rechtsgiingige oder linksgiingige Schraubenfliche ist,
bilden zwoi sie bestimmende Geraden ein rechisgewundenes oder ein
linksgewundenes Paar(’).

_Ein linearer Komplex ist entweder recht,sgewunden oder links-
wunden, d.h. die zu ‘seinen Ordnungskurven gehdrigen 6o’ koachsialen
Schraubenkurven sind entweder sémtlich rechtsgingig odér links-
gingig. Daher haben oo' koachsiale Schraubenflichen diese Schrau-
benkurven zu Leitkurven, sind mit ihren Regelscharen im linearen
Komplex enthalten und werden daher bzw. durch ein rechtsgewundenes
oder ein linksgewundenes Paar Komplexsirahlen bestimmt, dessen
beide Strahlen die Hauptachse des Komplexes rechtwinklig schneiden.
Ein linearer Komplex ist durch seine Hauptachse kb und seinem
Komplexparameter p bestimmt, wenn durch das positive oder negative
Vorzeichen des Parameters p angecreben wmi ob der Komplex
rechts- oder linksgewunden ist.

Eine allgemeine Kollineation fithrt ein rechts- oder linksge-
wundenes Geradenpaar entweder in ein Geradenpaar mit. gleichem
Windungssinne oder mlt entgegengesetztem Wlndungssmneﬁber
Im ersten Falle ist sie eine Qp_omtlve, im zweiten Falle eine

(1) Herr Study,»-Die Begriffe -Links, Rechts, Windungésinn und Drehungs-
sinn. Archiv d. Mathem. u. Physik, 8. Reihe 21, 1913, 8.’ 193-226. :
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neo'atlve Kollineation(!). Die Kollmeationen ordnet die .00® linearen
Komplexe ‘paarweise einander zu, sie fithrt insbesondere jeden spezx-
ellen’ linearen Komplex mit dem Komplexparameter Null wieder in
“einen spez1ellen linearen Komplex dber. Homologe lineare Komplexe
zweier kollmearen Réume haben daher Parameter mit gleichem oder’
mit entgegengesetztem Vorzeichen, je nachdem dk. Kollineation der
Réume eine posxtlve oder negative ist.

19, Durch eine lineare Stra.hlenkongruenz gohen die 00! linearen
Komplexe eines Komplexbiischels oder, wie man neuerdmgs auch
sagt, eines [-Biischels. Der I-Biischel enthidlt zwei (reelle oder
konjugiert imaginéire) spezielle Komplexe, deren Hauptachsen die
beiden Leitgeraden der Kongruenz sind. Eine Kollineation fithrt
stets ihre charakteristische Kongruenz C} in sich tiber und liisst
dabei jhre Leitgeraden in Ruhe. Sie bestimmt auf dem von der
linearen Kongruenz C} getragenen IBischel zwei projektive kollokale
Komplexbiischel erster Ordnung. Die (reellen oder konjugiért ima-
gindren) Deckkomplexe der béiden kollokalen Komplexbiischel sind
die beiden durch Ci gehenden speziellen linearen Komplexe.

Die oo' linearen Komplexe eines I-Biischels Iassen sich projektiv
auf die Punkto cines Kreises abbilden(? ). Dabei sind die Winkel
zwischen den Hauptachsen zweiser Komplexe gleich den durch ihre
beiden Bildpunkte bestimmten Peripheriowinkeln des Bildkreises.
Zwei der linearen Komplexe I}, I; haben je eine der boiden Neben-
symmetrieachsen e, f der linearen Triigerkongruenz C} zur Hauptachse.
Dem einen dieser beiden Komplexe I, kommt im [™-Biischel der
grosste Kbmplexparmncter Py dem anderen,
I, der kleinste Komplexparameter p; zu.
Die Durchmessersehne des Bildkreises habe
die Linge p.—p, (Fig. 2). Die beiden Bild-
punkte B, F der linearen Komplexe I3, I
liegen auf einom Durchmesser des Bildkreises.
Auf dem Durchmesser EF worde von F aus
die Strecke py bis zum Punkte O nach innen
oder nach aussen abgetragen, je nachdem
Ps oin megatives oder positives Vorzeichen
hat. Die Normale p zum Durchmesser EF in ’
O heisst die Paramoterachse des Rildkreises. Fig.

o

(1) Die analytische 'Bedmgung fiir %Hie eipe oder die andere Eigenart der
Kollineation ist bekanntlich das positive oder negative Vorzeichen ihrer Determinante.
(%) Ball, Theory of screws, Cambridge 1900, Chapter V.
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Der Komplexparameter eines gegebenen Komplexes des. FBdsche]s
~ist gleich dem Abstande seines Bildpunktes von der Parameterachse
des Bildkreises,

Die  (reellen oder kon;ugxert 1magmiiren) Schnittpunkte der
Parameterachse mit dem Bildkreise sind die Bildpunkte der beiden
speziellen Komplexe des [-Biischels. Die von einer elliptischen
linearen Kongruenz getragenen oo' reellen linearen Komplexe haben
.daher entweder simtlich positive oder stimtlich negative Komplex-
parameter. Eine parabolische lineare Kongruenz trigt bekanntlich
zwel zusammengefallene speziclle Komplexe mii dem Komplexpara-
meter Null.: Die Komplexparameter ihrer oo" iibrigen reellen linearen
Komplexe haben gleichfalls alle ein positives oder alle ein negatives
Vorzeichen. Durch eine hyperbolische lineare Kongruenz dagegen
gehen oo! reelle lineare Komplexe mit positivem Komplexparameter
und o' reelle lineare Komplexe mit negativem Komplexparameter.
Ersters werden von den letzteren durch die beiden speziellen linearen
Komplexe mit dem Komplexparameter Null getrennt und die Bild- .
punkte der ersteren werden von den Bildpunkten der letzteren durch
die Parameterachse getrennt.

~ 20. Die Kollineation zweier Ritume bestimmt aut ihrer charakteri-
stischen linearen Kongruenz Ci zwei kollokale projektive I-Biischel.
Werden diese auf einen Bildkreis 4° abgebildet, so sind die Bild-
punkte homologer Komplexe auf dem Bildkreise k* homologe Punkte
aweier kollokalen projektiven Punktreihen, welche die (reellen oder
konjugiert imaginfiren) Schnittpunkte der Parameterachse » mit
dem Bildkreise zu Deckpunkten haben. Hat die Kollineation eine
ellip’fische oder parabolische charakteristische Kongruenz €}, so fithrt -
sie’die linearen Komplexe dieser Kongruenz in ebensolche Komplexe
mif demselben Parametervorzoichen itber; die Projektivitit der beiden
,kollokalen TI'Biischel auf C} und die der bsiden kollokalen Punkt-
rexhen\auf dem Bildkreise k* ist dabei stets eine gleichliufige. Ist
die charaktoristische Kongruenz C} aber eihe hyperbolische, so liegen
die Bildpunkte irgend zweier homologer Komplexe der beiden kollo-
kalen IBiischel auf verschiedenen Seiten der Parameterachse oder
auf derselben Seite, jo nachdem die Projektivitiit der beiden I™Biischel
und der beiden Punktreihen eine oegenlauﬁae oder eine gleichliufige
ist. Aus alledem folgt:

“Fine Kollineation Sihrt jeden lincaren Komplex in cinen
lincaren Komplex mit entgegengesetztem oder mit gleichem Windungs-
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sinne dber, je nachdem sie auf threr charakteristischen Kongruenz
zwet projektive gegenldufige oder gleichldufige I-Bilschel bestimmdt.
Eine positive Kollineation bestimmt awf jeder charakicristischen
Kongruenz zwet kollokale gleichléufige I'-Biischel, cine negative Kol-
lineation bestimmt ouf ihr zwei kollokale gegenliufige IBilschel.”

IV. Hermite'sche Kollineationen.

21. Hat eine Kollineation ein Deécktetraeder mit den (reellen
oder konjugiert imaginiiren) Gegenkantenpaaren:g¢r, st, uv, so fibrt
sie die drei sekundéir involutorischen linearen Kongruenzen C%, C3,
Cil mit den Leitgeradenpaaren’ gr, st. o in sich iber. Jo zwei
Gegenkanten des Tetraeders sind die Leitgeraden der eéinen. involu-
torischen Kongruenz und die gemeinschaftlichen Doppelstrahlen der
beiden ubngen (56). Die drei einfachen Ra.umvxerselte, stuw, gruvw,
grst sind bzw. die Basiskurven dreier F"-Biischel F5, I, F2,. Die
Flichen jedes der drei I*-Biischel werden je durch die eine der drei
linearen Kongruenzen C%, Cfi, O3 beidscharig involutorisch gepaart
und liegen je einscharig involutorisch in den %kunddren involutionen
der beiden iibrigen linearen Kongruenzen.

Die oo durch die lineare Kongruenz CY gehenden linearen
Komplexe bilden den I.Biischel K{}'. Ein gogeboner Komplex I
von K sendet in die lineare Kongruenz Ch eine Regelscher zweiter
Ordnung 9z von Komplexstrahlen, die durch die Strahlen s, ¢ geht
und algo auf einer Fliche des F-Biischels Fi, liegt. Er sendet in
die lineare Kongruenz Ci eine Regelschar zweiter Ordnung R}, von
Komplexstrahlen, die durch die Strahlen ¢, » geht und daher auf
einer weiteren Fliche des F*:Buschels F%, liegt. Beschreibt der
lineare Komplex I' den I-Biischel K, so durchléuft % die oo*
Regelscharen des F°-Bischels Fi,, 9, aber durchliuft die oo' Leit-
scharen diese F*-Biischels. Dabei liegen 9. und R i.a. auf zwei
verschiedenen Flidchen des F*-Biischels F32,.

Umgekehrt sendet eine gegebeno Regelfliche R? zweiter Ordnung
des F.Biischels Fj, ihre eine Regelschar in einen linearen Strahlen-
komplex I', ihre andere Regelschar in einen zweiten linearen Strah-
lenkomplex I" des I'Biischéls K. Die Komplexe I" und I" sind
fareinander nullinvariant, weil jeder von beiden Komplexstrahlen -
enthilt, die durch den anderen paarweise einander zugeordnet werden.
Durchlauft die Regelfidche R? die’ oo! Flidchen des I-Biischels F2,,
so beschreiben I, I” die oo' Paare filreinander nullinvarianter
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Komplexe des T-Biischels K. Diéselben bilden eine Involution.
Aus alledem folgt ' ' '

- “Die konjugierten Strahlen einer sekunddr -involutorischen.
linearen Kongmenz C! mit paarweise (reellen oder konjugiert ima-
gindren) windschiefen Doppelstrahlen sind reziproke Polaren fir die
Fldchen cines F*-Biischels. Der F*-Biischel hat das von jenen Dop-
pelstrahlen gebildete Raumwierseit zur Basiskurvé. Eine gegebene
_ Fldche des F-Biischels sendet je ihre Regelschar und ihre Leitschar
in zwet fliretnander nullinvariante lineare Komplexe des won Ci
getragenen I-Bischels. Ein gcgebencr linearer Komplez won Ci
enthilt je eine Regelschar won zwei werschiedenen Flichen des IM:-
Biischels. Die linearen Komplexe des I-Biischels sind involutorisch
gepaart, wenn je zwei Komplexe einander zugeordnet werden, won
denen der ¢ine die Regelschar, der andere die Leitschar derselben
Fliche des F*-Bischels enthalt. Die Flichen des F*-Buschels sind
_ involutorisch gepaart, wenn je zwei Flichen einander zugeordnet
ue'rdeu, die einscharig in demselben linearen Komplex des I'-Bischels
liegen.”’ .
22, Fithrt eine Kollineation eine Reo-elﬂéibhe zweiter Ordnung
R? so in sich iiber, dass dabei Regelschar und Leitschar der Fliche in
sich tibergehen, so nennt man sie wohl eine eigentlische Hermite’sche .
Kollineation.. Daneben gibt es solche Kollineationen, welche die
Regelfliche R’ in sich dberfithren indem sie ihre Regelstrahlen mit
den Leitstrahlen vertauschen. Wihrend: also die eigentliche Her-
mite’sche Kollineation stets eine positive ist, sind diese Kollineationen
‘negativ. Wir scheiden im folgenden alle Kollineationen, die eine
reelle Regelfliche zweiter Ordnung in sich iberfithren, in ‘‘positive’’
und “‘negative Hermite’sche” Kollineationen je nachdem jede der
beiden Regelscharen in sich oder in die andere iibergeht(').

Die positive Hermite’sche Kollineation bestimmt auf beiden
Regelscharen der Fliche I* je zwei kollokale projektive Regelscharen
zweiter Ordnung mit je zwei (reellen oder konjugiert imagindren)
windschiefen - Doppelstrahlen gr, st. Die Fliche R' geht daher stets
durch eines der drei einfachen- Raumvierseite, die im. Decktetraeder
der beiden kollinearen R#ume enthalten sind. Die Hermite'sche

‘(1) Es ist gewohnlich {iblich, die positiven Hermite’schen Kollineationen .
als die eigentlichen- Hermite'schen zu bezeichnen. Diese Bezeichinungsweise ist
* ungeeignet, weil sie den wesentlichen Unterschled der -beiden Kollineationsarten
nicht zum Ausdruek bringt. -
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Kollmeatmn fahrt ;e@e durch . dieses Raumvierseit gehende Regel-
ﬁﬁdhe‘ zweiter . Ordnung in sich {iber. Das ibrigbleibende dritte Paar
Gegen%{ten by & des Decktetraeders bildet die Leitgeraden der charak-
tehshsclxe({ Koﬁgruenz Cii und die Fliche R? bedingt auf C% eine
eqkundlife oharaktémstlsche Involation der positiven Hermite'schen
Kollxneatlon. Anderersolts liegt jede die charakteristische Involution
auf Cf bedmgende Regelfiiche zweiter Ordnung einscharig involu-
tonsch in“der charakteristischen Kongruenz C% mit den Leitgeraden
g, * und einscharig involutorisch in der charakteristischen Kongruenz
O} mit den Leitgeraden s, ¢. Daraus folgt in Verbindung mit dem
vorhergehenden Satze: '

“Eine positive Hermite'sche Kollineation fithrt jede in threr
charakteristischen Involution einscharig involutorisch enthaltene Re-
gelfidche zweiter Ordnung und jede die charakteristische Involution
bedingende Regelfiiche zweiter Ordnung beidscharig in sich ube'r
Eine positive Hermite'sche Kollineation fihrt Jjeden durch ihre
charakteristische Kongruenz gehenden linearen Komplex 1 in sich tber.’®

Eine einscharig in einer linearen Kongruenz enthaltene Fliche
zweiter Ordnung bedingt eine primire Involution der Kongruenz-
strahlen. Daher gilt:

“Eine positive Hermite'sche Kollineation lisst oo' primdre
polare Rdiume ihrer charakteristischen Kong'me'nz invariant, diese
bilden einen Biischel polarer Riume.”

Eine gescharte Kollineation ist bekanntlich stets eine posmve He-
rmite’sche Kollineation. Eine halbgescharte Kollineation vertauscht
die konjugierten Strahlen ihrer charakteristischen Involutionen
miteinander. Hat die halbgescharte Kollineation . pasrweise (reelle
oder konjugiert imaginére) windschiefe Doppelstrahlen; so fihrt sie
oo' involutorische reelle Regelscharen zweiter Ordnung in sich iiber,
indem sie konjugierte Strahlen jeder emzelnen Regelschar miteinander
vertauscht; mit anderen Worten: .

“Eine halbgescharte Kollineation mit . paarweise wmdsclmjan
Doppelstrahlen ist eine positive Hermite'sche Kollineation.”

28. Geht eine reelle Regelfliche zweiter Ordnung R? durch eine
negative Hermite’sche Kollineation in sich iiber, so enthilt sie zwei
Eckpunkte 4, B des Decktotraeders (Fig-3).. Sie wird in ilinen von
den Seitenebonen ADC und BDC des Decktetraeders beriihrt; ihre
in diesen Ebenen mit A4 und B inzidenten Strahlea 7, 2/ und 7,
v werden durch die Kolliheation je untereinander involutorishé
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vertauscht('). Die Schnitpunkie X, X' dieser g
Strahlen mit der Kante CD des Tetraeders
weorden durch die Deckpunkte C', D harmo-
nisch getrennt. Daher enth#ilt eine negative
Hermite’sche Kollineation eine Punktinvo.
lution auf der einen Kante (D ihres Deck-
tetraeders und eine: Ebeneninvolution durch
die gegeniiberliegende Kante 4B und es folgt

“Bine negative Hermite'sche Kollinea- Fig. 8,
tion ist eine halbachsiale Kollineation.”

Umgekehrt ist eine halbachsiale Kollineation, dle zwei reelle
~ involutorische Strahlenbiischel -erstor Ordnung enthilt, eine negative
Hermite’sche Kollineation. Die zweite Potenz einer halbachsialen
Kollineation ist eine allgememe achsxale Kollineation, . Also isb
bewiesen: :
~ “Eine allgemeine achsiale Kollineation mit zwei reellen Strah-
lenbiischeln erster Ordnung won Doppelstrahlen st eine posilive
Hermite'sche Kollineation.”

Eine negative Hermite’sche Kollineation fithrt niemals die
priméren polaren Réume ihrer chnraktenstxschen Kongruensz i in sich
liber

V. Spezielle Kollineationen.

- 24, Dio achsial translatorische linearse Kongruenz H1 ist hyer-
bolisch. Sie hat eine ‘eigentliche Leitgerade u und eine unendlich
ferne v schiefwinklige kreuzende Leitgerade v... In jeder Ebene liegt
ein zu 4 normaler Kongruenzstrahl. "Er ist eine Hauptsymmetrie-
achse von HI(*). ’ ' ,
Hat eine Kollineation eine achsial translatorische lineare Kon-
gruenz zur charakteristischen Kongruenz, so heisse sie eine achsial -
translatorische Kollineation. Die achsial translatorische Kollineation
fuhrt die mit 2. inzidenten Ebenen ineinander iber.. Jo zwei
homologe Ebenen von v, tragen zwei affine homologe Felder der
beiden durch die Kollineation aufeinander be(z%ogenen Riéume =, =;.
Einander entsprechende Kongruenzstrahlen von Hji sind Tréger
‘homologer #hnlicher Punktreihen. Der unendlich fernen Ebenen
entspricht im jeden der beiden R#ume 3, 3, die mit v. inzidente .

(1) Zeuthen, Mathem. Annalen, Bd. 18, S, 83 § IL
(2) Herr Jollea, Die Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz,
Nr. 22.
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Fluchtebene ¢, ¢'. Den zun der Fluchtebene @ und 3 normalen
Strahlen- entsprechen in %y die Strahlen eines zentrischen Bindels,
dessen Mittelpunkt N; in ¢’ liegt (Fig. 4). Die R#ume enthalten
daher i.a. nur_zwei parallele homologe Geraden 7, ni, welche den
Doppelstrahl v, rechtwinklig kreuzen., Einem gegebenem Rotations-
zylinder Z? im Raume = mit der Achse n entspricht in 3y ein Kegel
K3 zweitor Ordnung, der m; zur Hauptachse und N; zum Mittel-
punkt hat. Der Kegel K} :

- schneidet den mit ihm \\1 ;
koachsialen und zu Z* kon- “\o \-ﬁ i

gruenten Zylinder in einer e Pl Yl
zweiteiligen biquadratisch- -'P—-o----.. \
en Raumkurve erster Art \o

k', Die aus den Punkten Y

von &' anf die Achse \r\ K* '
goeftillten Lote sind Tréger S i l

von Punktreihen, die zu Fig. 4. ' '
ihren homologen Punktreihen im Z kongruent sind. Ebenso ist
jede Punktreihe erster Ordnung des Raumes 3;, deren Triger zu '
éinem solchen Lote parallel ist und mit ihm den gleichen Abstand
von der Fluchtebene @' von 2 hat, zu ihrer homologen Punktreihe
in 2 kongruent.

Die von k* auf n, gefdllt.en Lote sind Bisekanten von k* und die
Regelstrahlen eines geraden Konoides K;. Das Konoid Kj ist vom
achten .Gerade, Iis hat die Raumkurve %* und die Stra’ len n4, v
zu Leitkurven und besteht aus zwei kongruenten Miuteln. Die
Gerade n; ist vierfacher Strahl, Symmetrleachse und Striktionslinie
des Konoides, die Fluchtebene @' und die beiden durch 7, gehenden
Symmetriecbenen des Kegels K} seine Symmetrieebenen. Im Raume
= entspricht dem Konoide Kj ein ebensolches Konoid K mit der
Symmetrieachse # und der Symmetrieebene @. Die Regelstrahlen
beider Konoide sind homologe Strahlen der kollinearen Riume und
Triger homologer konoruenfer Punktreihen. Die zu 2 und n
genkrechton Bertihmngsebenen der Raumkurven k!, & sind Kuspidal-
ebanen der beiden Konoide, jede von ihnen enthdlt einen doppelten
Kuspidalstrahl und zwei Kuspidalpunkte, Diese Ebenen, Strahlen
~ und Punkte sind paarweise homologe Elemente von 3 und Z;. Der

‘Schnittpunkt der. Fluchtebene mit der Symmetnea.chse des Konoides
heisst der Mittelpunkt desselben. ‘
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26, ‘Ein besonderer Fall der achsial translatoriscben Kongruenz
ist die helikoidische Kongruenz. Ihre unendlich ferne Leitgerade v.
kreuzt die eigentliche Leitgerade u rechtwinklig. Eine helikoidische
Kollineation hat eine helikoidische Kongruenz zur charakteristischen
Kongruenz. Die beiden homologen Konoide (24) zweier durch eine
solche Kollineation auf einander bezogenen R#ume X, 2, haben u
und v. gemeinsam zu Leitstrahlen und haben beide den Strahl u
zur Symmetrieachse und Striktionslinie. Die Mittelpunkte F, I’ der
beiden Konoide mdgen die “*Brenuptnkte” der kollinearen Réume
heissen,f' ihre mit éiiesen inzidenten Symmetrieebenen @, @' (Flucht-
ebencn) die ‘‘Brennebenen’’.’” Die vier Méntel der beiden Konoide
entsprechen einander ~pPagrweiss - mit, ihren Punkten, Regelstrahlen
“und Tz{ngentj}alebéx?en. ;‘ : C
;\FE‘rf;tspi"i'cht einem R!tationsz_ylin,&er mit der Achse u im Raume
p éi'h;Rotatigpslibkel, go_arten die Regelscharen der beiden Konoide
je in zwei zu v normale Strahlenbiischel erster Ordnung aus. Die
Ebenenpaare o, v und ¢y, 71 dieser Strahtenbiischel sind hotologe
Ebenenpaare der kollinearen Rdéume. Die homologen Ebenen o, oy
und 7, 7 tragen kongruente homologe Felder der kollinearen Réume.
Sie heissen die ‘‘Hauptebenen’ dieser speziellen helikoidischen Kol-
lineationen, ihre Schnittpunkte mit » die ‘‘Hauptpunkte’”. Die
Kollineation ist rotationssymmetrisch zum Doppelstrahle w. Die
beiden durch sie auf einander bezogenen Riiume konnen durch
Schraubung um v in perspektive Lage gebracht werden. Homologe -
Ebenen senkrecht zu u tragen homologe #hnliche Felder der kolli-
nearen Réume.

Der einem gegebenen Rotationszylinder Z? von X mit der Achse
u entsprechende Rotationskegel von Xy hat den Brennpunkt F' von
%1 zum Mittelpunkt und schneidet die Hauptebenen o4, 71 in denselben
Kreisen wie Z®. Umgekehrt entspricht einem Rotationszylinder von
2, mit der Achse » in 2 ein Rotationskegel mit dem Mittelpunkte
F, der die Hauptebenen o, v in den gleichen Kreisen wie jener
Zylinder schneidet, .

Eine zum Doppelstrahle « rotationssymmetrische helikoidische
Kollineation ist bestimmt durch ibre beiden Brennpunkte F, F', ein
Paar homologer Hauptpunkte F, H; und durch die Projektivitdt der
beiden von u getragenen homologen Ebenenbiischeln erster Ordnung.
Ein gegebener Punkt P von 2 liege in der Ebene = von u (Fig. 5),
habe von 4 den Abstand d und sein mit F inzidenter Strahl schneide
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die Hauptebeno o im Abstande s von u. Daun liegt der entspre-
. chende Punkt{ Py von 2, in der Ebene i von w, hat von u den
Abstand g und sein’ mit I’ inzidenter Strahl schneidet die Haupt-

. Besondere Kollineationon dieser Art sind die in der geometnschen
Optik als pamchswle Abbildungen gebrﬁuschhchen Kollineationen.
Thre charakteristische Involution auf'der helikoidischen Kongruenz .
ist. eine .sekundére 1n21dentpaar1ge Fir sie ist  die sogenannte
optische Achse, und sie haben die oo Ebenen von w zu Doppel-
ebenen. Ob]ektraum und Bildraum lassen sich daher mit Hilfe
ihrer Brennpunkte und Hauptpunkte(® ) leicht aufeinander beziehen.

1928, Habilitationsschrift ah der
Technische Hochschule, Berlin.

(1) Gauss, Dioptrische Untersuchungen, 1840, Werke T.V, p. 245.



