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Einleitung. 

1. Die Theorie der. Elementarteiler wurde von Weierstrass(1) 
begrundet, von Kronecker, Frobenius und , anderen vervollstan-
digt; sic hat wiederholt Anwendung in der Geometrie gefunden. 
Inabesondere bietet sic die Mittel zu einer einfachen und ubersichtlichen 
Klassifikation der Kollineationen(2). Diese Klassifikation lauft im 
wesentlichen hinaus auf .eine Ordnung der Kollineationen nach Zahl 
und Lage ihrer reellen Doppeleleinente und fuhrt bei den Koll-
ineationen des dreidimensionalen Raumes zu einer Einteitung derselben 
in : 

14 Klassen ordinarer Kollineationen,

(1) Weieretrass, Ueber Scharen bilinearer und quadratischer Formen, Berl. 

Monatsber. 1868, S. 810 ff. Ges. Werke, Bd. ‡U, S. 19 ff. Kroneeker, Berl. Mon-

atsber. 1874, ,B. 215. Ges. Werke Bd. I, S. 291-392. Frobenius, Sitzber. der Berl. 
Akad. 1894, S. 33 ff. Weitere zahlreiche Arbeiten auf diesem Gebiete sowie ein kurzer 

Ueberblick uber die Entwickelung der Theorie findet man bei Muth, Theorie und 

Anwendung der Elementarteller, Leipzig 1899. 

(2) Segre, Sulla teoria e sulla classificazione delle omografle in uno spazio 

lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Reale Acad. dei Lincei 84, Serie 3a, 

Bd.XIX, S.6.
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11Klassen singularer Kollineationen erster Spezies, 

6 Klassen singularer Kollineationen zweiter Spezies, 

2 Klassen singularer Kollineationen dritter Spezies. 

Die Kollineationon irgendeiner Klasse sind durch Angabe der 

Zahl und. Anordnung ihrer reellen Doppelelemonto bereits vollig 

charakterisiert. Daruber hinaus werden zwar die absolutes Invari-

anten der betreffenden Kollineationen angegeben, wir erhalten aber 

keinon Einblick in die zahireichen iriteressanten und charakteristis-

chen geometrischen Eigenschaften der versohiedenen Kollineationen. 

Die. Klassifikation der Kollineationen auf Grund der. Element-

arteilertheorie bevorzugt also einerseits die reellen Doppelelmente der 

Kollineationen-ein Verfahren, das haufig mit Recht als Mangel geo-

metrischer Untersuchungen bezeichuet wurde•\andererseits ist sie un-

befriedigend, weil gauze Klassen von Kollineationen mit wichtigen 

geometrischen Eigenschaften von ihr nicht- erfasst werden. 

Herr Jolles hat fruher inehrfach darauf hingewiesen(1), dass 

die Einteilung der Raumkollineationen unabhanigig von der Theorie 

der Elementarteiler ausgehend von Satzen uber das Decktetraeder 

zweier kollinearen Raume durchgefuhrt werden kann. Mir scheint 

es jedoch vorteilbafter die . neueren Untersuchungen des Herrn 

JoIies(2) uber die primaren und sekundaren Involutionen auf den 

linearen Strahlenkongruenzen zu Grunde zu legen. Es zeigt sich 

dann auf rein geometrischem Wege, dass nicht nur die reellen oder 

konjugiert unaginaren Doppelelemente, sondern auch andere wichtige 

Eigenschaften der Kollineationen mit der Theorie der Involutionen 

auf der linearen Strahlenkongruenz eng verknupft sind. Das dabei, 

entwickelte Klassifikationsprinzip gestattet es die Study'schen Unter-

suchungen uber positive und negative Kollineationen(3) Bowie die 

Betrachtung der sogenannten Hermite •fschen Kollineationen orga

nisch in die Theorie einzuordnen.

(1) Herr Jolles, Die Bestimmung der Inzidenzen in zwei korrelativen Raumen, 
Mathem. Zeitschrift Bd.16,S.13,1923.-Die windschief involutorischen Paarungen 
in einer linearen Strahlenkengruenz, Mathem. Zeitschrift Bd.13,S,223,1922.

(2) Herr Jolles, Primare und sekundlire polare Raume elner linearen Strahlen-
koingruenz, Crelle 134,S.1-14, 1908,-Die windschief involutorischen Paarungen in 
einer linearen Strahlenkongruenz, Mathem. Zeitschrift Bd. 13;S.223,1922.-Die 
Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Mathem. Zeitsehrift, Bd. 27,S. 
427, 1927.

(3) Herr Study, Die Begriffe Links, Itechts, Windungssinn und Drehungsainn, 
Archiv der Mathem. u. Physik, 3. Reihe 21, S. 193-226, 1913.
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I. Die Sekundaren Involutionen auf der linearen Strahlen-

kongruenz in ihrer Beziehung zu den Kollineatlonen. 

2. Die Theorie der Involutionen auf der linearen Strahlenkon-

gruenz ist von Herrn dolles(1) aufgestellt worden. Die •‡2 Paare 

einander zugeordneter Strahlen einer solchen Involution bestehen aus 

reziproken Polaren eines polaren Raumes ‡U. Der polare Raum ‡U ist 

entweder ein primtrer oder ein sekundarer polarer Raum der linearen 

Strrahlenkongruenz C11. Die reelle oder imaginare Inzidenzflache von 

‡U liegt also entweder einscharig in der linearen Strahlenkongruenz 

C11, oder tragt zwei involutorische Regelscharen zweiter Ordnung ihres 

geschart involutorischen Ratimes. Im ersteren Falle heisst die durch 

den polaren Raum ‡U hervorgerufene involutorische Paarung der 

Kongruenzstrahlen eine-primare Involution, im letzteren eine sekun-

dare Involution. 

Durcb-eine Flache zweiter Ordnung, die zwei involutorische 

Regelscharen des geschart involutorischen Raumes einer linearen 

Strahlenkongruenz tragt, geht ein Buschel solcher Flachen(2 ). Die 

Strahlenpaare einer sekundaren Involution auf einer linearen Strah-

lenkongruenz sind daher paarweise reziproke Polaren fur die •‡1 

Flachen eines F2 Buschels, deren jede zwei involutorische Regel-

scharen des geschart involutorischen Rautnes enthalt. Die reellen, 

zusamienfallenden oder paarweise konjugiert imaginaren Doppel- 

strahlen der sekundaren Involution bilden i.a.ein Raumvierseit, das 

Basisvierseit des F2-Busehels. 

Die sekundare Involution auf einer hyperbolischen lirearen Strabl. 

enkongruenz, ist auch durch die beiden Punktinvolutionen bestimmt, 

die Ihre Strahlenpaare auf den beiden Leitger,den der Kongruenz 

ausschneiden. Die Tbeorie der sekundaren Involutionen fuhrt zu 

einer. vollstltndigen Klassifikation dieser Involutionen. Danach liegen 

auf der hyperbolischen allgemeinen linearen StrahlenAcongruenz 

folgende Arten sekundarer Involutionen: 

1. Die sekundaren Involutionen mit vier reellen paarweise 

windschiefen Doppelstrahlen. Ihre Strahlenpaare schneiden beide L

eitgeraden in den Punktepaaren hyperbolischer Involutionen. 

2. Die sekundaren. Involutionen mit zwei Paaren konjugiert 

imaginarer windschiefen Doppelstrahlen. Ihre Strahlenpaare. schneid-

en jade der beiden Leitgeraden in den Punktepaaren einer elliptisch-
en Irivc lution .

(1) Siehe die Fussnotr (2'), S. 389, 
(2) Herr Jolles, Primare.d und sekundare polare Raume, Nr. 12.
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3. Die sekundAren Ynvolutionen mit zwei Paaren konj ugiert 
imaginarer inzidenten Doppelstrahlen. Ihre Strahlenpaare schneiden 
die einen Leitgeraden in den Punktepaaren einer elliptischen, die 
andere'in den Punktepaaren einer hyperbolischen Involution. 

4. Die sekundtren Involutionen. mit zwei inzidenten reellen 
Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte Doppelstrahlen 
darstellt. Ihre Strahlenpaare schneiden die eine Leitgerade in den 
Punktepaaren einer hyperbolischen, die andere in denen einer par-
abolischen Involution. 

5. Die sekundAren Involutionen mit zwei inzidenten konjugiert 
imaginitren Doppelstrahlen, von denen jeder zweivereinigte Doppel. 
strahlen darstellt. Ihre Strahlenpaare schneiden die eine Leitgerade 
in den Punktepaaren einer elliptischen, die andere in denen einer 
parabolisehen Involution. 

6. Die sekundaren Involutionen mit einem reellen Doppeistrahl, 
der vier vereinigte Doppelstrahlen. darstellt. ' Ihre Strahlenpaare 
schneiden jede der beiden Leitgoraden in den Punktepaaren einer 
parabolisehen Involution. 

7. Die sekundttren inzidentpaarigen Involutionen mit  zwei 
Biischeln erster Ordnung reeller Doppelstrahlen. Ihre Strahlenpaare 
schneiden die eine Leitgerade in den Punktepaaren einer hyperboli-
schen Involution and je zwei konjugierte Strablen schneiden einander 
inm einem nnkte der anderen Leitgerade. 

8.Die sekiundkren inzidentpaarigen Involutionen mit zwei ken-
jugfert maginaren Buscheln erster Ordnung von Doppelstrahlen. 
Je zwei konjugierte Strahlen schneiden einander in einem Punkte 
der einen Leitgerade und schneiden die andere Leitgerade in zwei 
konjugierten Punktin einer elliptischen Involution.

9. Die sekundaren iuzidentpaarigen Involutionen mit einem 
Buschel erster. Ordnung reeller Doppelstrahlen, vort. denen jeder zwei 
vereinigte Doppelstrahlen darstellt Je zwei konj ugierte Strahlen 
schneiden die eine in Leitgerade in konjugierten Punkten einer par-
abolischen Involution. und schneiden einander in. einem Punkte der 
anderen Leitgerade. 

Auf der elliptischen allgemeinen, linearea Strahlenkongruenz 
liegen:1

. Die sekundaren Involutionen mit einem Paare reeller und 
einem Paare koujugiert imaginarer windsehiefen Doppelstrahlen. 

2.Die sekundaren Involtitionen mit einem reellen Doppelstrahl,
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der vier vereinigte Doppelstrahlen darstellt. 

Auf der parabolischen allgemeinen Strahlenkongruonz liegen: 

1. Die sekundaren Involutionen, deren eines Paar Doppelstra-

hlen mit den vereinigten Leitgeraden w der Kongruenz zusammen-

fallt, deren anderes Paar Doppelstrahlen zwei windschiefe reelle 

Kongruenzstrahlen sind. 

2. Die sekundaren Involutionen, deren anderes Paar Doppel-

strahlen zwei windschiefe konjugiert imaginare Kongruenzstrahlen 

sind. 

3. Die sekundaren Involutionen, deren vier Doppelstrahlen snit 

den vereinigten Leitgeraden w zusammonfallen. 

3. Eine zerfallene lineare Kongruenz besteht aus den Strahlen 

eines zentrischen Biindels M und denen eines ebenen Feldes ƒÊ. Eine 

Involution auf der zerfallenen linearen Kongruenz (M,ƒÊ)  ist bedingt 

durch eine perspoktive Involution im ebenen Felde ƒÊ und eine per-

spektive Involution im zentrischen Bundel M und zwar ist die erstere 

Involution der Schnitt von ƒÊ mit der letzteren. Es sei N das In-

volutionszentrum, u die Involutionsachse des perspektiv , involutori-

schen Feldes ƒÊ, dann ist r=Mu die Involutionsebene, v=MN die 

Involutionsachse des involutorischen zentrischen Bundels M. (Figur1.)

Die porspektiven In-

volutionen in M and ƒÊ 

paaren die Strahlen der 

zerfallenen linearen Kon-

gruenz (M,ƒÊ) involutorisch: 

Konjugierte Strahlen der 

Ebene ƒÊ schneiden einander 

auf u, sie bilden •‡1 involu-

torische Strahlenbuschel 

erster Ordnung, deren Mit-

telpunkte die Gerade u 

erfullen und die den Strahl 

u und je ihren mit N in-

zidenten Strahl zu Doppelstrahlen haben; konjugierte Strablen des 

zentrischen Bundels M liegen mit MN in derselben Ebene, sie bilden 

•‡1 involutorische Strahlenbdschel erster Ordnung, deren Ebenen 

durch MN gehen und die MN und je ihren in der Ebene Mu liegen-

den Strahl zu Doppelstrahlen haben. Die Involution auf der zer- 

fallenen linearen Kongruenz (M, ƒÊ) hat alle Strablen der beiden
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Strahlenbuschel erster Ordnung zu Doppelstrahlen, die aus m und 

N die Punktreihe u projizieren. 

4. Sind u und v zwei (reelle, zusammenfallende oder konjugiert 

imaginare) windsohiefe Doppelstrahlen zweier kollinearer Raume‡”, 

‡”'
, so fuhrt die Kollineation der beiden Raume die hyperbolische, 

parabolische oder elliptische lineare Strahlenkongruenz mit den Leit- 

geraden u, ,v in sick uber, Zwei kollineare Raume haben stets zwei. 

reelle windschiefe Doppelstrahlen, die such zusannunenfallen konnen(1), 

so dass ihre Kollineation auch mindestens eine hyperbolische oder. 

parabolische lineare Strahlenkongruenz in sich uberfuhrt. Auf jedem 

der beiden windschiefen reellen Doppelstrahlen u, v bestimmt die 

Kollineation der beiden Raume ‡”,‡”' zwei kollokale projektive 

Punktreihen. Durch. zwei kollokale projektive Punktreihen geht 

aber ein Buschel projektiver Punktreihen . Die Projektivitaten der. 

•‡1 Punktreihen eines.Buschels projektiver Punktreihen sind furein-

ander invariant. Der Buschel enthalt zwei involutorisch liegende 

Punktreihen, die miteinander die charakteristische. Involution des 

Busehels projektiver Punktreihen bilden. Die (reellen oder konju-

giert imagiaren) Doppolpunkte der charakteristischen Involution 

sind die Deckpunkte aller Punktreihen des Buschels. Sie heissen 
die Grund- oder Basispunkte des Buschels projektiver Punktreihen(2). 
Die gegebene Kollinoation zweier Raume fuhrt daher eine 
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz C11 oder eine parabolische 
lineare Strahlenkongruenz P11 derart in sich uber, dass sie auf jeder 
der beiden Leitgeraden u, v, von C11, oder auf den vereinigten Leit-, 
geraden w von P11 eine Punktinvolution invariant lasst, 

Ist nun die lineare Strahlenkongruenz C11 hyperboliseh, so ist auf 
ihr eine sekundare Involution bestimmt, wenn je zwei Kongruenz- 
strahlen einander zugeordnet warden, die jede der beiden Leitgeraden 
u, v in einem Punktepaar der von dieser getragenen charakteristisehen 
Punktinvolution schneiden(8), Die Kollineation aber fuhrt je zwei 
konjugierte Strahlen der sekundaren Involution auf C11 wieder in . 
zwei konjugierte Strahlen dieser sekunaairen Involution uber. 

Fuhrt die Kollineation dagegen eine parabolische lineare Strah- 
lenkongruenz P in sich uber,  so rind-die (reellen oder konjugiert

(1) Herr Jolles in Reye•fs Geometrie der Lage, ‡V. Abtlg. S. 209, Stuttgart 

1910. 

(2) Herr Jollas, Invarianz u. Umkehrung, Crelle Bd.•@ 149 Nr. 1-8. 

(3)-Die InvolutIonen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Nr. 5.                                                                                    
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i maginaren) Doppelpunkte der charakteristischen Punktinvolution auf 

den vereinigten Leitgeraden w Deckpunkte der beiden kollinearer 

Raume. Jeder dieser beiden Deckpunkte tragt zwei kollokale pro-

jektive Stralilenbuschel erster Ordnung der kollinearen Raume. Von 

den beiden (reellen oder konjugiert imaginaren) Doppelstrahlen durch 

jeden Deck Punkt 'fallt je der eine mit den vereinigten Leitgeraden 

w zusammen, die beiden ubrigen sind zwei (reelle oder konjugiert 

 imaginare) windschiefe Strahlen von P11. Sie bestimmen zusanimen 

mit den vereinigten Leitgeraden w die Basiskurve eines F2-Buschels, 

dessen Flachen einscharig in der linearen Strahlenkongruenz P11 

enthalten sind. Die Strahlen jeder in der Kongruenz enthaltenen 

Regelschar dieses F2-Buschels sind involutorisch gepaart, wenn je 

zwei Strahlen einander zugeordnet werden, welche die vereinigten 

Leitgeraden w in zwei konjugierten Punkten der von w getragenen 

eharakteristischen Punktinvolution treffen. Die lineare Kongruenz 

P11 enthalt daher •‡1 involutorische Regelseharen zweiter Ordnunng 

eines F2-Buschels, deren konj ugierte Strahlen die •‡2 Strahlenpaare 

einer sekundaren Involution bilden(1). Die Kollineation der Raume 

‡”,‡”' fuhrt je zwei konjugierte Strahlen dieser sekundaren Involu-

 tion wieder in zwei konjugierte Strahlen der sekundaren Involution 

uber. Aus alledem folgt: 

"Die Kollineation zweier Raume fuhrt eine sekundarc Involu-

tion auf einer hyperbolischen oder parabolischen linearen Strahlen-

kongruenz in sich uber und hat deren (reelle oder konjugiert im-

aginare) Doppel8trahlen und Leitgeraden zu Deckstrahlen." 

Eine sekundare Involution auf einer linearen Strahlenkongruenz 

C11, die durch die Kollineation zweier Raume in sich uberfuhrt wird, 

nennen wir eine " charakteristische sekundare Involution " der 

Kollineation, die lineare Strahlenkongruenz C11 eine " cbarakteristische 

involutorische Kongruenz " der Kollineation. 

Ist C11 eine charakteristische involutorische Kongruenz zweier 

kollinearen Raume ‡”,‡”T' und P, P' ein Paarw homologer Punkte 

dieser Raume, so sind die bzw. mit P,P' inzidenten Strahlen p, p' 

von C11 homologe Strahlen von ‡” und ‡”'. Die durch p und durch 

zwei (reelle oler konjugiert imaginfre) windschiefe Doppelstrahlen 

der oharakterischen sekunditren Involution gehende Regelschar zweiter 

Ordnung entspricht daher der durch p' und dieselben beiden Dop-

pelstrahlen gehenden Regelschar zweiter Ordnung. Der mit P in-

(1) A. a. O. Nr. 17,
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zident Leitstrahl der ersten Regelschar geht durch die Kollineation 
in den mit P' inzidenten Leitstrahl der zweiten Regelsehar uber. 
Die mit den beiden Leitgeraden u, v von C11 zusannmenfallenden 
Leitstrahlen jener beiden projektiven Regelscharen entsprechen sich 
selbst. Sollen nun zwei Raume kollinear so aufeinander bezogen 
werden, dass zwei projektive Regelscharen zwoiter Ordnung einander 
als homologe Gebilde entspreohen, so ist die Kollineation bestimmt, 
sobald man drei gegebenen Leitstrahlen der einen Regelsehar drei 

gegebene Leitstrahlen der anderen als entsprechende Strahlen zu-
weist(1). Daraus folgt : 

" Die Kollineation zweier Raumne ist bestimmt durch eine cha-
rakteristische sekundare Involution und durch zwei gegebenc honbloge 
Punkte(2 )." 

5. Durch eine Flache zweiter Ordnung, die zwei involutorische. 
Regelscharen des geschart involutorischen Raumes einer linearen 
Strahlenkongruenz Cv1v1 tragt, geht ein Buschel F2uv solcher Flachen. 
Seine Basiskurve ist ein aus vier Strahlen q,r,s,t, von Cu1u1 gebildetes 
Raumvierseit. Die Flachen der F2-Buschels F2uv, haben die Strahlen 

der linearen Kongruenz Cv1v1 paarweise zu gemeinsatnen reziproken 
Polaren und diese Strahlenpaare bilden eine sekundare Involution 
auf Cv1v1. Die (reellen oder konjugiert imagintren) Doppelstrahlen der 

sekundaren Involution sind die vier Seiten des Basisvierseits q,r,s,t 

des F2-Buschels F2uv, die (reellen oder konjugiert imaginaren) Leit-

geraden u, v sind das dritte Paar Gegenseiten des Tetraeders mit den 

Gegenseitenpaaren qr, st, uv. Sind die vier Doppelstrahlen q, r, s,t 

reelle oder paarweise konjugiert imaginare Strahlen zweiter Art, so 

enthalt der F2-Buschel F2uv •‡1 reelle Regelflachen zweiter Ordnung(3). 

Die Strahlen beider Regelseharen jeder dieser Flachen werden durch 

Cu1v1 involutorisch gepaart, die Strahlen der einen Regelschar liegen 

stets in der linearen Strahlenkongruenz Cq1r1mit den (reellen oder 

konjugiert imaginaren) Leitgeraden q,r,die der anderen in der 

linearen Strahlenkongruenz Cs1l1 mit den (reellen oder konjugiert im-

aginaren) Leitgeraden s,t. 

Andorerseits enthalt die sekundare Involution auf Cv1v1 zwei Bu-

schel von •‡1 reollen involutorischen Regelscharen zweiter Ordnung. 

Die Regelscharen beider Buschel liegen auf den Flachen zweier

(1) v. Staudt, Beitritge zur GeomBtrie der Lage, Nurnberg 1856, Nr. 8. 
(2) Herr Jolles, Die windsehief involutorischen Paarungen in einer linearen 

Strahlenkongruenz, Nr. 20. 
(3) A. a. O, Nr. 14,
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F2-Buschel F2qr, und F28l. Die Basiskurven der F2-Buschel sind bzw. 
die Rautnvierseite uv, st und, uv, qr. Die Flaehen des F2-Buschels 

F2qr liegen mit ihren Leitscharen in der linearen Strahlenkongruenz 
C8ll1 und beidscharig werden. ihre Strahlen durch die lineare Strahlen 
kongruenz C involutorisch gepaart. Die Flachen des F2Buschels 
F28t liegon mit ihren Leitscharen in der linearen Strahlenkongruenz 
C und beidscharig werden ihre Strahlen durch die lineare Strahlen-
kongruenz Cs1l1 involutorisch gepaart. 

Die Flachen der drei F-Buschel F2qr, F2st, F2up bedingen mithin 

bzw. die drei sokundaren Involutionen auf den linearen Kongruenzen 

Cq1r1i, Cs1l1, Cu1v1mit den (reellen oder konj ugiert imaginaren) Leitgeraden 

qƒÁ,st,uv. Die Flachen jeder der drei F2-Buschel F2qr, F2st oder F2uv 

werden je durch die zugohorige der drei linearen Kongruenzen Cr1r1, 

Cs1t1 oder Cu1v1  beidscharig involutorisch gepaart und liegen je einscharig 

involutorisch in den sekundaren Involutionen der beiden ubrigen 

linearen Kongruenzen. Jede der drei linearen Kongruenzen und der 

drei auf ihnen liegenden sekundaren Involutionen bestitnmt mitbin 

auf dieselbe Weise die beiden ubrigen. Die drei Paare (reeller oder 

konjugiert imaginarer) Leitgeraden der drei linearen Kongruenzen 

sind die Gegenkantenpaare eines Tetraeders. Je zwei Gegenkanten 

des Tetraeders sind die Leitgeraden der einen Kongruenz und die 

gemeinsehaftlichen Doppelstrahlen der beiden sekundaren Involu

tionen auf den beiden ubrigon Kongruenzen. 

Eine Kollineation mit der charakteristischen sekundaren Involu- 

tion auf der liearen Kongruenz Cu1v1 fuhrt jeden der beiden F2-Buscbel 

in sich uber, deren Flachen je sine involutorische Regelschar zweiter 

Ordnung dieser sekundflren Involution auf Cu1v1 enthalten. Folglich 

fuhrt die Kollineation auch die beiden mitbestimmten sekundaren 

Involutionen auf den linearen Kongruenzen Cq1r1 und Cs1l1 in sich uber. 

Daher gilt : 

" Hat die Kollineation zweier Raume eine charakteristische 

sekundare Involution mit vier paarweise windschiefen (reellen oder 

konjugiert imaginaren) .Doppelstrahlen auf einer linearen, Kongruenz 

Cu1v1, so fuhrt sie noch zwei weitere sekundare Involutionen auf zwei 

linearen Konyruenzen Cq1r1 und C in sich uber indem sie deren 

Doppelstrahlen und Leitgeraden in Ruhe lasst. Jede der drei line-

aren.Kongruenzen hat vom Decktetraeder der kollinearen Raume ein 

anderes Paar Gegenkanten zu Leitgeraden, die auf, ihr. liegcnde 

sekundare Involution hat die beiden ubrigen Paar Gegenkanten zu
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Doppelstrahlen. Jede der drei sekundaren Involutionen kann als 
charatteristische sekzcndare Involution der Koltineation gelten und 
bestimmt in derselben Weise die beiden ubrigen."

Die drei sekundaren Involutionen liegen entweder auf drei 
hypeebolischen linearen Kongruonzen und jade von ibnen hat zwei 
Pause reeller windschiefen Doppelstrahlen, oder nur die eine liegt 
auf einer byperbolischen lincaren Kongruenz und hat zwei Paare 
konjugiert imaginarer windschiefen Doppelstrahien, die beiden anderen 
liegen auf elliptischen linearen Kongruenzen und haben je ein Paar 
reeller und ein. Paar konjugiert imaginarer. windschiefen Doppel- 
strahlen. 

6. Auf einer parabolisehen linearen Kongruonz P11 liege eine 
sekundare Involution P11 (aa1, .... XX, ....). deren eines Paar Doppel-
strahlen mit dem Trager der vereinigten Leitgeraden w zusammen-

fallt, deren zweites Paar Doppelstrahlen entweder zwei windschiefe 

reelle oder zwei windschiefe konjugiert icnaginare Kongruenzstrahlen 

sind. In beiden Fallen enthi It die sekundare Involution P11 (aa1.... 

 XX1 ....) •‡1 involutorische Regelscharen zweiter Ordnung und •‡1 

Paare einander zugeordneter Strahlenbuschel erster Ordnung, die 

zerfallene involutorische Regelscharen zweiter Ordnung darstellen. 

Sowohl die Trager dieser zerfallenen wie jener nicht zerfallenen 

involutorischen, Regelselaren zweiter Ordnung bilden je einen F2-

Busehel und sind einscharig in der parabolisehen linearen Kongruenz 

P11 erithalten. Die nicht in P11 enthaltenen Regelscharen der nicht 

zerfallenen Flachen zweiter Ordnung bilden daher eine zweite lineare 

Kongruenz C11. Die lineare Kongruenz C11 ist  hyperbolisch oder 

elliptisch je nachdem die sekundare Involution P11 (aa,....XX1 ....) 

zwei windschiefe reelle oder zwei windschiefe konjugiert imaginare 

Kongruennzstrahlen von P11 zu Doppelstrahlen hat. Die durch P11 

einander zugeordneten Strahlen von C11 sind die Elementepaare einer 

sekundaren Involution, deren samtliche Doppelstrahlen mit den 

vereinigten Leitgeraden w von P11 zusammenfellen. 

Durch eine sekundare Involution P11 (aa1 ....XX1.... auf einer 

parabolischen linearen Kongruenz mit zwei windschiefen (reellen oder 

konjugiert imaginaren) Doppelstrahien ist also eine zweite sekundare 

Involution C11 (aa1 .... XX1 ....) mitbestimmt. Sie hat die vereinigten 

Leitgeraden w von P11 zum vierfachen Doppelstrahl, ihre konjugierten 

Strahlen werden durch die lineare Kongruenz P11 einander zugeordriet, 

ihre Tritgerkongruenz C11 hat die beiden windschiefen (reellen oder
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konjugiert imaginaren) Doppelstrahien der, sekundaren Involution 
P11 (aa1.... XX1.....) zu Leitgeraden. Der F2-Busehel, der eine Schar 
involutorischer Regelscharen der sekundaren Involution P11 (aa1....

 X X1....) tragt, trtgt auch eine Schar involutorischer Regelscharen 
der sekundaren Involution C11(aa1....XX1....). Jede der beiden 
sekundaren Involutionen ist durch die andere in derselben Weise 
bestimmt. 

Fine die sekundare Involution P11 (aa1....XX1 ....) in sich uber-
fuhrendo Kollineation fuhrt auch die einscharig involutorisch in 
P11 (aa1 ....XXi .... ) enthaltenen Regelflachen zweiter Ordnung des 
F2-Buschels in sich uber und daher auch die mitbestimmte sekundare 
Involution C11 (aa1 .... XX1 ....). Daraus folgt: 

"Hat die Kollineation zweier Raume eine charakteristische 

Involution mit zwei windschiefen (reellen oder konjugiert imaginaren) 
Doppelstrahlen auf einer parabolischen linearen Kongruenz P11(aa1 . .  
• • XX1 ....), so fuhrt sie noch cine eine zweite sekunddre Involution C11 
(aa1.... XX1 ....) auf einer hyperbolischen oder elliptischen linearen 
Kongruenz in sich uber und lasst dabei ihre Doppelstrahlen und 
Leitgeraden in Ruhe. Die sekundare Involution C11 (aa1....XX1....) 
hat die vercinigten Leitgeraden von P11 zum vierfachen Doppelstrahl 

und die lincare Kongruenz C11 hat die windschiefen (reellen oder 
konjugiert imaginaren) Dopplestrahlen der sekundaren Involution 
P11 (aa11....XX1....) zu Leitgeraden. Jede der beiden sekundaren 
Involutionen kann als charakteristische Involution der Kollineation 
gelten." 

7. Eine sekundare inzidentpaarige Involution liegt auf einer 

hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz H11. Ihre Strahlenpaare 

schneiden deren eine Leitgerade u in der identischen, ihre andere 

Leitgerade v in den Punktepaaren einer hyperbolischen, parabolischen 

oder elliptischen Punktinvolution. Ist diese Punktinvolution hyper-

bolisch, so tragt jeder der beiden reellen Doppelpunkte M, N einen 

Strahlenbtischel erster Ordnung von reellen Doppelstrahlen der sekun-

dar involutorischen Kongruenz H11(aa1....XX1....), welahe bzw. 

aus M und N die Leitgerade u projizieren (Fig. 1). Andererseits 

tragon M und N je einen perspektiv involutorischen zentrischen 

Bundel im geschart involutorischen Raume ‡”0 von H11 Die per-

spektiv involutorischen Btindel M, N haben bzw. die Ebenen Mu, 

Nu, zu Involutionsebenen, und sie haben beide die Leitgerade MN 

=v zur Tnvolutionsachse. Ebenso tragep die beiden Doppelebenen
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v=Mu, ƒÊ=Nu des gesehart involutorischen Raumes ‡”0 in diesem je 

ein perspektiv involutorisches Feld. Die perspektiv involutorischen 

Felder ƒÊ, v habon bzw. die Punkte N, M zu Involutionszontren, und 

sie haben beide die Leitgerade u=ƒÊv zur Involutionsachse. Die 

perspektiv involutorischen Felder ƒÊ, v sind bzw. die Schnitte der 

perspektiv involutorischen zentrischon Bundel M, N und bilden je 

mit diesen die beiden zerfallenen involutorischen linearen Kongruen- 

zen MƒÊ, Nv (3). Jede der beiden zerfallenen involutorischen Kon- 

gruenzen bestimmt dieselbe hyperbolische Punktinvolution auf v und 

dieselbe identische auf u und damit die sekundare inzidentpaarige 

Involution auf H11. Aus alledem folgt : 
"Hat ei

ne Kollineation eine sekundare inzidentpaarige Involu-

tion auf einer hyperbolischen linearen Kongruenz zur charakteristi-

schen Involution, so fuhrt sic noch zwei Involutionen auf zwci zer-  

fallenen linearen Kongruenzen in sich uber. Jede der drei Involu-

tionen bestimmt in derselben Weise die beiden ubrigen und kann 

als, charakteristische Involution der Kollineation gelten." 

8. Es gibt nur eine Kollineation zweier Ritume ‡”,‡”', die 

eine gegebene sekundare Involution auf einer allgemeinen linearen 

Strahlenkongruenz in sich uberfuhrt, dabei deren Doppelstrahlen und 

Leitgeraden in . Ruhe lasst und zwei gegebene nicht mit den Doppel-

strahlon oder Leitgeraden inzidente Punkte X, X' einander zuweist 

(4,5,6). Die Doppelstrahlen dieser charakteristischen Involution 

und die Leitgeraden der charakteristischen Kongruenz bestimmen 

das, Decktetraeder der beiden kollinearen Raume. Ist von den, ge- 

gebenen homologen Punkten X, X' von ‡”, ‡”' der eine mit einer 

Ecke, Kante oder Seitonebene des Decktetraeders inzident, so artet 

die Kollineation der beiden Raume bekanntlich aus. Solche ausge-

arteten Kollineationen warden von den folgende Untersuchungen 

vorerst ausgeschlossen. 

Mit den gegebenen homologen Punkten X, X' sind entweder 

zwei versehiedene Strahlen x, x' der charakteristischen involutorischen 

Kongruenz C11 inzident und diese beiden Strahlen sind zwei homologe 

Strahlen der kollinearen Raume, oder X, X' liegen auf ein und 

demselben Kongruenzstrahle von C11. Im ersten Falle werden den 

Strahlen x,x' in der sekundaren charakteristischen Involution auf C11

zwei Strahlen x1, x1' zugeordnet, die gleichfalls zwei homologe Strahlen 

der kollinearen Raume darstellen (4). 

Fallt inebesondere der Strahl x1 mit x' zusammen, so muss x1'
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mit x zusammenfallen; dann sind also irgend zwei konjugierte Strahl- 

en der charakteristischen Involution auch homologe Strahlen der 

kollinearen Raume und die Kollineation fuhrt ihre charakteristische 

Involution nicht nur in, sich selbst uber, sondern sie enthalt sie.  

Liegen endlich die gegebenen homologen Punkte X, X' der 

kollinearen Raume auf ein und demselben Kongruenzstrahle der 

charakteristischen involutorischen Kongruonz C11, so haben die beiden 

Raume die •‡2 Strahlen der linearen Kongruenz Ci zu Doppelstrahlen, 

Demnach sind folgende drei Hatiptklassen von Kollineationen zu 

unterschoiden: 

A. Allgemeine Kollineationen fuhren sekundare Involutionen 

auf charakteristischen Strahlenkotigruenzen in sich uber und 

lassen deren Doppelstrahlen und Leitgeraden in Ruhe. Kon- 

jugierte Strahlen der sekundaren Involution. gehen durch die 

allgemeine Kollineation winder in konjugierte Strahlen der 

sekundaren Involution uber. 

B. Halbecscharte Kollineationen enthalten sekundare Involu-

tionen auf charakteristischen linearen Strablenkongruenzen 

und lassen deren Doppelstrahlen und Leitgeraden in Ruhe. 

Konjuagierte Strahlen der sekunduren Involution werden 

durch die halbgescharte Kollineation miteinander vertauscht, 

C. Gescharte Kollineationen lassen die •‡2 Strahlen einer line- 

aren Strahlenkongruenz in Ruhe. 

9. Die Tragerkongruenz C11 der charakteristischen Involution 

C11(aa1.... XX1....) einer Kollineation bestimmt ihren gesohart in- 

volutorischen Raum ‡”q. Der geschart invblutoriselie Raum ‡”q en- 

thalt •‡4 sekundare Involutionen auf denjenigen •‡4 linearen Strah-

lenkongruenzen, deren Leitgeraden je zwei (reelle oder Konjugiert 

imaginare) Kongruenzstrahlen von C11 sind. Die •‡4 sekundaren 

Involutionen haben je ein zweites Paar (reeller oder konjugiert 

imaginarer) Kongruenzstrahlen von C11 zu Doppelstrahlen und zu 

gemeinsarnen Doppolstrahlen die beiden Leitgeraden vonC11(1). 

Von den •‡4 sekundar involutorischen linearen Strahlenkongru- 

enzen des geschart involutorischen Raumes ‡”0 haben •‡2 die Strah-

lenpaare der sekundLren Involution C11(aa1.... XX1....) zu Leitgera-

denpaaren. Durch die Kollineation geht (4) jedes dieser Leitgerad-

onpaare in ein ebensolches und daher jede der •‡2 linearen Strahlen-

kongruenzon in eine ebensolche uber. Die Leitgeraden von C11 sind

(1) A. a. O. Nr. 25.
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die beiden gemeinschaftliehen Doppelstrahlen aller dieser •‡2 im 

geschart involutorischen Raume ‡”0 liegenden seknndar involutorischen 

Kongruenzen. Sie werden von der Kollineation in Ruhe. gelassen 

und bestimmen auf jeder der •‡2 involutorischen Kongruenzen zusain-

men mit deren Leitgeraden das andere Paar Doppelstrahlen. Daher 

werden die •‡2 linearen Kongruenzen durch die Kollineation so 

ineinander uberfuhrt, dass auch die anderen Paare Doppelstrahlen 

der auf ihnen liegenden sekundaren Involutionen ineinander uber-

gehen. Daraus folgt: 
" Eine allgemeine Kollineation fuhrt •‡2 sekundar i

nvolutorisclre 

lineare Kongruenzen ineinander uber. Jede Kongruenz hat ein 

Strahlenpaar der charakteristischcn Involution der Kollineation zu 

Lcitgeraden, Dic •‡2 sekundaren Involutionen haben die Leitgeraden 

der charakteristischen Kongruenz zu gemeinschaftlichen Doppelstrah-

len und Jede von ihnen hat ausserdem ein anderes Strahlenpaar der 

charakteristischen Involution zu Doppelstrahlen." 

Eine halbgescharte Kollineation enthalt ihre charakteristische 

Involution im geschart involutorischen Raume ‡”0 ihrer charakter-

istischen Kongruenz liegen wiederuni •‡2 lineare Strahlenkongruenzen, 

deren Leitgeraden je zwei konjugierte Strahlen der charakteristischen 

Involution sind. Die auf ihnen im geschart involutorischen Raume 

‡”0 liegenden •‡2 sekundaren Involutionen haben die Leitgeraden der 

charakteristischen Kongruenz zu gemeinsehaftlichen Doppelstrahlen. 

Das zweite Paar Doppelstrahlen jeder dieser •‡2 sekunditren Involu-

tionen ist je ein Strahlenpaar der charakteristischen Involution. Die 

halbgescharte Kollineation fuhrt daher jede der •‡2 linearen Kon-

gruenzen in sich uber und vertauscht dabei ihre beiden Leitgeraden, 

sie fuhrt auch jede der •‡2 sekundaren Involutionen in sich uber, 

lasst dabei das eine Paar Doppelstrahlen in Ruhe und vertauscht die 

Strahlen des anderen Paares. Mit anderen Worten : 

" Eine halbyescharte Kollineation fuhrt •‡2 sekundur involu -

torische lineare Kongruenzen in sich uber. Sie vertauscht dabei 

sowohl die beiden Leitgeraden jeder Kongruenz, als auch zwei Dop-

pelstrahlen jeder sekundctren Involution und lasst die beiden gemein-

schaftlichen Doppelstrahlen der •‡2 sekundaren Involutionen in Ruhe." 

Eine gescharte Kollineation hat die •‡2 Strahlen einer linearen 

Kongrueuz zu Doppelstrahlen. Es folgt nunmohr leicht: 
" Eine gescharte Kollineation fuhrt •‡4 sekundar involutorische 

lineare Kongruenzen in sich uber, indem sie ihre Leitgeraden und
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Doppelstrahlen in Ruhe laisst. Die Leitgcraden erfullen die Deck-
strahlenkongrucnz C11 der Kollineation, die sekunddaren Involutionen 
haben die Leitgcraden von C11 gemcinsam zu Doppelstrahlen." 

II. Klaswiflkatlon der Kollineatlonen vermoge der 
sekundaren Involutionen. 

A. Die allgemeinen Kollineationen. 

10. AllgenieineKollineationen fuhren ihre sekundaren charakte- 
ristischen Involutionen auf linearen Strahlenkongruenzen in sich uber, 
indem sie deren Doppelstrahlen und Leitgeraden in Rube lassen 
(9). Je nachdem die charakteristische Involution einer allgemeinen 
Kollineation je zwei windsohiefe oder zwei inzidente strahlen einander 
zuoranet (2), liegt eine allgemeine Kollineation mit windschiefer oder 
mit inzidontpaariger charakteristischerInvolution vor. Demnach 
haben zwei durch eine allgemeine Kollineation mit windschiefer 
charakteristischer Involution aufeinander bezogene Raume stets die 
reellen oder paarweise konjugiert imagin1tren vier Eckpunkte, vier 
Seitenebenen und sechs Kanten eines Tetraeders zu Doppelelementen, 

und es ergeben sich folgende Arten allgenzeiner Kollineationen: 
1. Die allgemeinen dreifach hyperbolichen Kollineationen. Sie 

haben drei sekundare involutionen mit je vier reellen Doppel-
strahlen auf drei hyperbolischen linearen Kongruenzen zu 
charakteristischen involutionen. Jede der drei linearen Kon-
gruenzen hat von dem Decktetraeder der kollinearen Ritume ein 
anderes Paar Gegenkanten zu Leitgeraden, die auf ihr liegende 
sekundare Involution hat die beiden ubrigen Paare Gegenkanten 
zu Doppelstrahlen (5). Das Decktetraeder ist vallig reell. 

2.Die allgemeinen hyperbolisch-elliptischen Kollineationen haben 
gleichfalls drei charakteristische Involutionen. Von ihnen liegt 
die erste auf einer hyperbolischen linearen Kongruenz und hat 
zwei Parre konjugiert imaginiarer windschiefen Doppelstrahlen. 
Die beiden tibrigen liegen auf zwei elliptischen linearen Kon-
gruenzen und haben je ein Paar reeller und ein Paar konjugiert 
imaginarer windschiefen Doppelstrahlen (5). Mithin bestimint 
eine allgemeine hyperbolisch-elliptische Kollineation ein Deckte-
traeder mit einem Paar reeller und zwei Paaren konjugiert 
imaginarer Gegenkanten, sowie mit vier paarweise konjugiert 
imaginaren Eckpunkten und Seitenebenen.
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3. Die allgemeinen einfach hyperbolischen Kollineationen ester Art 
haben eine eharakteristische Involution auf einer hyperbolischen 
linearen Kongruenz mit zwei Paaren konjugiert, imaginarer 
inzidenten Doppelstrahlen(2). Eine einfach hyperbolische 
Kollineation , erster Art beslimmt daher ein Decktetraeder mit 
zwei reellen windschiefeu Gegenkanten und zwei Paaren kon-
jugiert imaginarer inzidenten Kanten. Auf der einen reellen 
Kante liegen die beiden reellen Eckpunkte und durob sie gehen 
zwei konjugiert imaginttre Seitonebenen, die andere reelle Kante 
tragt zwei konjugiert irnaginare Eckpunkte und zwei reelle 
Seitonebenen des Tetraeders. 

4. Die allgemeinen, einfach hyperbolischen Kollineationen zweiter 
Art haben eine charakteristisohe Involution, auf einer hyper-
bolisehon linearen Kongruenz mit zwei inzidenten reellen Doppel- 
strablen, von jeder zwei vereinigte Doppllstrahlen darstellt (2). 
Eine einfach hyperbolischo Kollineation zweiter Art bestimmt 
demnach ein Deektetraeder mit zwei Gegenkanten. Auf der einen 
liegen zwei reellen Eckpunkte und duroh sie geht eine doppelt 
zu zahlende reelle Seitenebene, die andere Kante tragt einen 
doppelt zu zahlenden reellen Eckpunkte und zwei reelle Seiten- 
ebenen des Tetraeders. 

5. Die allgemeinen einfach hyperbolischen Kollineationen dritter 
Art haben eine charakteristische Involution auf einer hyper-
bolischen linearen Kongruenz mit zwei inzidenten konjugiert 
imaginaren Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte 
Doppelstrahlen darstellt (2). Sie bestimmt daher ein Decktetraeder 
mit zwei reellen Gegenkanten. Auf der einen Kante liegen zwei 
konjugiert imagintire Eckpunkte und durch sie geht eine doppelt 
zu zahlende reelle Seitenebene die andere Kante tragt einen 
doppelten reellen Eckpunkt Bowie zwei konjugiert imaginare 
Seitonebonen des Tetraeders.

6. Die allyemcinen hyperbolisch-parabolischen Kollineation baben 
zwei charakteristische Involutionen; die eine liegt auf einer 
hyperbolischen linearen Kongruenz und hat einen reellen vier-
fachen Doppelstrahl, die andere liegt auf einer parabolischen 
linearen Kongruenz, deren vereinigte Leitgeraden mit jenem 
vierfachen Doppelstrahl zusacnmenfallen und hat die Leitgeraden 
hyperbolischen linearen Kongruenz zu Doppelstrahlen (6). 

7. Die allgemeinen elliptisch-parabolischen Kollineationen haben
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gleichfalls zwei oharakteristisebe Involutionen, von denen die 
orate auf einer elliptischen, die zweite auf einer parabolischen 
linearen Kongruenz liogt. Die erste hat die vereinigten Leit-
geraden dot parabolischen linearen Kongruenz zum vierfachen 
Doppelstrahl, die zweite hat die Leitgeraden der elliptischen 
linearen Kongruenz zu Doppelstrahlen (6). 

8. Die allgemeinenn eimfach parabolischen Kollineationen haben eine 
charakteristische Involution auf einer parabolischen linearen 
Kongruenz, deren vier Doppelstrahlen mit den vereinigten Leit-
geraden zusammenfallen (2). 
Durch die vorstehend aufgezahlten 8 Klassen allgemeiner Kol-

lineation mit windschiefen oharakteristischen.Involutionen ist zugleich 
eine Klassifikation der Tetraeder gegeben. 

11. Neben den allgemeinen Kollineaationen, deren charakteristi-
sche Involution je zwei windschiefe Strahlen einer charakteristischer 
Kongruenz einander zuordnet, stehen die allgemeinen Kolllineationen 
mit inzidentpaariger charakteristischer Involution (2). 

Eine sekundare inzidentpaarige Involution liegt auf einer hyper-
bolischen linearen Kongruenz. Je zwei konjugierte Strahlon schneiden 
einander in einem Punkte der einen Leitgeraden u und schneiden die 
andere Leitgerade v je in konjugierten Punkten einer hyperbolischen, 
parabolischen oder elliptischeti Punktinvolution. Die sekunditre in-
zidentpaarige Involution enthttlt daher zwei reelle zusatmrienfallende 
odes konjugiert irnaginare Strahlenbuschel erster Ordnung von 
Doppelstrahlen. Daraus folgt: 

"Eine allgemeine Kollineation mit charakteristische inzident-

paarigev Involution bestimmt zwei reelle windschiefe Doppelstrahlen 
u, v. Sie lasst die Punkte des einen. Doppelstrahees u und die 
Ebenen des anderen v in Ruhe, fuhrt eine Punktinvolution auf v 

und eine Ebeneninvoltion durch u in sich caber und bestimmt zwei 
reelle, zusammenfallende oder konjugiert imaginare Strahlenbztsehel 
erster Ordnung von Doppelstrahlen, deren Mittelpunkte auf v liegen 

und derea Ebenen lurch u gehen." 
Die allgemeinen Kollineationen mit charakteristischer inzident-

paariger Involution sind dernnach achsiale Kollineationen(1). Wir 
bezeichnen sie als "allgemeine achsiale " Kollineationen. Entspre-
chend den drei Arten der sekundaren inzidentpaarigen Involution

(1) Herr F. Schur, Mathem. Annalen 19,S.431.
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(2) ergeben sich drei Klassen von allgemeinen achsialen Kollineationen, 
namlich: 
1. Allgemeine achsiale. Kollineationen mit zwei reellen Strahlen-

buscheln erster Ordnung von Doppeistrahlen. 
2. Allgemeine achsiale Kollineationen mit einem reellen Strahlen-

busehel erster Ordnung von Doppelstrahien, von denen jeder 
zwei vereinigte Doppeistrahlen darstellt. 

3. Allgemeine achsiale Kollineationen mit zwei konjugiert imagi-
naren Strahlenbuscheln erster Ordnung von Doppelstrahien, 
Weitere achsiale Kollineationen werden wir unter den halb-

gescbarten Kollineationen antreffen, 
12. Die konjugierten Strahlen einer sekunditren windschiefen 

Involution auf einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz 
schneiden jede der beiden Leitgeraden u, v in konjugierten Punkten 
einer Punktinvolution. Die Kollineation zweier Raum fuhre diese 
sekundare Involution derart in sich uber, dass sie die Punktinvolution 
auf u enthalt, die auf v invariant lasst. Sie enthalt dann auch die 
zur Punktinvolution auf u perspektive Ebeneninvolution durch v, 
sowie zwei zur Punktinvolution perspektive reelle, zusammenfallende 
oder . konjugiert imaginare involutorische Strahlenbiischel erster 
Ordnung, deren Mittelpunkte auf v liegen. Eine solche Kollineation 
ist also "partiell involutorisch ". Ihre zweiee Potenz lasst die Punkte 
von n und die Ebonen von v in Ruhe, d.h. sie ist eine achsiale 
Kollineation. Aus diesem Grande nennt man die partiell Involutori 
sche Kollineation eine halbachsiale Kollineation(1) und es gilt 

" Eine allgemeine halbachsiale Kollineation hat eine sekundare 
windschiefe Involution auf einer hypcrbolischen linearen Kongrucnz 
zur charakteristischen Involution. Sie enthalt eine involutorische 
Punktreihe auf der einen Leitgerade und einen involutorischen 
Ebenenbuschel durch die andere Leitgerade, sowie zwei zu diesen 
perspektive involatorische Strahlenbitsehel erster Ordnung." 

Dementsprechend ergeben sich folgende Kiassen von allgemoinen 
halbachsialen Kollineationen: 
1. Halbachsiale dreifach hyperbolische Kollineationen haben eine 

charakteristische Involution mit vier reellen Doppelstrahien und 
enthalten eine hyperbolische Punktinvolution, eine hyperbolische 
Ebeneninvolution sowie zwei reelle hyperbolisch involutorische 
Strahlen btischel erster Ordnung.

(1) Reye, Archly d. Mathem. u. Physik, 19,Bd, S. 289,
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2. Halbachsiale hyperbolisch elliptische Kollineationen haben eine 
charakteristische Involution mit zwei Paaren konjugiert imagi-
narer windsehiefen Doppelstrahlen. Sie enthalton eine ellipti-
sche Punktinvolution, eine elliptische Ebeneninvolution und 
zwei konjugiert imaginare involutorische Strahlenbuschel erster 
Ordnung. 

3. Halbachsiale einfaeh hyperbolische Kollineationen erster Art. 
Sie haben eine charakteristische Involution mit zwei Paaren 
konjugiert imaginlrer inzidenten Doppelstrahlen und enthalten 
entweder die auf der ersten Leitgerade gelegene elliptische 
Punktinvolution, die durch die zweite Leitgerade gehende ellip-
tische Ebeneninvolution und zwei reelle elliptisch involutorische 
Strahlenbuschel erster Ordnung oder sie enthalten die auf der 
zweiten Leitgerade gelegene hyperbolische Punktinvolution und 
die von der ersten getrageneti hyperbolische Ebeneninvolution 
Bowie zwei konjugiert imaginare involutorische Strahlenbuschel 
erster Oranung. 

4. Halbachsiale cinfach hyperbobische Kollineationen zweiter Art. 
Sie haben eine charakteristische Involution mit zwei inzidenten 
reellen Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte Doppel-, 
strahlen darstellt, und sie enthalten entweder eine hyperbolische 
Punktinvolution auf der ersten Leitgerade, eine hyperbolische 
Ebeneninvolution durch die zweite Leitgerade sowie zwei zusarn-
menfallende hyperbolisch involutorische Strahlenbuschel erster 
Ordnung oder sie enthalten eine parabolische Punktinvolution 
auf der zweiten und eine parabolische Ebeneninvolution durch 
die erste Leitgerade sowie zwei paraboliseh involutorische Strahlen-
btlschel erster Ordnung. 

5. Halbachsiale einfach hyperbolische Kollineationen dritter Art. 
Sie haben eine charakteristische Involution mit zwei inzidenten 
konjugiert icnaginaren Doppelstrahlen, von donen jeder zwei 
vereinigto Doppelstrahlen darstelit. Sie enthalton entweder die 
elliptische Punktinvolution auf der ersten Leitgerade, die ellipti-
scho, Ebeneninvolution durch die zweite Leitgerade und zwei 
zusammenfallende, elliptisch involutorische Strahlenbuschel erster 
Ordnung oder aber die. parabolische Punktnnvolution auf der 
zweiten Leitgerade, die parabolische Ebeneninvolution durch die 
erste Leitgerade sowie zwei konjugiert unaginare involutorische 

Strahlenbuseliel ereter Ordnung
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6. Halbachsiale hyperbolisch parabolische Kollineationen haben eine 
charakteristische involution mit einem vierfachen reellen Dop-
pelstrahl und enthalten eine parabolisehe Punktinvolution auf 
der einen Leitgerade, eine parabolische Ebeneninvolution dnreh 
die andere Leitgerade und zwei zusammenfallende parabolisch 
involutorische Strahlenb4schel erster Ordnung. 

B. Die halbgeschartenKollineationen. 

13. Eine halbgescharte Kollineation vertauscht je zwei konju-
gierte Strahlen einer sekundltren Involution miteinander; sie enthalt 
also stets ihre eine charakteristische Involution (8). Liegt diese 
charakteristische involution auf einer hyperbolischen linearen Kon-
gruenz, so enthalt die halbgescharte Kollineation auch die beiden 
von den Leitgeraden getragenen involutorischen Punktreihen und 
involutorischen Ebenenbiischel, sowie vier (paarweise reelle oder 
konjugiert imaginlire) involutorische Strahlenbilschel erster Ordnung. 
Jeder der vier iuvolutorischen Strahlenbiisehel projiziert eine der 
beiden Punktinvolutionen aus einern Doppelpunkte der anderen und 
er ist der Schnitt von einer der beiden Ebeneninvolutionen mit ciner 
Doppelebene der anderen. 

Die 14 verschiedenen Asten sekundlirer Involutionen auf der 
allgemeinen linearen Kongruenz (2) bedingen ebensoviel Klassen von 
halbgesoharten Kollineationen. Ihre Doppelstrahlen und Loitgeraden 
bestimtnen wiederum das Decktetraeder der beiden dureh die halbge-

scharte Kollineation aufeinander bezogonen Rttutne. 

14. Hat eine halbgescharte Kollineation eine sekundltre inzident-

paarigo involution zur charaktoristischen Involution, so lasst sie die 

Punkte der ersten und die Ebenen der zweiten Leitgerade in Rube. 

Sie enthalt •‡1 involutorische Strahlenbiischel erster Ordnung, die 

aus den Punkten der ersten Leitgerade die von der zweiten getragene 

Punktinvolution projizieren. Sie vertauscht die Punkte der zweiten 

und die Ebenen der ersten Leitgerade paarweise miteinander und 

bestimmt zwei (reelle, zusaminenfallende oder konjugiert innaginare) 

Strthlenbtlschel orster Ordnung von. Doppelstrahlen. Die halbge-

scharten Kollineationen mit inzidentpaariger charakteristischer Invo-

lution sind demnach achsiale Kollineationen (11). Zum Untersehiede 

von den in Nr. 11 abgeleiteten allgomeinen achsialen Kollineationen 

bezeichnen win sie als" halbgescharte achsiale"  Kollineationen. 

Die halbgescharten achsialen Kollineationen, enthalten involtitorigche
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Punktreihen, Ebenenbuschel und Strahlenbuschel erster Ordnung, 
die allgeineinen achsialen Kollineationen enthalten keine solohen 
Involutionen. Die zweite Potenz jeder halbgescharten Kollineation 
ist eine gescharte . Kollineation. 

Reye beteichnet(1) die halbgescharten achsialen Kollineationen 
als halbgescharte Kollineationen zweiter Art, die iubrigen halbgoschar  

ten Kollineationen als halbgescharte erster Art. 

15. Eine sekunduare involution mit zwei Paaren (reeller oder 

konjugiert imaginaren) windschiefer. Doppelstrahlen enthitlt •‡1 in-

volutorische Regelseharen zweiter Ordnung, die auf den . Fltchen 

zweier F2-Buschel liegen. Jedor der beiden F2-Buschel hat this von 

den Leitgeraden der linearen Kongruenz und von je einem Paare 

Doppelstrahlen gebildete Raumvierseit zur Basiskurve. Eine sekundare 

Involution mit einem viorfachen Doppelstrahl (2) enthalt gleichfalls 

•‡1 involutorische Regelscharen zweiter Ordnung auf den Flachen 

eines F2-Buschels, und these beruhren einander fangs des vierfachen 

Doppelsrrahles. Endlich enthalt auch eine sekundare,Involution auf 

einer parabolischen linearen Kongruenz mit zwei (reellen oder kon-

 jugiert imaginaren) windschiefen Doppelstrahlen •‡1 invol.utorische 

 Regelscharen zweiter Ordnung und •‡1 Paare einander zugeordneter 

Strahlenbuschel erster Ordnung und sowohl die Trager dieser zerfal-

lenen wie jener nicht zerfallenen involutorischen Regelscharen zweiter 

Ordnung bilden je einen F2-Blaschel. Hat deinnach eine halbge-

seharte Kollineation eine charakteristischo Involution mit paarweise 

windschiefen oder mit zusammenfallenden Doppelstrahlen, so fuhrt 

sie oo' Regelscharen zweiter Ordnung in sich uber, indem sie die 

Strahlen jeder Regelsehar paarweise miteinander vertauscht. 

Eine lineare Kongruenz ist polarinvariant fur jede einscharig in 

ihr enthalteno Regelflache zweiter Ordnung. Die Kongruenzstrahlen 

sind reziproke Polaren bezuglich der Regelfiachen. Die Regelfltche 

zweiter Ordnung bestimmt als Inzidenzflache eines primAren polarea 

Raumes (2) auf der Kongruenz eine primu.re Involution. Daraus 

folgt: 
"Eine halbgescharte Kollineation mit vier paarweise windschiefen 

oder mit zusammcnfallenden Doppelstrahlen fuhrt •‡1 primare polare 

Raume ihrer charakteristischen linearen Kongruenz C11 in sich uber. 

Die einscharig in C11 enthaltenen reellen fnzidenzfluchen der polaren 

Raume bilden zwei oder einen Fs-Buschel, ihre in C11 enthaltenen

(1) Reye, a.a.O. S. 291.
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Regelseharen sind die involutorischen Regelschareu zweitcr Ordnung 

der charakteristischen Involution." 

Beilanfig folgt hieraus, dass halbgescharte Kollineationen di ser 

Art stets zu den waiter unten behandelton Hermite•fschen Kollinea-

tionen gehiiren (‡W). 

16. Eine halbgescharte Kollineation ist eine besoridere, wenn 

sie eine Involution auf einer zerfallenen linearen Kongruenz 

enthalt (3). Sie,enthalt eineh involutorischen zentrischen Biindel M 

und ein zu ihm perspektives involutorisches ebenes Fold ƒÊ. Die 

Involutionsebene v des zentrischen Bufndels M schneidet . das ebene 

Feld ƒÊ in seiner Involutionsachse u, die Involutionsachse v des 

zentrischen Bundels schneidet ƒÊ in. seinem Involutionszentrum N 

(Fig. 1.). Die Kollineation fuhrt ausserdem eine sekunditre inzident-

paarige Involution auf der hyperbolischen linearen Kongruenz mit den 

Leitgeraden u, v in sich uber. Konjugierte Strahlen der sekundaren 

Involution schneiden eitiander auf a und schneiden die Leitgorade v 

in konjugierten Punkten der hyperbolischen Punktinvolution mit den 

Doppelpunkten M, N. Halbgescharte Kollineationen dieser Art sind 

daher stets achsiale Kollineationen (14). ihre zweite Potenz last die 

Strahlen und Ebenen von M sowie die Punkte und Strahlen von . ƒÊ 

in Rube, sie ist eine perspektive Kollineation. Die Kollineation 

selbst bezeichnet man daher als halbperspektive Kollineation(1) und 

es gilt: 
"Eine halbperspektive Kollineation ist st

ets eine halbgeecharte 

achsiale Kotlineation." 

C. Die gescharten Kollineationen. 

17. Eine gescharte Kollineation hat die •‡2 Strahlen einer 

linearen Kongruenz C11 zu Doppelstrahlen. Sie fuhrt •‡4 sekundar 

involutorische, lineare. Kongruenzen in sich uber, indem sie ibre 

Leitgeraden und Doppelstrahlen in Rube lasst . Die Leitgeraden 

erfullen die Deckstrahlenkongruenz C11 der Kollineation, die sekun-

daren Involutionen haben die (reellen oder konjugiert imaginaren) . 

Leitgeraden von C11 gemeinsarn zu Doppelstrahlen (9) . Je nachdem 

eine halbgescharte Kollineation eine der •‡4 sekundaren Involutionen 

(und darnit alle) nur in sich uberfuhrt oder sie enthalt, liegt eine 

gewohnliche gescharte Kollineation oder eine involutorisch gescharte 

Kollineation vor. Sowohl these wie jene Kollineationen teilen sich

(1) Reye, a.a. O, S. 293,
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bekanntlich in drei Arten, je nachdem ihre Doppelstrahlen eine 

hyperbolische, parabolische oder elliptische lineare Kongruenz erfullen. 

Eine gescharte Kollineation, deren Deckstrahlen eine zeirfaliene 

lineare Kongruonz bilden, heisst eine perspektive Kollineation, Sie 

fuhrt •‡4 sekundare inzidentpaarige involutionen auf hyperbolischen 

linearen Kongruenzen in sich uber, indem sie ibre Doppelstrahlen 

und Leitgeradenn in Ruhe lasst. Sie ist perspektiv involutorisch, 

wenn sie eine und damit alle •‡4 sekundaren  inzidentpaarigen Invo-

lutionen enthalt. 

‡V. Positive und negative Kollineationen. 

18. Zwei reellen Geraden, die einander weder schneiden noch 

rechtwinklig kreazen, bestimmen eine flachg angige Schraubenflache 

als deren Erzeugende. Ist a die Gerade ihres kurzesten Abstandes, 

d die Lange des letzteren und ƒÖ der spitze Winkel zwisehen den 

Richtungen der windschiefen Geraden, so hat die Schraubenflache 

die Achse a und die Ganghdhe  Je nachdem die Schrauben-

flache eine rechtsgangige oder linksgangige Schraubenflache, ist, 

bilden zwei sie bestimmende Geraden ein rechtsgewunderies oder ein 

linksgewundenes Paar(1). 

Ein linearer Komplex ist entweder rechtsgewunden oder links-

wunden, d.h. die zu seinen Ordnungskurven geharigen •‡2 koachsialen 

Schraubenkurven sind entweder samtlich rechtsgangig oder links-

gangig. Daher haben •‡1 koachsiale Schraubenflichen diese Schrau-

benkurven zu Leitkurven, sind mit ihren Regelsebaren im linearen 

Komplex enthalten und werden daher bzw. durch ein rechtsgewundenes 

oder ein linksgewundenes Paar Komplexstrahlen bestimmt, dessen 

beide Strahlen die Hauptachse des Komplexes rechtwinklig schneiden. 

Ein linearer Komplex ist durch seine Hauptachse h und seinem 

Komplexparameter.p  bestimmt, wenn durch das positive oder negative 

Vorzeichen dos Parameters p angegeben wird, ob der Komplex 

rechts- oder linksgewunden ist. 

Eine allgemeine Kollineation fuhrt ein rechts oder linksge-

wundenes Geradenpaar entweder in ein Geradenpaar mit. gleichem 

Windungssinne oder mit entgegengesetztem Windungssinneuber. 

Im ersten. Falle ist sie eine positive, im zwoiten Falle eine

(1) Herr Study,Die Degriffe Links, Rechts, Windungssinn und Drehungs-
sinn. A rchiv d. Mathem. u. Physik, 3. Reihe 21, 1913, S.193-226.
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negative Kollineation(1). Die Kollineationen ordnet die •‡5 linearen 

Komplexe paarweise einander zu, sie fuhrt insbesondere jeded spezi-

ellen linearen , Komplex mit dem Komplexparameter Null wieder in 

einen speziellen linearen Komplex uber. Homologe lineare Komplexe 

zweier kollineareen Raume haben daher Parameter mit gleichem oder 

mit entgegengesetztem Vorzeichen, je naehdem die, Kollineation der 

Raume eine positive oder negative ist. 1
9. Durch eine lineare Strahlenkongruenz gelien die •‡1 linearen 

Komplexe eines Komploxbuschels oder, wie man neuerdings auch 

sagt, eines F-Buschels. Der F-Buschel entbItlt zwei (reelle oder 

konjugiert imaginare) speziello Komplexe, deron Hauptaohsen die 

boiden Leitgeraden der Kongruenz sind. Eine Kollineation fuhrt 

stets ihre charakteristische Kongruenz C11 in sich uber und lasst 

dabei ihre Leitgeraden in Ruhe. Sie bestimint auf dem von der 

linearen Kongruenz C11 getragenen FBuschel zwei projektive kollokale 

Komplexbuschel erster Ordnung. Die (reellen oder konjugiert ima-

ginaren) Deckkomplexe der beiden kollokalen Komplexbuschel sind 

die beiden durch C11 gehenden speziellen linearen Komplexe. 

Die •‡1 linearen Komplexe , eines F-Buschels lassen sich projektiv 

auf die Punkto eines Kreises abbilden(2). Dabai sind die Winkel 

zwischen den Hauptachsen zweiser Komplexe gleich den durch ihre 

beiden Bildpunkte bestiminten Peripheriewinkeln des Bildkreises. 

Zwei der linearen Komplexe haben je eine der beiden Neben-
symmetrieachson e,f der linearen Tragerkongruenz C11 zur Hauptachse. 

Dem einen dieser beiden Komplexe kommt im  Buschel der

grosste Koniplexparameter pe, dem anderen, 
der kleinste Komplexparameter pf zu. 

Die Durchmessersehne des Bildkroises habe 
die Lange pe-pf(Fig. 2). Die beiden Bild-
punkte E, F der linearen Komplexe  
liegen auf einom Durchmesser des Bildkreises. 
Auf dem Durehnesser EF werde von F aus 
die Strecke pf bis zwn Punkte O nach innon 
oder nach aussen abgetragen, je nachdem 
pf ein negatives oder positives Vorzeichen 
hat. Die Normale p zum Durelitnessor EF in 

O heisat die Paramoterachse des Bildkreises.

(1) Die analytisehe Bedingung fur eine eire oder die andere Eigonart der 
Kollineation i1st bekanntlich das positive oder negative Vorzeichen ihrer Determinante. 

(2) Ball, Theory of screws, Cambridge 1900, Chaptar V.
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Der Komplexparameter eines gegebenen Komplexes des Buschels 

ist gleich gern Abstande seines Bildpunktes von der Parameterachse 

des Bildkreises. 

Die (reellen oder konjugiert imaginaren) Schnittpunkte der 

Parameterachse mit dem Bildkreise sind die Bildpunkte der beiden 

speziellen Komplexe des Buschels. Die von einer eliiptischen 

linearen Kongruenz getragenen •‡1 reellen linearen Komplexe haben 

daher entweder samtlich positive oder saintlich negative Komplex-

parameter. Eine parabolische lineare. Kongruenz tragt bekanntlich 

zwei zusamnzengefallone spezielle Komplexe mi dem Komplexpara-

meter Null. Die Komplexparameter ihrer •‡1 ubrigen reellon linearen 

Komplexe haben gleichfalls alle ein positives oder alle ein negatives 

Vorzeichen. Durch eine hyperbolische lineare Kongruenz dagogen 

gehen •‡1 reelle lineare Komplexe mit positivem Komplexparameter 

und •‡1 reelle lineare Komplexe mit negativem Komiplexparameter. 

Ersters werden von den letzteren durch die beiden speziellen linearen 

Komplexe mit dem Komplexparameter Null getrennt und die Bild-

punkte der ersteren werden von den Bildpunkten der letzteren durch 

die Parameterachse getrennt. 

20. Die Kollineation zweier Raume bestimmt auf ihrer charakteri-

stischen linearen Kongruenz C11 zwei kollokale projektive Buschel. 

Werden these auf einen Bildkreis k2 abgebildet, so sind die Bild-

punkte homologor Komplexe auf dem Bildkreise k2 hornologe Punkte 

zweier kollokalen projektiven . Punktreihen, welche die (reellen oder 

konjugiert imaginaren) Sclanittpunkte der Parameterachse p mit 

dem Bildkreise zu Deckpunkten haben. Hat die Kollineation eine 

elliptiscbe oder parabolische charakteristische Kongruenz C11 ,so fuhrt 

sie die linearen Komplexe dieser Kongruenz in ebensolche Komplexe 

mit demselben Parametervorzoichen uber; die Projektivitat der beiden 

kollokalen Busche auf C11 und die der beiden kollokalen Punkt-

reihen auf dem , Bildkreise k2 ist dabei stets eine gleicblaufige. Ist 

die charakteristische Kongruenz C11 aber eine hyperbolisehe, so liegen 

die Bildpunkte irgend zweier homologer Komplexe der beiden kollo-

kalen Buschel auf verschiedenen Seiten der Parameterachse oder 

auf derselben Seite, je nachdem die Projektivitat der beiden Buschel 

und der beiden Punktreihen eine gegen1hufige oder eine gleichlaufige 

ist. Aus alledem folgt: 

"Eine Kollineation fuhrt jeden linearen
. Komplex in cinen 

lincaren Komplex mit enitgegengesctztem oder mitglcichem Windungs-
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sinne uber, je nachdem sie auf ihrer charakteristischen Kongruenz 

zwei projektive gegenlduflge oder gleichlavfige  Buschel bestimmt. 

Bine positive Kollineation bestimmt auf jeder charakteristisehen 

Kongruenz zwei kallokate gleiehldufige Buschel, cine negative Kol-

lineation bestimmt auf ihr zwei kollokale gegenldufige Buschel" 

IV. Hermite'sche Kollineationen. 

21. Hat eine Kollineation ein Decktetraeder mit den (reellen 

oder konjugiert imaginaren) Gegenkantenpaaren  qr, st,uv, so fuhrt 

sie die drei sekundar involutorischen linearen  Kongruenzen Cq1r1, C, 

Cu1v1 mit den Leitgeradenpaaren qr, st.uv in sich uber. Je zwei 

Gegenkanten des . Tetraeders sind die Leitgeraden der einen involu-

torischen Kongruenz und die geineinschaftlichen Doppelstrahlen der 

beiden ubrigen (5). Die drei einfachen Rauinvierseite, stuv, gruv, 

grst sind bzw. die Basiskurven dreier F2 Buschel F2qr,F, F2uv, Die 

Flachen jedes der drei F2-Buschel werden je durch die eine der drei 

linearen Kongruenzen C, C, C beidscharig involutorisch gepaart 

und liegen je einscharig involutorisch in den sekundaren involutionen 

der beiden ubrigen linearen Kongruenzen. 

Die •‡1 durch die lineare Kongruenz C gehenden linearen 

Komplexe bilden den -Buschel K(1)uv Ein gegeboner Komplex  

von K(1)uv sendet in die lineare Kongruenz Cq1r1 eine Regelschar zweiter 

Ordnung von Komplexstrahlen, die durch die Strahlen s, t geht 

und also auf einer Flache des F2-Buschels F2uv liegt. Er sendet in 

die lineare Kongruenz Cs1t1 eine Regelschar zweiter Ordnungu von 

Komplexstrahlen, die durch die Strahlen q, ƒÁ geht und daher auf 

einer weiteren Flache des F2-Buschels F2uv liegt. Beschreibt der 

lineare Komplex den Buschel K(1)uv so durchlauft die •‡1 

Regelseharen des F2-Buschels F, aber durchlauft die •‡1 Leit-

scbaren diese F2-Buschels. Dabei liegen und i .a. auf zwei 

verschiedenen Fliachen des F2-Buschels F2uv. 

Umgekehrt sendet eine gegebene Regelflache R2 zweiter Ordnung 

des F2-Buschels. F2uv ihre eine Regelschar in einen linearen Strahlen-

komplex , ihre andere Regelschar in einen zwoiten linearen Strah- 

lenkomplex des Buschels K(1)uv. Die Komplexe und sind 

fureinander nullinvariant, weil jeder von beiden Komplexstrahlen 

enthalt, die durch den anderen paarweise einander zugeordnet werden. 

Durchlauft die Regelflache R2 die •‡1 Flachen des F2-Buschels F2uv, 

so beschreiben die •‡1 Paare fureinander nullinvarianter
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 Komplexe des ƒ¡-Buschels . Dieselben bilden eine Involution. 

 Aus alledem folgt: 

•gDie konjngierten Strahlen einer sekundar iuvolutorischen 

 linearen Kongruenz  mit paarweise (reellen oder konjtrgiert ima-

 ginaren) windschiefen Doppelstrahlen sind reziproke Polaren fur die 

Flachen eines F2-Busehels. Der F2-Busehel hat das von lenen Dop-

 pelstrahlen gebildete Raumvierscit zur Basiskurve. Eine gegebene 

Flache des F2-Buschels sendet je ihre Regelschar und ihre Leitschar 

 in zwei fureinander nullinvariante lineare Komplexe des von  

getragenen ƒ¡-Buschels. Bin gegebener linearer Komplex von  

 enthdlt je eine Regelschar von zwei verschiedenen Flachen des F2-

 Buschels. Die linearen Komplexe des f-Buschels sind involutorisch 

gepaart, wenn je zwei Komplexe einander zugeordnct werden, von 

 denen der eine die Regelschar, der andere die Leitsehar derselben 

 Flache des F2-Buschels enthalt. Die Flachen des F2-Buschels sind 

involutorisch gepaart, wenn je zwei Flachen einander zugeordnet 

werdeu, die einscharig in demselben linearen Komplex des ƒ¡-Buschels 

liegen." 

22. Fuhrt eine Kollineation eine Regelflace zweiter Ordnung 

R2 so in sich uber, dass dabei Regelschar und Leitschar der Flache in 

sich ubergehen, so nennt man sie wohl eine eigentlische Hermite'sche 

Kollineation. Daneben gibt es soldhe Kollineationen, welche die 

 Regelflttche R2 in sich uberfuhren indem sie ihre Regelstrahlen mit 

den Leitstrahlen vertatischen. Wahrend  also die eigentliche Her-

mite'sche Kollineation stets eine positive ist, sind diese Kollineationen 

 negativ. Wir scheiden im folgeriden alle Kollineationen, die eine 

reelle Regelflache zweiter Ordnung in sich uberfiihren, in •gpositive" 

und •gnegative Hermite'sche" Kollineationen je nachdem jede der 

 boiden Regelscharen in sick oder in die andere ubergeht(1). 

Die positive Hermite'sche Kollineation bestimmt auf beiden 

 Regelscharen der Flaehe R2 je zwei kollokale projektive Regelscharen 

zweiter Ordnung mit je zwei (reellen oder konjugiert imaginaren) 

windschiefen  Doppelstrahlen qr,st. Die Flache R2 geht daher stets 

durch eines der drei einfaehn Raurnvierseite, die im, Decktetraeder 

der beiden kollinearen Raune enthalten sind. Die Hermite'sche

(1) Es ist gewohnlich ublich, die positiven He rmite'schen Kollineationen 
ale die eigentlichen Hermite'schen zu bezeichnen. Diese Bezeichnungsweise ist 
uhgeeignet, well sie den wesentliehen Unterachied der beiden Kollineationsarten 
nicht zum Ausdrack bringt.
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Kollineation fuhrt, jede durch dieses Raumvierseit gehende Regel-
                   flache zweiter Ordnunng in sich uber. Das ubrigbleibende dritte Paar 

Gegermten.u,des Decktetraeders bildet die Leitgeraden der charak- 
terisfasche Kongruenz  und die Flache R2 bedingt auf eine 
sekundare.charakteristische Involution der positiven Hermite'schen 
Kollineation. Andererseits liegt jede die charakteristische Involution 
auf bedingende Regelflache zweiter Ordnung einseharig involu-
torisch in der charakteristischen Kongruenz m it den Leitgeraden 
q, r und einscharig involutorisch in der charakteristischen Kongruenz 

mit den Leitgeraden s, t. Daraus folgt in Verbindung mit dem 
vorhergehenden Satze: 

•gEine positive Hermite'sche Kollineation fuhrt jcde in ihrer 

charakteristischen Involution einscharig involutorisch enthaltene Re-

gelfldche zweiter Ordnung  und jede die charakteristisehe Involution 

bedingende Regelflache zweiter Ordnung beidschariq in sich uber. 

Eine positive Hermite'sche Kollineation fuhrt jeden durch ihre 

charakteristische Kongruenz gehenden linearen Komplex in sich uber." 

Eine einscharig in einer linearen Kongruenz enthaltene Flache 

zweiter Ordnung bedingt eine primatre Involution der Kongruenz-

strahlen. Daher gilt: 

•gEine positive Hermite'sche Kollineation lasst•‡1 primare 

polare Raume ihrer charakteristischen Kongruenz invariant, diese 

bilden einen Buschel polarer Raume." 

Eine gescharte Kollineation ist bekanntlich stets eine positive He- 

rmite'sche Kollineation. Eine halhgescharte Kollineation vertauscht 

die konjugierten Strahlen ihrer charakteristischen Inzolutionen 

miteinander. Hat die halbgescharte Kollineation paarweise (reelle 

odor konjugiert imaginare) windschiefe Doppelstrahlen, so fuhrt sie 

•‡1 involutorische reelle Regelscharen zweiter Ordnung in sich uber, 

itidem sie konjugierte Strahlen jeder einzelnen Regelsehar miteinander 

vertauscht; mit anderen Worten : 

•gEine halbgeseharte Kollineation mit paarweise windschiefen 

Doppelstrahlen ist eine positive Hermrite'schc Kollineation." 

23. Geht eine reelle Regelfaohe zweiter Ordnung R2 durch eine 

negative Hermite'sche Kollineation in sich uber, so enthalt sie zwei 

Eckpunkte A, B des Decktotraeders (Fig.3). Sie wird in ihnen von 

den Seitenebonen ADC und BDC des Decktetwders bertihrt ; ihre 

in diesen Ebenen mit A und B inzidenten Strahlen ra, ra•L und rb, 

rb•L werden durch die Kollineation je untereinander involutorishe
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vertauscbt(1). Die Sohnitpunkte X, X•L dieser 

Strahlen mit der Kante CD des Tetraeders 

werden durch die Deckpunkte C, D harmo-

nisoh getrennt. Daher enthalt eine negative 

Hermite'sche Kollineation eine Punktinvo- 

lution auf der einen Kante CD ihres Deck-

tetraeders und eine  Ebeneninvolution durch 

die gegenuberliegende Kante AB und es folgt: 

•gEine negative Hermite'sche Kolliuea-

tion ist eine halbachsiale Kollineation.•h

Umgekehrt ist eine halbachsiale Kollineation, die zwei reelle 

involutorische Strah1enbuschel erster Ordnung enthalt, eine negative 

Hermite'sche Kollineation. Die zweite Potenz einer halbachsialen 

Kollineation ist eine allgemeine aohsiale Kollineation. Also ist 

bewiesen: 

•gEine allgemeine achsiale Kollineation  mit zwei reellen Strah-

lenbilscheln erster 0rdnung von Doppelstrahlen ist eine positive 

Hermite'sche Kollineation." 

Eine negative Hermite'sche Kollineation fuhrt niemals die 

primaren polaren Raume ihrer charakteristischen Kongruenz in sich ub
er. 

V. Spezielle Kollineationen. 

24. Die achsial translatorische lineare Kongruonz H11 ist hyler-

bolisch. Sie hat eine eigentliche Leitgerade u und eine unendlich 

ferne u, schiefwinklige kreuzende Leitgerade ƒÒ•‡ In jeder Ebene liegt 

ein zu u normaler Kongruenzstrahl. Er ist eine Hauptsytmmetrie-

achse von H11(2). 

Hat eine Kollineation eine achsial translatorische lineare Kon-

gruenzr zur charakteristischen Kongraenz, so heisse sie eine achsial 

translatorische Kollineation. Die achsial translatorische Kollineation 

fihrt die mit ƒÒ•‡ inzidenten Ebenen ineinanderuber. Je zwei 

homologe Ebenen von ƒÒ•‡ tragen zwei affine homologe Felder der 

beiden durch die Kollineation aufoinander be zogenen Raume ƒ°, ƒ°1. 

Einander entsprechende Kongruenzstrahlen von H11 sind Trager 

homologer ahnlicher Punktreihen. Der unendlich fernen Ebenen 

entspricht im jeden der beiden Raume ƒ°,ƒ°1 die mit ƒÒ•‡ inzidente 

Fig. 3.

(1) Zeuthen, Mathem. Annalen, Bd. 18, S. 33 •˜‡U. 

(2) Herr Jollea, Die Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, 

Nr. 22.
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Fluchtebene  Den zu der Fluchtebene and ƒ° normalen 

Strahlen entspreohen in ƒ°1 die Strahlen eines zentrisclien Bundels, 

dessen Mittelpunkt N1 in liegt (Fig. 4). Die Raume enthalten 

daher i.a. nur zwei parallele homologe Geraden n, n1, welche den 

Doppelstrahl ƒÒ•‡ recbtwinklig kreuzen. Einem gegebenem Rotations-

zylinder Z2 im Raume ƒ° mit der Achse n entspricht in ƒ°1 ein Kegel 

K21 zweiter Ordnung, der n1 zur Hauptachse und N1 zum Mittel-

punkt hat. Der Kegel K21 
sehneidet den mit ihm 
koaohsialen und zu Z2 kon-

gruenten Zyliuder in einer 
zweiteiligen biquadratisch-
en Raumkurve erster Art 

k4, Die aus den Punkten 
von k4 auf die Achse n1 

gefallten Lote sind Trager 
von Punktreihen, die zu
ihren homologen Punktreihen im ƒ° kongruent sind. Ebenso ist 

jede Punktreihe erster Ordnung des Raumes ƒ°1, deren Trager zu 

einem solchen Lote parallel ist and mit ihm den gleichen Abstand 

von der Fluchtebene von ƒ°1 hat, zu ihrer homologen Punktreihe 

in ƒ° kongruent. 

Die von k4 auf n1 gefallten Lote sind Bisekanten von k4 und die 

Regelstrahlen eines geraden Konoides K1. Das Konoid K1 ist vom 

achten Gerade. Es hat die •Rauiukurve k4 und die Stra lea n1, ƒÒ•‡ 

zu Leitkurven und besteht aus zwei kongruenten Mantoln. Die 

Gerade n1 ist vierfacher Strahl, Symmetrieachse und Striktionslinie 

des Konoides, die Fluchtebene  und die beiden durch n1 gehenden 

Symmetrieebenen des Kegels k21 seine Symmetrieebenen. Im Raume 

ƒ° entspricht dem Konoide Ki ein ebensolches Konoid K mit der 

Symmetrieachse n und der Symtnetrieebene  Die Regelstrahlen 

beider Konoide sind hotnologe Strahlen der kollinearen Raume und 

Trager homologer kongruenter Punktreihen. Die zu n und n1 

senkrechten Beruhrungsebenen der Raumkurven k4,k41 sind Kuspidal-

ebenen der beiden Konoide, jede von ihnen enthalt einen doppelten 

Kuspidalstrahl und zwei Kuspidalpunkte, Diese Ebenen, Strablen 

und Punkte sind paarweise homologe Elemente vonƒ° and ƒ°1. Der 

Schnittpunkt der Fluchtebene mit der Symmetrieachse des Konoides 

heisst der Mittelpunkt desselben.
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25. Ein besonderer Fall der achsial translator iseben Kongruenz 

ist die helikoidische Kongruenz. Ihre unendlich ferne Leitgerade ƒÒ•‡ 

kreuzt die eigentliche Leitgerade u rechtwinklig. Eine helikoidische 

Kollineation hat eine helikoidische Kongruenz zur charakteristischen 

Kongruenz. Die beiden homologen Konoide (24) zweier durch eine 

solche Kollineation auf einander bezogenen Raume ƒ°, ƒ°1 haben u 

und ƒÒ•‡  genneinsam zu Leitstrahlen und haben beide den Strahl u 

zur Symmetrieachse und Striktionslinie. Die Mittelpunkte F, F•L der 

beiden Konoide mogen die •gBrennpunkte" der kollinearen Raume 

heissen ihre mit 1iesen  inzidgnten Symmotrieebenen (Flucht-

ebenen) die •gBrennebenen •h. Die vier Mantel der beiden Konoide 

e ntsprechon einander  paarweise mit ihren Punkten, Regelstrahlen 

und Tangentialehenen. 

Entspircht einem Rotationszyliner mit der Achse u im Raume 

ƒ°1 ein Rotationskegel, so arten die Regelscharen der beiden Konoide 

je in zwei zu u normale Strahlenbuschel erster Ordnung aus. Die 

Ebenenpaare ƒÐ, ƒÁ und ƒÐl, ƒÁ1 dieser Strahtenbuschel sind homologe 

Ebenenpaare der kollinearen Raume. Die homologen Ebenen ƒÐ, ƒÐ1 

und ƒÁ,ƒÁl tragen kongruente homologe Felder der kollinearen Raume. 

Sie heissen die •gHauptebenen" dieser speziellen helikoidischen Kol-

lineationen, ihre Schnittpunkte mit u die •gHauptpunkte" Die 

Kollineation ist rotationssyminetrisch zum Doppelstrahle u. Die 

beiden durch sie auf einander bezogenen Raume konnen durch 

Schraubung um u in perspektive Lage gebracht werden. Homologe 

Ebenen senkrecht zu u tragen homologe ahnliche Felder der kolli-

nearen Raume. 

Der einem gegebenen Rotationszylinder Z2 von ƒ° mit der Achse 

u entsprechende Rotationskegel von ƒ°1 hat den Brennpunkt F•L von 

ƒ°1 zum Mittelpunkt und schneidet die Hauptebenen ƒÐl, ƒÁ1 in denselben 

Kreisen wie Z2. Umgekehrt entsprieht einem Rotationszylinder von 

ƒ°1 mit der Achse u in ƒ° ein Rotationskegel mit dem Mittelpunkte 

F, der die Hauptebenen ƒÐ, ƒÁ in den gleichen Kreisen wie jener 

Zylinder schneidet, 

Eine zum Doppelstrahle u rotationssymmetrische helikoidisehe 

Kollineation ist bestimmt durch ihre beiden Brennpunkte F, F•L, ein 

Paar homologer Hauptpunkte H, H1 und durch die Projektivitat der 

beiden von u getragenen homologen Ebenenbiischeln erster Ordnung. 

Ein gegebener Punkt P von ƒ° liege in der EbeneƒÎ von u (Fig. 5), 

habe von u den Abstand d und sein mit F inzidenter Strahl schneide
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Fig. 5.

die. Hauptebene ƒÐ im Abstande  s von u. Dann liegt der entspre-

chende Punkt P1 von ƒ°1 in, der  Ebene ƒÎ1 von u, hat von u den 

Abstand s und sein mit F•L inzidenter Strahl schneidet die Haupt, 

ebene ƒÐ1  im Abstaride d von  u. 

Besondere Kollineationen dieser Art sind die in der geoinetrischen 

Optik als parachsiale Abbildungen gebrauschlichen Kollineationen. 

Ihre charakteristische Involution auf der helikoidischen Kongruenz 

ist eine sekundare inzidentpaarige. Fur sie ist u die sogenannte 

optische Achse, und sie  haben die •‡1 Ebenen von u zu Doppel-

ebenen. Objektraum und Bildraum lassen sich daher mit Hilfe 

ihrer Brennpunkte und Hauptpunkte(1) leicht aufeinander beziehen. 

1928, Habilitationsschrift an der 

Technische Hochschule, Berlin.

(1) Gauss, Dioptrlsche Untersuchungen, 1840, Werke T.V, p. 245.


