licber die Theorie der Tragheitskegelschnitte,
von
Gorhard Haexzer in Berlin-Wittenau, Deutschland.

Dass ein endlich begrenztes ebenes Flichenstiick jedem . Punkte
seiner IBbene eine Triigheitsellipse zuweist, ist bekannt genug. - Die
Eigéenschaften der Trighéitsellipsen sind in der Theorie der Zentri-
fugal- und Trigheitsmomente vielfach ersrtert worden. Das Flidchen-
stick bestimmt auch ein mit dieser Theorie verkniipftes polares Feld,
auf das- Culmann(?) zuerst hingewiesen hat. Nun liisst sich dieses
polare Feld. aus dem Zentrifugalmomente des Fliichenstiickes ableiten
und die Trigheitsellipse eines gegebenen Punktes P erscheint dann
als cine geometrische Eigenschaft des polaren Feldes: = Dreht sich ein
Strahl um den Puinkt P, so umhiillen die beiden von ihm gleich
weit abstehenden und zu ihm parallelen, konjugierten Strahlen des
polaren Feldes die Triigheitsellipse von P. - Die weiteren Kigenschaften
der Triigheitsellipse folgen alsdann zwanglos aus geometrischen Sitzen
des polaren Feldes. ‘

Diese Ableitung gestaltet die Theorie der Zentrifugal- und Trig.
heitsmomente fiusserst einfach und tibexsichtlich( *). 1s ist aber bisher
kaum beachtet worden, dass hinter ihr allgemeinere Eigenschaften
des polaren Feldes stehen, die es gestatten, die Theorie der Trigheits-
ellipse zu der allgemeineren Theorie des ‘‘ Trigheitskegelschnittes ”’
zu erweitern. Hierfiir werden im folgenden die wesentlichsten Sitze
angegeben.

1. Bine symmetrische Punktinvolution auf einer Gerade g ordnet
je zwei Punkte ecinander zu, die von dem im Endlichen liegenden
Doppolpunkte P der Involution gleichen Abstand haben. Sie be-
stimmt eine involutorische Transformation ¢,. Aus ¢, und einer
anderen gegebonen involutorischen Transformation ¢ resultiert eine
projektive Transformation . Die beiden durch 4 bestimmten (re-

() Culmann, Die graphische Statik, Ziirich, 2, Abschn., 7, Kap. §63-67.

(2) Herr Jolles, Synthetische Theoric der Zentrifugal- u, Trigheitsmomente
einea cbenen Fliichenstiickes, Archiv der Mathematik u, Physik, III, 2. Bd. 8. 827-
341.—~Diese Abhandlung . enthiilt die nachfolgenden Resultate soweit sie sich 'auf
polare Felder mit imaginirer Inzidenzkurve bezichen.
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ellen oder konjugiert imaginéiren) liegen zu P symmetrisch und werden
durch @ einander zugeordnet. Daher gilt der Satz:

“Sind g(Ady, BBy,.. .., XXy,....) die"Punlctejware' edner Involy-
tion auf einer CGlerade y, so liegt ein gegebener Punkt P wvon g stels
in der Mitle zwischen zwei einander zugeordneten (reellen oder kon-
Jugicrt imagindren) Punkten dieser Inwolution.”

2 In einem polaren Felde mit der (reellen oder imaginiren)
Inzidenzkurve v ist ein gegebener Durchmesser d von ¥°der Triger
einer (hyperbolischen oder elliptischen) Involution konjugierter Punkte.
Der Schnittpunkt P eines gegebenen Strahles d; mit dem ihm kon-
jugierten Durchmesser d des Feldes (Fig. 1) hilftet daher den Abstand
zweier auf d liegenden (reellen -oder konjugiert imagindren) ‘kon-
jugierten Punkten @, G4 (1). Zieht man durch G und G, die Parallelen
g und g1 zu dy, so sind g und g als Polaren von bzw, Gy und G
konjugierte Strahlen und haben von P gleichen Abstand.

Der Punkt P trigt im polaren Felde eine Involution konjugierter
Strahlen. Ist dem gegebenen Strahle ¥ von P der Strahl p kon-
jugiert, so sind die Geraden g und g, Trdger zweier projektiver -
Punktreihen, wenn den Schnittpunkten. X, X; der xr und 13 mit ¢
die Schnittpunkte X/, X' der g, und ¢ mit g, entsprechen. Die
projektiven Punktreiheng(....,X,...., Xi,... Jand g:(.. .., X4',.. ..,
X',....) erzeugen einen durch g und ¢ gehenden Strahlenbiischel
zweiter Ordnung, sobald g, g die Involution konjugierter Strahlen von
P beschreiben. Je zwei Strahlen XX, und X;X' dieses Strahlen-
biischels zweiter Ordnung sind zueinander parallel und haben von
P gleichen Abstand.

Die Punkte X, X;, X', Xi' bestimmen ein Polarvmxeck des polaren
Feldes, weil zwei Paar Geg,ensmten, ndmlich ¢, g, und g, . aus kon-
jugierten Strahlen des polaren Feldes bestehen. Daher sind auch
XX und XiX' konjugierte Strahlen und es gilt:

““ Dreht sich in einem polaren Felde cin gegebener Strahl wm

" einen seiner Punkte P, so umhiillen die zu thm parallelen und von
thm gleich weit entfernten konjugierten Strahlen des polarven Feldes
eimen Kegelschnitt = mit dem Mittelpunkte P. Die Involution der
konjugierten Strahlen von P im polaren Felde ist die Involution der
konjugierten Durchmesser des Kegelschnittes ='.”

3. Wie eingangs erwiihnt. wurde, lisst sich das mit der Theorie
dor Zentrifugal- und Trégheitsmomente eines ebenen Fldchenstiickes
verkniipfte polare Feld aus dem Zentrifugalmomente dieses Fliichen-
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Fig. 1

stiickes herleiten (Anm. 2). In dem endlich begrenzten ebenen
Ilichenstiicke I" habe ein gegebenes Element dF von einem in seiner
Ebene liegenden Strahle » den parallel zu einer gegebenen Richtung
¢ gemessenen Abstand 7, und von einem Strahle y den parallel zu
einer Richtung 9 gemessenen Abstand #,. Dann heisst bekanntlich
das tber das Flichenstiick F erstrecke Integral
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: f r.1dF das Zentrifugalmoment von F beziiglich 2, y. Es geht,
»
wenn z mit ¥ und ¢ mit vy zusammenfillt, in das Trigheitsmoment

f r-dF von F beziuglich a iber.

lvi'it denselben Bezeichnungen heisst das Iﬁtegml

f r.dI" das statische Moment von F beziiglich z. Wird nun jedem
Elem:nte dF eine seinem Abstande 7. von 2 proportionale Masse

zuerteilt, so ist hierdurch ein Massensystem M. = f r.dF bestimmt

und es entspricht dem Strahle eindeutig der Schwerpunkt X von
M,.. Das Integral

f v 1,d F stellt nunmehr das statische Moment von M’,, beziiglich
F

des Strahles y dar. Es verschwindet daher, wenn y durch den
Schwerpunkt X' von M,. geht. Nun ist

f (1 d F) = f r(1:dF), d.h. ein gegebener Strahl 4 geht durch
»r F

den Schwerpunkt X von M,,, wenn der Schwerpunkt ¥ von M,, auf
 liegt. Einem gegebenen Punkte X der Ebene ist also ein Strahl
& zugeordnet, den Strahlen y.... des Strahlenbiischels X entsprechen
die Punkte Y.... der Punktreihe 2. Das Flichenstiick F bestimmt
also in seinor Ebene durch sein Zentrifugalmoment ein polares Feld
S Besiiglich irgend zweier konjugierten Strahlen von f* versch-
windet das Zentrifugalmoment von F. Mit jeder Tangente der In-
zidenzkurve des polaren Feldes fallen zwei konjugierte Strahlen.
zusammen und das Zentrifugalmoment geht in das Trégheitsmoment
beziiglich jemer Tangente t@ber. Da nun das Triigheitsmoment von
F niemals Null wird, so hat f* cine imaginire Inzidenzkurve. Die
konjugierten Strahlen eines Punktés im polaren TFelde sind seine
Triigheitsachsen fiir das Flichenstiick.

Herr Jolles hat weiter nachgewiesen, dass die Trigheitsellipse,
die das Tlichenstiick F einem gegebenen Punkte P zuordnet. von den
von P paarweise gleich weit abstehenden, parallelen und konjugierten
Strahlen des polaren Feldes f* umhiillt wird. -Die Trigheitsellipse
von P ist also identisch mit dem Kegelschnitte =% den das polare
TFeld f? nach Nr. 2 dem Punkte P zuweist. -Aus diesem Grunde bezei-
chnen wir die in Nr: 2 abgeleiteten Kegelschnitte =* eines gegebenen
polaren Feldes als die ‘‘ Trigheitskegelschnitte in. polaren Felde,’”
oder :
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“ Dreht sich in cinem polaren Felde cin gegebemer Strahl wm
einen seiner Punkle P, so wmlilllen die zu ihm parallelen und von
thm gleich weit entfernicn, konjugierten Strahlen des polaren  Feldes
cinen Kegelschnitt w* mit dem Mittelpunkte P, den Trdgheitskegel-
schntit won P.”

4. In einem polaren Felde sind die konjugierten Normalstrahlen
einos oregebenen Punktes P die Hauptachsen seines Trigheitskegel-
schnittes =%, die (reellen oder konjugiert imaginiren) Doppe]strahlen
der Involution konjugierter Strahlen von P sind die Asymptoten vén
n*. Ist daher die Inzidenzkurve " des polaren Feldes eine Ellipse,
so ist der Triigheitskegélschnitt eines Punktes P eine Hyperbel oder
ein imagindrer Kegelschnitt, je nachdemm P ausserhalb oder inner-
halb der Inzidenzkurve liegt. Ein polares Feld mit einer Hyperbel
als Inzidenzkurve weist einem Punkte P eine Hyperbel oder eine
Ellipse als Trigheitskegelschnitt zu, je nachdéem P ausserhalb' oder
innerhalb der Inzidenzkurve liegt.- Alle Triigheitskegelschnitte eines
polaren Feldes mit imaginirer Inzidenzkurve sind Ellipsen. Der
Sonderfall, dass die Inzidenzkurve eine Parabel ist, werde hier ans-
geschlossen.

Der dem Mittelpunkte S des polaren Feldes zugewiesene Trig-
heitskegelschnitt o heisse der ‘‘zentrale Trigheitskegelschnitt”” des
polaren TFeldes. Er hat mit ihm seine Durchmesserinvolution ge-_
mein.  Von zwei parallelen. Tangenten des zentralen Trigheitske-
gelschnittes o* hat jede den Berithrungspunkt der anderen zum' Pol
(2). Diese beiden Pole sind konjugierte Punkte und-es folgt:

““ Der Inzidenzkegelschnitt des polaren Feldes und sein zentraler
Trégheitskegelschnitt simd fireinander polarinvariant.’”

Dio beiden Kegelschnitte bestimmen zwei polare Korrelationen.
Diese ‘sind miteinander vertauschbar und durch ihre Resultierende
ist die perspektive Involution bestimmt, welche den Mittelpunkt S
des polaren Teldes zum Zentrum und die unendlich ferne -Gerade
zur Involutionsachse hat, also die Spiegelung am Punkte S. Deshalb
folgt:

“ Die Pole ¢iner gegebenen Geraden beztiglich der Inzidenzkurve
des polaren Feldes und besiiglich seines zentralen Trigheitskegel-
schnittes gehen durch Spicgelung am Mittelpunkie auseinander her-
vor. Die Polaren eines gegcbenen Punktes sind parallel.’’

5. Alle Trigheitskegelschnitte, - deren Mittelpunkte auf einer
Gerade ¢ liegen, berithren die beiden von g gleich weit abstehenden,
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zu ¢ parallelen, konjugiertenn Strahlen in Punktepaaren: 7', 7%, 7".
Yy Det Verbindungsstiahl eines solchen Punktepaares 7', T’ ist
aber "stets der zu g konjugierte Durchmesser des in 7' und 7%
bertthrenden Triigheitskegelschnittés. Mithin sind alle solche Veor-
bindungsstrahlen dem Strahle g im polaren Felde konjugiert (2)
und gehen durch den Pol von g, oder:

“ Alle Tragheztskegelschmtte, deren Mittelpunkie auf deoselben
Gerade g liegen, berdhren die beiden von g glesch weit abstehenden
konjugierten Strahlen in - Punlctepaaren, deren Verbindungsgeraden
durch den Pol von g gehen(').”’

Die Brennpunkte F, F' des polaren Feldes sind Triiger orthogo-
naler Strahleninvolutionen. Thre Trigheitskegelschnitte sind daher
reelle Kreise wenn das polare Feld einen Hyperbel oder einen imagini.-
ren Kegelschnitt zur Inzidenzkurve hat (4). Die Durchmessersehnen
dieser Kreise habon dieselbe Liéinge wie die zum Durchmesser FF'
des polaren Feldes normale Achso des zentralen Triigheitskegelschnittes.

6. Die Brennpunkte F, F' des polaren Feldes bestimmen eine
Schar konfokaler Kegelschnitte, deren Brennpunkte sie sind. Von
der Haupt- und der Nebenachse des Trigheitskegelschnittes eines
Punktes P beriihrt die eine die durch P gehende Hyperbel, die andere
die durch P gehende Ellipse aus der Schar konfokaler. Kegel-
schnitte,

Die Tangentenpaare vom Punkte P an die mit dem polaren
Felde konfokalen Kegelschnitte sind die Strahlenpaare einer sym-
metrischen Involution. Die normalen Doppelstrahlen der Involution
fallen mit den Achsen des Trigheitskegelschnittes #* von P zusam-
men. Zwei konjugierte Strahlen 2, 2/ der symmetrischen Involution
berithren den gegebenen Kegelschnitt ¢* aus der Schar der kon-
fokalen Kegelschnitte und fallen mit zwei Durchmessern von =°
zusammen, die zu der Hauptachse von #* symmetrisch liegen. Die
von z gleich weit entfernten konjugierten Strahlen t, #, des polaren
Feldes haben daher von z denselben Abstand, den die von 2’ gleich
weit entfernten konjugierton Strahlen ¢, &/ von 2/ haben. Gleitet »
als Tangente an ¢@? so bleibt der Abstaud der von z gleich weit
entfernten konjugierten Parallelstrahlen des polaren Feldes derselbe
wie der Abstand der Strahlen #, /. Daher ist bewiesen:

“ Glettet ein Sirahl g an einem der komfokalen Kegelschnitte

(') Herr Jolles, a.a. 0. S 836.
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@> des polaren Feldes, so umhiillen die von g gleich weit abstehenden
konjugierten Strahlen zwei zv @ dhnliche und d@hnlich liegende
Kegelschnitle,”’

- Alle Tréigheitskegelschnitte, deren Mittelpunkte auf demselben
Kegelschnitte ¢ aus der Schar der konfokalen Kegelschnit.te liegen,
enthalten auf ihren mit den Normalen von ¢? zusammonfallenden
Achsen glemh lange Sehnen.

““ Jede mit dem polaren Felde konfokale Ellipse (Hype'rbel) 18t
der Ort solcher Punkte, deren 1" agheztskeqelschmtte gleich lcmge
Hauptachsen (Nebenachsen) haben.’

Eine Ellipse und eine Hyperbel aus der Schar der konfokalen
Kegelschnitte schneiden einander in vier Punkten. Die Traghelts-
kegelschnitte dieser vier Punkte sind kongruent

Dreht sich ein Strahl um einen seiner Punkte Z, so umhlillt
der konjugierte Normalstrahl eine Parabel. Der Schnittpunkt beldex_'
Strahlen beschriebt eine rationale Kurve dritter Ordnung mit dem
Doppelpunkte Z. Die Mittelpunkte aller Triigheitskegelschnitte, die
ibre eine Achse durch Z senden, erfiillen diese Kurve.




46 GERHARD HAENZEL:

7. 'Von den konjugierten Normalstrahlen e, & ‘eines Punktes P
(Fig. 2) berithre ¢ die durch P gehende Ellipse =2, h die durch P
gehende Hyperbel .’ aus der Schar der konfokalen Kegelschnitte.
Auf h liegt die Hauptachse a, des Triigheitskegelschnittes #* von
P, auf ¢ seine Nebenachse b,. Xs sei d der zu ¢ parallele, di der
zu ¢ konjugierte Durchmesser des polaren Feldes und es schneide d;
den Strahl ¢ in P/. Im Triigheitskegelschnitte =/ mit dem Mittel-
‘punkte P' sei auf dy die (reelle oder imaginire) Durchmesserhalbsehne
pa enthalten. Die Inzidenzkurve 9* des polaren IKeldes enthalte auf
dy die (relle oder imagindre) Durchmesserhalbsehne ¢, Dann bestoht
nach. Nr. 1 und Nr. 2 die Gleichung:

pd=pP"— (e
Schliessen d; und d den Winkel o ein, so ist der Abstand der
Strablen d und ¢ voneinander: au.=gP'sine. Die eine Achse ax
des Trigheitskegelschnittes #* von P ist a,=pasine. Der Abstand

des Strahles d von der zu d parallelen Tangente der Inzidenzkurve
7" betrigt ay=¢ sine. Daher gilt:

ar=a%—(a3). @0
2 2
Es gei iz—+ %/;-= dio Gleichung der Inzidenzkurve v* des
Oy v

polaren Ieldes, wobei av, by nach Bedarf reelle oder imaginire
Werte annehmen, je nachdem «* eine Ellipse, Hyperbel oder ein
imaginédrer Kegelschnitt ist. Die Schar der mit ihr konfokalen Ke-
gelschnitte wird dann mittels eines Parameters A dargestellt durch:
2 ]
29; + ’?/ =
ay+ N y+A

Aus dieser Schar gehe durch den Punkt P die Ellipse =% mit dem
Parameterwert A, und die Hyperbel =% mit dem Parameterwert A,
sodass die halbe Hauptachse der Ellipse die Linge a.=~"a}+A. ,
die halbe Hauptachse der Hyporbel die Liinge a,=V"aZ+ A, hat. Fiir
* die halbe Hauptachse a, und die halbe Nebenachse b, des Trigheitske-
gelschnittes #* von P gelten dann auf Grund des Satzos aus Nr. 6
und nach Gleichung (I) die Beziehungen:

1.

az=ai—0y=aj+N—ai=2,,
Vi=ar—ay=ay+ M —ai=2n,,
oder =V, by=ANy
mit anderen Worten
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‘““ Legt man dic Inzidenzkurve des polaren Feldes einem System
elliptischer Koordinaten zu Grunde, so sind die halbe Hauplachse
und die halbe Nebenachse eines Trdgheitskegelschnittes gegcben
durch die absoluten Quadratwurzeln aus den cllzpt@schen Ixooqdznatcn
A seines Mittelpunktes.”’

8. Unsere Untersuchung ergab, dass jeder Punkt P cines
polaren Feldes Mittelpunkt eines Triigheitskegelschnittes ist, den die
von P paarwewe gleich weit abstehenden, einander parallelen,. kon-
jugierten Strahlen umhiillen. Richtung und Liinge seiner Hauptachsen
liessen sich mit Hilfe der dem polaren Folde konfokalen Kegel-
schnitte leicht angeben. Auf die analogen Eigenschaften des polaren
Raumes werde hier nur hingewiesen.

Gehodren einem mit Masse belegten ebenen Fldchenstiicke nur
Massenteile ¢in und desselben Vorzeichens an, so hat das mit ihm
verkniipfte polare Feld eine imaginidre Inzidenzkurve. Treten da-
gegen positive und negative Massenteile auf, so verschwindet das
Trigheitsmoment fiir die Tangenten eines reollen Kegelschnittes und
an die Stelle der Theorie der Trigheitsellipse tritt die allgemeinere
Theorie des Triigheitskegelschnittes. DBeide I'dlle lassen sich jetzt
mittels der dargelegten Eigenschaften des polaren Feldes einheitlich
béhandeln. -




