
Uber die Tregheitsfiaehen des polsren Roumes, 

VON 

Gerhard HAENZEL in Berlin. 

schon Culmann (1)hat gezeigt,dass ein endlich begrenztes 

Raumstuck durch seine Zentrifugal- and Tragheitsmomente mit dem

(rccllcn)pelaren Raumc ciner imaginaren Fiache zweiter Ordnung
eng verknupft ist. Spater hat Herr Jolles(2) die Theorie der 
Zentrifugal und Tragheitsmomente eines Raumstuckes einer ein-

fachen projektiv-geometrischen Bebandlungsweise zuganglich gemacht . 
Das Tragheitsellipsoid tines gegebenen Punktes and die init ihm 
zusaininenhangenden Theoreine uber die Zentrifugal und Tragheits-
momente ergeben sich daboi als geometrische Eigenschaften eines 
reellen polaren Raumes,der seinerseits durch das gegebene Raurnstuck 
bestimint ist. 

Der mit dem Raumstuck verbundene polare Raum hat stets eine 
imaginare Inzidenzflache.Seine fur die Theorie der Zentrifugal-
und Tragheitsmoinente wesentlichen Sittze bleiben aber auch in 
Kraft, wenn als Inzidenzflache ein Ellipsoid,ein Strahlenhyperboloid 
oiler ein strahlenloses Hyperboloid zu Grunde liegt. An Stelle der 
Tragheitsellipsoide treten dann andere (reelle oder imagimare) Fiachen 
zweiter Ordnung und es gelingt in der folgenden A bhandlung die 
Theorie dieser Tragheitsflachen des polaren Raumes " in ihren 
Grundzugen zu " entwickeln. Dabei entspricht es der Natur der Sache, 
class manehe der angegebenen Resultate fur den speziellen Fall des 
(reellen) polaren Rawnes mit imaginarer Inzidenzflache bereits von 
Herrn Jolles bewiesen wurden. 

1.Die Inzidenzflache I2 eines gegebenen reellen polaren Raumes 
sei ein Ellipsoid,ein Strahleuhyperboloid,ein strahienloses Hyper-
boloid oder eine imaginare Flache zweiter Ordnung.Ein gegebener 
Durchmesser d tragt im polaren Raurne eine (hyperbolische oiler 
elliptische) Involution konjugierter Punkte.Ein gegebener Punkt 
P von d (Fig.)halftet den Abstand zweier (reellen oder konjugiert

(1)Culmann,Die graphische Statik,2.Aufl.,3.Abschn.,3.Kap.,Nr.106, 
Zurich 1875. 

(2) Hell Jolles,Synthetische Theorie der Zentrifugal und Tragheitsmomente 
eines Raumstuckes,Archiv d.Mathem . u.Physik,4.Bd.,1902.
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imaginaren)Punkte G and G1,dieser Involution.Legt man durch 

G,G1 bzw.die Ebenen r1,r2,parallel zu der dem Durchmesser d 

konjugierten Durchmesserebene ƒÂ1 des polaren Raumes,so sind ƒÁ 

rind ƒÁ1,als Polarebenen von bzw.G und G1 konjugiert;sie sind 

einander parallel und haben von P gleichen Abstand.Der Punkt 

P tragt im polaren Rautne einen polaren zentrischen Bundel.In

•diesem ist cinem gegebetien Strahle ƒÃ von P eine Ebelie ƒÄ1, kon-

jugiert.Es schneide ƒÌ1 die Ebenen ƒÁ und ƒÁ1 in den parallelen 

Strahlen x and a1 und es schmeide ƒÃ die Ebenen ƒÁ und ƒÁ1 in den 

pu nkte X und X1.Werden dann den Punkten X und den Strahlen 

x vori ƒÁ bzw.die Strahlen x1 und die Punkte X1, von ƒÁ1 als ent-

sprechende Elemente zugewiesen,so sind die beiden ebeiren Felder 

ƒÁ (X,x,•c)and ƒÁ1(x1,X1,•c) korrelativ aufeinander bezogen. 

Verbindet man einander entsprechende Elemente der beiden kor-

relativen ebenen Felder durch Ebenen,z.B.(Xx1)=u und (X1,x)=u1,

so sind alle solehen Ebenen u,u1 paarweise einander parallel und 

haben von P paarweise den gleichen Abstand.
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Die beiden Paare paralleler Ebeneu ƒÁ,ƒÁ1,bestimmen ein voll-

standiges Vierkant.Das dritte Paar Gegenebenen des Vierkantes 

sind 1,und die Verbindungsebene ƒÄ der Schnittstrahlen (ƒÁƒÊ) und 

(ƒÁ1ƒÊ1). In diesem vollstandigen Vierkant sind nicht nur die Gegen-

ebenen ƒÁ,ƒÁ1 einander konjugiert, sondern auch die Gegeitebenen ƒÄ

,ƒÄ1,weil ƒÄ den der Ebene, konjugierten Strahl ƒÄ von P entthalt. 

Also sind auch u,u1,als drittes Paar Gegenebenen einander kon-

jugieit,win habon.ein polvierkant des polaren Raumes vor nns

Durchlaufen ƒÄ,ƒÌ1 den polaren Bundel P,so besehreiben die kon-

jugierten Ebenen u,u1 einen Ebenenbundel zweiter Ordnung (mit

dem Mittelpunkte P),das Erzeugnis der korrelativen ebenen Felder 

ƒÁ,ƒÁ1. Somit gilt: 

In einem polaren Raunme umhullen die von einem gegebenen 

Punkte P paarweise gleich weit entferuten,einander parallel und 

konjugierten Ebenen eine Flache zwciter Ordnung ‡U2 mit dem 

Mittelpunkte P.Die im polaren Raume konjugierten Strahlen und 

Ebenen von P sind konjugierte Durchmesser und Durchmesserebenen 

von ‡U2." 

Der Beruhrungskegel von P an die Inzidenzflache des polaren 

Raumes ist der Asymptoteukegel der Flache ‡U2. 

Gehoren zu drei Punkten der Ebene ƒÁ die Gleiehungen U=0, 

V=0,W=0 und zu drei Punkten von ƒÁ1,die Gleichungen U1=0
, 

V1=0,W1=0, so wird der Schnittpunkt X des gegebenen Strahles 

 ƒÃ von P mit ƒÁ mittels dreier Parameter ƒÁ1,ƒÁ2,ƒÁ3 individualisiert 

durch:

In analoger Weise lasst sich der Punkt X1 von ƒÁ1 durch U1
,v1,w1 

mittels dreier Parameter u1,u2,u3 festlegen.Wird nun in der oben 

beschriebenen Weise dem Punkte X von ƒÁ der Strahl x1,von ƒÁ1 

zugeordnet,in dem die ƒÃ konjugierte Ebene ƒÌ1 von P die Ebene ƒÁ1 

se hneidet,so sind dadnreh die ebenen Felder ƒÁ,ƒÁ1 korrelativ aufeitn-

ander bezogen;das zieht bekanntlich eine Relation nach sich von 

der Form:M

Der von den beiden korrelativen. Feldern soeben erzeugte Ebenen-

bundel zweiter Ordnung legitirmiert sich analytisch durch:
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Mit Ruchsicht auf die Ausfuhrungen der Einleitung werden die 

erzeugten Flachen zweiter Ordnung als die,,Tragheitsflachen des 

polaren Raumes"bezehnet. 

2. Die polare Korrelation des gegebenen polaren Raumes mit 

der Inzidenzflache ‡T2 werde symbolisch mit ‡T bezeichnet;sie ist mit 

•‡3 perspektiv involutorischen Kollineationen K vertauschbar(1). 

Namlich ein gegebener Punkt P and seine Polarebene ƒÎ fur T2 sind 

Involutionszentrum und Involutionseberie einer perspektiven Involu-

tion K,die mit T vertauschbar ist. Aus jeder solchen perspektiven 

Involution K und der polaren Korrelation T resultiert je eine neue 

polare Korrelation :

die wiederum mit T vertauschbar ist.Einezn gegebenen Punkte A 

der Involutionsebene ƒÎ wird durch T umd T1 ein and dieselbe 

Polarebene zugeordnet. Die Inzidenzflachen beider polaren Korrela-

tionen beruhren einander langs ihres in ƒÎ liegenden Kegelschnittes 

u nd beide Inzidenzflachen sind fureinander polarinvariant.Insbe-

sondere bestimmen der Mittelspunkt S des gegebenen polaren Raumes 

u nd die unendlich ferne Ebene ale Involutionszentrum and Involu-

tionsebene eine spezielle perspektivo Involution, namlich die Spie-

gelung ƒ° am Punkte S.Aus ƒ° and Tresultiert die polare Kor-

relation:

u nd die Inzidenzflatche ƒ°2 von ƒ°1,fallt mit der Tragheitsfliiche 

zusammen,die im polaren Raume von T2 dem Mittelpunkte S zu. 

Sie wird von dem von S paarweise gleich weft entfernten, einander 

para11e1en und konjugierten Ebenen umhullt. wir nennen sic die

,, zentrale Tragheitsflaehe"des gegebenen polaren Raumes und 

folgern: 

,, Die Inzidenzflache T2 eines polaren Raumes uad seine zentrale 

Traghcitsflache ƒ°2 sind fureinander polarinvariant;sie sind kon-

(1)Reye,Geometrie der Lage, ‡V. Abtlg.26.Vortrag,Leipzig 1910.
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zentrisch und je zwei paraltele Tangentialebenen der einen Flache 

sine konjugiert bzgl.der anderen Flache." 

3,Ein gegebener polarer Raum teilt sick hinsichtlich seiner 

Tragheitsflachen von selbst in verschiedene Bereiche: 

a)Ist die Inzidenzflache des polaren Raumes ein Ellipsoid,so 

haben alle Punkte innerhalb desselben imaginare Tragheitsflachen. 

Alle ausseren Punkte besitzen strahienioso Hyperboloide als Trag- 

h eitsflaehen und jedes derselben schneidet die InzidenzHache T2 in 

dem einzigei reellen Zweige einer biquadratischen Raumkurve ersier 

Art. 

b)In einem polaren Raume,dessen Inzidenzflatche ein Strahl-

enhyperboloid ist, haben alle Punkte im Innern der Inzidenzflache 

Strahlenhyperboloide als Tragheitsflachen,alle ausseren Punkte da-

gegen strahlenlose Hyperboloide.Erstere schneiden die Inzidenzna he 

in einer biquadratischen Rauinkurve erster Art mit einem reellen 

Zweige,letztere schneiden die Inzidenzflache in einer imaginaren 

biquadratischen Raumkurve erster Art. 

c)Hat der polare Raum ein strahlenloses Hyperboloid zur 

lnzidenzflache,so sind die Tragheitsflachen aller inneren Punkte 

 Ellipsoide und schneiden die Inzidenzflache in einer biquadratischen 

Raumkurve erster Art mit einem reellen Zweige ;im Ausserigebiete 

gehort dagegen zu jedem Punkte je ein Strahlenhyperboloid als 

 Tragheitsfiache. Es schneidet die Inzidenzflache in einer imagimaren 

biguadratischen Raumkurve erster Art 

d)Der polare Raum mit imaginarer Inzidenflache enthalt nur 

Tragheitsellipsoide. 

4.Die •‡2 TragheitNflachen, deren Mittelptnnkte clne gegebene 

Ebene ƒÎ erfullen,beruhren(1)die beiden von ƒÎ gleich weit ent-

fernten parallelen und konjugierten Ebenen in •‡2 Puriktepaaren. 

Eines derselben,P1,P2, greifen wir heraus;in ihm beruhre die 

Tragheitsflache ‡U2 jene beiden Ebenen.Dana ist der Verbindungs. 

strahl P1P2 fur ‡U2 der zu der Durchmesserebene ƒÎ konjugierte 

Durchmesser.Der Strahl P1P2 ist daher auch im polaren Raume 

zu.der Ebene ƒÎ konjugiert (1)und es folgt:

,,Die •‡2 Tragheitsflachen des polaren Raumes,deren Miltel-

punkte eine gegebene Ebene ƒÎ erfullen,beruhren die beiden von ƒÎ 

gleich welt entferiiten, konjugierten Ebencu in Punktepaaren,dcren 

Verbindungsstrahlen durch den Pol der Ebene it gehen". 

5.Die Tragheitsflachen der Punkte eines Durchmessers d des
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polaren Ratumes schneiden den Durchmesser d in den Punktepaarcn 
der von d im polaren Raume getragenen Involution konjugiert( r 
Punkte. Es sei nun H2 eine solche Trfgheitsflache mit dem Mittel-

punkte P und es sei pa ihre auf d liegende (reelle oder imaginare) 
Durchmesserhalbsehrle.Die Inzidenzflache T2 des polaren Raumes 
mit dem Mittelpunkte S enthalte auf d die (reelle oder imaginare) 

Durchmesserhalbse hne g. Dann gilt die Gleichung: 

Alle Tragheitsflachen, deren Mittelpunkte den Durchmesser derfullen, 

beruhren die von d paarweise gleich weit entfernten, konjugierten 

Ebenen und werden deshalb von ein and demselben quadratischen 

Z ylinder in kongruentea Kegolschnitten umhullt. Denn die Ebenen 

ieser Reruhrungskegelschnitte sind dem Durchmesser d konjugiert, 

also untereinander parallel.Ist s2 die Quadratsummo dreier paar-

weise konjugierten Durchmesserhalbsehnen der zentralen Tragheits-

flatche ‡”2,so berechnet sich diese Quadratsurnme p2 fur die gegebene 

Tragheitsflache ‡U2 mit dem Mittelpunkte P nunmehr nach der 

Forinel:

Hieraus folgt gleichzeitig der Satz: 

,, Die Mittelpunktc der •‡2 Tragheitsflachen,fur welche die 

Quadratsumne dreier paarweise konjugierten Durchmessersehnen je 

denselben Wert hat,erfullen je eine mit dem polaren Raume kon-

zentrische Kugel." 

6.Der Achsenkomplex des polaren Raume ist•\wie bekannt-

ein tetraodraler quadratischer Strahlenkomplex und besteht aus den 

Hauptachsen aller Tragheitsflachen. Die Schar der mit dem polaren 

Raume konfokalen Flachen zwoitor Ordnung sendet durch einen 

gegebonen Punkt P je cin Ellipsoid, ein strahlonloses Hyperboloid 

u nd ein Strahlenhyporboloid,die einander in P senkrecht schneiden, 

sodas mit ihren drei Normalen in p die Hauptachsen der Trag

- heitsflache von P zusammenfallen. 
Eine gegebene Gerade y wird von zwei der konfokalen Flachen 

beruhrt.Die mit g inzidenton Tangentialebenen T,T1 dieser Flachen 
stehen aufeinander sonkrecht.Die Paare der Beruhrungsebenen 
durch g an die konfokalen Flachen sind die Ebenenpaare einer 
symmetrischon Ebenoninvolution snit den normalen Doppelebenen
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T,T•Œ. Ist g eine Achse des polaren Raumes mit dem Fusspunkte P, 

so fallen mit T, T•Œ zwei Symmetrieebenen der Tragheitsflache ‡U2 von 

P zusammen. Das gogebene Ebonenpaar Tk, T•Œk jener synmetrisclren 

Ebeneninvolution beruhre die Flache K2 aus der Schar der kon-

fokalen Flachen.Dann haben die zu. Tk parallelen und konjugeorten 

Ebenen ƒÎ,ƒÎ1 von Tk densolben Abstand,den die zu Tk•Œ parallolen 

and konjugiorten Ebenen ƒÎ•Œ,ƒÎ•Œ1 ,von Tk•Œ haben.Gleitet Tk•Œ an der 

Flsche K2,so bleibt die Lange dieses Abstandes ungeandert.Somit 

ist bewiesen: 

,, Die •‡2 Tragheitsflachen deren Miltelpunkie je eine mit dem 

polaren Raume konfokale Flache erfullen,enthalten auf ihren mit 

den Normalen der konfokalen Flache zusammenfallenden Hauptachsen 

je gleiche Achsenabschnitte." 

7.Ist die Inzidenzflache des polaren Raumes ein Ellipsoid:

so weist die Parameterdarstellung der mit ihr konfokalen Flachen:

einein gegebenem Punkte P in einem der Oktanten des Raumes die 

P arameterwerte ƒÉ1,ƒÉ2,ƒÉ3 der drei mit P inzidonten (reellen) kon-

fokalen Flachen als clliptische Koordinaten zu und es ist bekannt, 

welche lntervalle des Parameters ƒÉ je die konfokalen Ellipsoide, 

Strahlenhyperboloide, strahlenlose Hyperboloide und imaginaren kon-

fokalem Flachen lieforn. Ist aber die Inzidenzflache ein Hyperboloid 

oder cine imaginare Flache (mit reellem polaren Raurne)•\was in 

den obigen Gleichungen doch nur eine Vorzeichenanderung der a1, 

a2,a3 bcclingt•\so werden jene von ƒÉ durchlaufenen Intervalle ihre 

Rollen in leicht angebbarer Weise zu vertauschen haben, um aber-

mals die verschiedonen Arten der konfokalen Flachen zu konstitu-

ieren.Die(reelle oder imaginare)Inzdenxflache des(reellen)Polaren
Raumes lasst sich daher stets der Parameterdarstellung seiner kon-

fokalen Flachen und einem System elliptischer Koordinaten seiner 

Punkte zu Grunde legen. 

Liegt unter dieseu Umstanden cin gegebener Punkt X auf der 

konfokalen Flache mit dem Parameterwerte ƒÉx,so fallt (6.) die eine 

Hauptachse seiner Tragheitsflache mit der Norimalen der konfokalen
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Flache in X zusammon. Die auf der Normale liegende halbe Achs-
ensehne der Tragheiteflache bat (nach Anwendung des Satzes der 
Nr.6 und der ersten Gleichung der Nr.5) die Lange:

Hieraus folgt: 

,,Liegt die Inzidcnzflache des potaren Raumes einem Systeme 

elliptischer Koordinuten ƒÉ1,ƒÉ2,ƒÉ3 zu Grunde, so hat die Tragheits-

flache eines gegebenen Punktes P(ƒÉ1, ƒÉ2,ƒÉ3)die,Hauptachsenlangen:

Weiter zeigt nunmehr einfache Rechnung: 

,,Die,drei Hauptachsen der Tragheitsflache mit dem Mittel-

punkte P(ƒÉ1,ƒÉ2,ƒÉ3)bestimmen gegen die drei Symmetriecbenen des 

polaren Raumes Richtungen,deren Kosinuse den folgenden ncun 

Grossen proportional sind:

Die Hauptachsen der •‡3 Tragheitsflachen eines polaren Raumes 

erfullen also seinen Achsenkomplex; die Tragheitflache eines ge-

gebenen Punkies ist durch Lage und Lange ihrer Hauptachsen-

abschnitte auf Grund der beiden letzten Satze bestimmt.Zu einer 

gegebenen Tragheitsflache sind je sieben andere koiigruent; die 

Mittelpunkte der acht Flachen sind je acht assozierte Punkte von 

drei versehiedenartigen Konfokalen Flachen. 

Wird ein kartesisches Koordinatensystem eingefuhrt,mit den 

drei Symmetrieachsen des polaren Raumes als Koordinatenachsen, 

so ist die Tragheitsflache eines Punktes P(x,y,z) durch die in ƒÉ 

kubische Gleichung bestimmt:

Die Quadratwurzeln aus den drei Losungen ƒÉ1,ƒÉ2,ƒÉ3 der Gleichung 

ergeben die halben Hauptachsenlangen der Tragheitsflache, wahrend 

die Richtungskosinusse dieser Hauptachsen sich folgendermassen 

darstellen:
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Zu den konfokalen Flachen, gehoren auch die Fokalellipse:

und die Fokalhyperbel:

des polaren Raumes.Ihro Tangenten sind die Fokalachsen und die 

Punkto der Fokalkurven sind daher die Mittelpunkte der rotatori-

schen Tragheitsflachen. Auf weitere Eigenschaften der Tragheits-

flachen eines polaren Raumes fuhrt die Theorie seines Achsenkom-

plexes.


