Uber die Tragheitsflachen des polaren Raumes,
VON

Gerhard Haexzer in Berlin.

Schon f‘""nann(‘ ) hat gezeigt, duss ein endiich begrenztes
Raumstiick durch seine Zentrifugal- und Trigheitsmomente mit dem
{recllen) polaren Raume ciner dinaginiiren Fiache zweiter Ordnung
eng verkniipft ist. Spiter hat Herr Jolles(®) die Theorie devr
Zentrifugal- und Trigheitsmomente eines Raumstiickes ciner ein-
fachen projektiv-geometrischen Behandlungsweise zugiinglich gemacht.
Das Trégheitsellipsoid eines gegebenen Punktes und die mit ihm
zusammenhiingenden Theoreme iber die Zentrifugal- und Trigheits-
momente ergeben sich dabei als geometrische Eigenschaften eines
reellen polaren Raumes, der scinerseits durch das gegebene Raumstiick
bestimmt ist. ’

Der mit dem Raumstiick verbundene polare Raum hat stels eine
imaginéire Inzidenzfliche. Seine fir die Theorie der Zentrifugal-
und Trigheitsmomente wesentlichen S#itze bleiben aber auch in
Kraft, wenn als Inzidenzfliche ein Ellipsoid, ein Strahlenhyperboloid
oder ein strahlenloses Hyperboloid zu Grunde liegl. An Stelic der
Triighcitsellipsoide treten dann andere (reelle oder imagindgire) Flichen
zweiter Ordnung und es gelingt in der folgenden Abhandlung die
Theorie dieser ,, Trigheitsflichen des polaren Raumes in ihren
Grundziigen zu entwickeln. Dabei entspricht es der Natur der Sache,
dass manche der angegebenen Resultate fiir den spezicllen Fall des
(reellen) polaren Raumes mit imaginiirer Inzidenzfliche bereits von
Herrn Jolles bewiesen wurden.

1. Die Inzidenzfliiche I" eines gegebenen reellen polaren Raumes
sci ein Ellipsoid, ein Strahlenhyperboloid, ein strahlenloses Hyper-
boloid oder cine imaginiire Fliche zweiter Ordnung. Ein gegebener
Durchmesser d triigt im polaren Raume eine (byperbolische oder
clliptische) Involution konjugierter I'unite. Fin gegebener Punkt
P von .d (Fig.) hilftet den Abstand zweier (reellen oder konjugicrt

(1) Culmann, Die graphische Statik, 2. Aufl, 3. Abschn., 8. Kap, Nr. 106
Zivich 1875.

(%) Hell Jolles, Synthetische Theorie der Zentrifugal- vnd Triigheitsmomente
cines Raumstiickes, Archiv d. Mathem. u. Physik, 4. Bd,, 1902.
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imaginiiren) Punkte @ und G4 dieser Involution. Legt man durch
G, Gy bzw. die Ebenen v, parallel zu der dem Durchmesser d
konjugierten Durchmesserebene §, des polaren Raumes, so sind v
und v, als Polarebenen von bzw. ¢ und G konjugiert; sie sind
einander parallel und haben von P gleichen Abstand. Der Punkt
P trigt im polaren Raume einen polaren zentrischen Biindel. In
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«liesem ist cinem gegebenen Strahle p von P cine Ebene £ kon-
jugiert. ¥s schneide &, die EBbenen y und 4 in den parallelen
Strahlen 2 und #; und cs schneide ¢ die Ebenen ¢ und vy in den
Punkien Y und V.. Woarden dann den Punkten X und den Strahlen
x von v bzw. dic Strahlen z; und die Punkte X; von 4, als ent-
sprechende Elemente zugewiesen, so sind die beiden ebenen Ielder
v(X,%,....) und 9 (a, X;, ....) korrelativ aufeinander bezogen.
Verbindet man ecinander entsprechende Elemente der beiden kor-
relativen ebenen Felder durch Ebenen, z.B. (Xa)=p und (Xix)=p,
sn sind alle solchen Ebenen p,m paarweise etiander parallel und
haben von P paarweise den gleichen Abstand.
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Die beiden Paare paralleler Ebenen v,y bestimmen ein voll-
stiindiges Vierkant. Das dritte Paar Gegenebenen des Vierkantes
sind & und die Verbindungsebene § der Schuittstrahlen (yg) und
(m). TIn diesem vollstiindigen Vierkant sind nicht nur die Gegen-
ebenen 7,7, einander konjugiert, sondern auch die Gegenebenen
£, &, weil € den der Ebene & konjugierten Strahl r von P enthilt.
Also sind auch g, als drittes Paar Gegenebenen einander kon-

Jugiers, wir haben ein Polvierkant des polaren Raumes vor nne
Durchlaufen 1, £ den polaren Biindel P, so beschreiben dic kon-
jugierten Ebenen g, p einen Ebenenbiindel zweiter Ordnung (mit
dem Mittelpunkte P), das Brzeugnis der korrelativen cbenen Felder
¥, 7. Somiv gilt :

»In einem polaren Raume umhiillen die von einem gegebenen
Punkte P paarweise gleich weit entfernten, cinander paralle! und
konjugierten Ebenen eine Fliche zweiter Ordnung H* mit dem
Mittelpunkte P. Die im polaren Raume konjugierten Strahlen und
Lbenen vor P sind konjugierte Durchmesser und Durchmessercbenen
von II*.“

Der Berghrungskegel von P an die Inzidenzfliche des polaren
Raumes ist der Asymptotenkegel der Fliche //%

Gehoren zu drei Punkten der Ebene v die Gleichungen U=0,
V=0, W=0 und zu drei Punkten von v, die Gleichungen U;=0,
V1=0, Wi=0, so wird der Schnittpunkt X des gegebenen Strahles
¢ vou I mit ¢ mittels dreier Parameter A, Ao, A; individualisiert
durch :

K1U+7\2V+7\3]’V-“—:0.

In analoger Weise ldsst sich der Punkt X; von ¢, durch U, 13, W,
mittels dreier Parameter g, ps, p, festlegen. Wird nun in der oben
beschriebenen Weise dem Punkte X von v der Strahl 2; von v,
zugeordncet, in dem die r konjugierte Ebene £ von P die Ebene ¢,
sechneidet, so gind dadnreh die ebhenen Felder o v, korralativ anfein-

ander bezogen ; das zicht bekanntlich eine Relation nach sich von
der Form : )

2 ruhm=0 (4, k=1,2,8).

Der von den beiden korrelativen Fcldern soeben erzeugte Ebenen-
bindel zweiter Ordnung legitimiert sich analytisch durch :
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Mit Richsicht auf dic Ausfishrungen der Einleitung werden die

erzeugten Flichen zweiter Ordnung als die ,, Trigheitsfliichen dcs
yvAuu\zu. Raunies ¢ bezeicliot.

2,” Die polare Korrelation des gegebenen polaren Raumes mit
der Inzidenzfliche I'* werde symbolisch mit I" bezeichnet ; sie ist mit
00® perspektiv involutorischen XKollineationen K vertauschbar(').
Nimlich ein gegebener Punkt P und seine Polarebene = fiir I sind
Involutionszentrum und Involutionscbene einer perspektiven Involu-
tion K, die mit I" vertauschbar ist. Aus jeder solchen perspektiven
Involution K und der polaren Korrelation I” resultiert je eine neue

polare Korrelation :
=KTI'=I'"K,

die wiederum mit I" vertauschbar ist. Einem gegebenen Punkte 4
der Involutionsebene 7 wird durch I" und I3 ein und dieselbe
Polarcbene zugeordnet. Die Inzidenzflichen beider polaren Korrela-
tionen berithren einander lings ihres in = liegenden Kegelschnittes
und beide Inzidenzflichen sind fireinander polarinvariant. Insbe-
sondere bestimmen der Mittelspunkt § des gegebenen polaren Raumes
und die uncndlich ferne Ebenc als Involutionszentrum und Involu-
tionsebene eine spezielle perspektive Involution, néimlich die Spie-
gelung % am Punkte S, Aus 2 und I” resultiert die polare Kor-
relation :
Sy =IZ=3I"

und die Inzidenzfliche Z* von 2, fillt mit der Trigheitsfliiche
zusammen, die im polaren Raume von I dem Mittelpunkte S zu.
Sie wird von dem von § paarweise gleich weit entfernten, einander
peraiicien und konjugierten Ebenen wmhillt. Wir nennen sie die
,» zontrale Trigheitsfsiche “ des ge«rebenen polaren Raumes und
folgern :

» Die Inzidenzfliche I eines polaren Raumes und seine zentrale
Trigheitsfliche Z° sind fireinander polavinvariunt; sie sind kon-

(! ) Reye, Geometne der Lage, 11I. Abtlg. 26. Vortrag, Leipzig 1910.
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zentrisch und je zwei parallele Tangentialebenen der einen Fliche
sind konjugiert bzgl. der anderen Fliche."

3, Ein gegebener polarer Raum teilt sich hinsichtlich seiner
Triigheitsfliichen von selbst in verschiedene Bereiche:

a) Ist die Inzidenzfiche des polaren Raumes ein Ellipsoid, so
haben alle Punkte innerhalb desselben imaginire Trigheitsflichen.
Alle dusseren Punkte besitzen strahieniose iiyperboloide als Trig-
heitsfiichen und jedes derselben schueidet die InzidenzHiche I' in
dem einzigen reellen Zweige einer blquadratlschen Raumkurve ersica
Art.

b) In einem polaren Raume, dessen Inzidenzfliche ein Strahl-
enhyperioloid ist, haben alle Punkte im Innern der Inzidenzfliche
Strahlenhyperboloide als Trigheitsfiichen, alle #usseren Punkte da-
gegen strahlenlose Hyperboloide. Erstere schneiden die Inzidenzfid he
in einer biquadratischen Raumkurve erster Art mit einem reellen
Zweige, lotztere schueiden die Inzidenzfliche in einer imagindren
biquadratischen Raumkurve erster Art.

¢) Hat der polare Raum ein strahlenloses Hyperboloid zur
1nzidenzfliche, so sind die Trigheitsfdchen aller inneren Punkte
Ellipsoide uind schneiden die Inzidenzfliche in einer biquadratischen
Raumkurve erster Art mit einem reellen Zweige; im Aussengebicte
gehsrt dagegen zu jedem Punkte je ein Strahlenhyperboloid als
Trigheitsfiiche. Es schneidet die Inzidenzfliche in einer imaginiren
biguadratischen Raumkurve erster Artiz

d) Der polare Raum mit ¢émagindirer Inzidenfliche enthilt nur
Trigheitsellipsoide.

4. Die oo Trigheitsfichen, deren Mittelpunkte cine gegebene
Ebene o erfillen, berithren (1) die beiden von = gleich weit ent-
fernten parallelen und konjugierten Ebenen in o0* Punktepaaren.
Eines derselben, P, P;, greifen wir heraus; in ihin berithre die
Trigheitsfiiche /I* jene beiden Ebenen. Daun ist der Verbindungs.
strahl P, fir //* der zu der Durchmesserecbene = konjugierte
Durchmesser. Der Strahl PP, ist dsher auch im polaren Raume
zu der Ebene 7 konjugiert (1) und es folgt:

., Die o0 Trdgheitsflichen des polaven Raumes, deren letel-
punkte eine gegebene Kbene a erfillen, beriihren die beiden von
gleich weit entfernten, konjugierten Ebenen in Punktepaaren, deren
Verbindungsstrahlen durch den Pol der Ebene m gelien ™

5. Die Tragheitsfsichen der Punkte eines Durchmessers d des
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polaren Raumes schneiden den Durchmesser d in den Punktepaaren
“der von d im polaren Raume getragenen Invelution konjugiertcr
Punkte. Es sei nun I/* eine solche Triigheitsfliche mit dem Mittel-
punkte P und es sei p, ihre auf d liegende (reelle oder imaginérc)
Durchmesserhalbsehne. Die Inzidenzfiliche 1"* des polaren Raumes
mit dem Mittelpunkte S enthalte auf d die (reello oder imaginire)
Durchincsaorhalbochne G Dann (nH' die G‘r]m(‘hung

Alle Trigheitsfliichen, deren Mittelpunkte den Durchmesser d erfillen,
berithren die von d paarweise gleich weit entfernten, konjugierten
Ebenen und werden deshalb von ein und demselben quadratischen
Zylinder in kongruenten Kegolschnitten umhiillt. Denn diec Ebenen
disger Rerithrungskegelschnitte sind dem Durchmesser d konjugiert,
also untereinander parallel. Ist ¢ die Quadratsumme dreier paax-
weise konjugierten Durchmesserhalbsehnen der zentralen Triigheits-
fliche = so berechnet sich diese Quadratsumme p* fiir die gegebene
Trighoitsfiiche //* mit dem Mittelpunkte P nunmehr nach der
Formel : '

p'=8+SP.
Hieraus folgt gleichzeitig der Satz:

» Die Mittelpunkte der o0* Twdgheitsflichen, fir welche die
Quadratsumme dreier paarweise konjugicrten Durchmessersehinen je
densetben Wert hat, erfiillen je eime mit dem polaren Raume Fkon-
zenlrische Kugel."“

6. Der Achsenkomplex des polaren Raume ist—wie bokannt—
cin tetracdraler quadratischer Strahlenkomplex und bestcht aus den
Hauptachsen aller Trigheitsflichen. Die Schar der mit dem polaren
Raume konfokalen Flichen zweitor Ordnung sendet durch einen
gegebenen Punkt P je ein Ellipsoid, cin strahlonloses Hyperboloid
und e¢in Strahlenhyperboloid, die einander in P senkrecht schneiden,
sodass wwl wren dret Nvimalon o I
heitsfliche von P zusammenfallen.

Eine gegebene Gerade ¢y wird von zwel der konfokalen Ilichen
berithrt. Die mit g inzidenton Tangentialebenen r, ' dioser Flichen
stohen aufeinander senkrecht. Dic Paare der RBeriithrungscbenen
durch ¢ an die konfokalen Ilichen sind die Ebenenpaare einer
symmetrischon Ebenoninvolution mit den normalen Doppelebenen

TJ2a TF e ndosml anan  dooo 117,20,
WoU ALWRPLULIOVIL ULl L Twy =
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7,7. Ist g eine Achse des polaren Rawmes mit dem Fusspunkte I’,
so fallen mit 7,7/ zwei Symmetrieebenen der Trdgheitsfliche /1* von
P zusammen. Das gogebene Ebenenpaar ., 7. jener symmelrischen
Ebeneninvolution berithre die Fliche X* aus der Schar der kon-
fokalen Fldchen. Dann haben die zu r, parallelen und kon]ugmrteu
Ebenen m,m von 7, denselben Abstand, den die zu = pamllelen
und konjugierten Ebenen #',, von 7./ haben. Gleitet =/ an der
Fliche K°® so bleibt die Liinge dieses Abstandes ungeéindert. Somit
ist bewiesen :

y» Die 00 Trigheitsflichen deren Miltelpunkle je eine mit dem
polaren Raume konfokale Fldche erfillen, enthalien auf ithren mit
den Normalen der konfokalen Fliche zusammenfallenden Hauptachsen
je gleiche Achsemabschnitte.'

7. Ist die Inzidenzfliche des polaren Raumes ein Ellipsoid :

2 2 &)
FrY 2 1, 0<a<a:<ay,
ay Q: Qs

so weist die Paramelerdarstellung der mit ihr koufokaler: Fliichen :

2 2 2
e
wt+N a+A at+A

cinem gegebenem Punkte P in einem der Oktanten des Rawmes die
Parameterwerte Aj, Az, As der drei mit P inzidenten (reellen) kon-
fokalen Flichen als’elliptische Koordinaten zu und es ist bekannt,
welche Intervaile des Parameters A je die konfokalen Ellipsoide,
Strahlenhyperboloide, strahlenlose Hyperboloide und imaginiren kon-
fokalen Flidchen lieforn. Ist aber die Inzidenzfliche ein Hyperboloid
oder cine imaginiére Fliche (mit recllem polaren Raume)—was in
den obigen Gleichungen doch nur eine Vorzeichendnderung der ai,
a:, a3 bedingt—so werden jene von A durchlaufenen Intervalle ihre
Rollen in leicht angebbarer Weise zu vertauschen haben, um aber-
mals die verschiedenen Arten der konfokalen Ilichen zu konstitu-
icron. Die (Teolle oder uu.u&,uuuu, 3 InzidenzAdche deg (I‘GOHGII) pOlﬁrell
Raumes ldsst sich daher stets der Parameterdarstellung sciner kon-
fokalen Flichen und einem System elliptischer Koordinaten seiner
Punkte zu Grunde legen.

Liegt unter diesen Ulnstiinden cin gegebene1 Punkt X auf der
konfokalen Fliche mit dem Parameterwerte A, so fiillt (6.) die eine
Hauptachse seiner Trigheitsfliche mit der Normalen dor konfokalen
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Fliche in X zusammeon. Die auf der Normale liegende halbe Achs-
enschne der Trigheitsfdche bat {nach Anwendung des Satzes der
Nr. 6 und der ersten Gleichung der Nr. 5) die Lénge:

o=V art () =%,

Hieraus folgt:

» Litegt die Inzidenzfliche des polaren Raumes einem Systeme
elliptischer IKoordinaten Ai, As,As 2u Grunde, so hat die Trigheils-
Sfliche eines gegebenen Punktes P(N,NeyNs) die Hauptachsenlingen :
o=2yN;, B=YN:, ¥=2)Na."

Weiter zeigt nunmehr einfache Rechnung:

s Die drei Hauptachsen der Drigheitsfliche mit dem Mitlel-
punkic P(\y, Ay, Ns) bestimmen gegen dic drei Symmetriecbenen des
polaren Rawmes Richtungen, deren Iosinusse den folgenden mncun
Grdssen proportional sind :

1/ (@i+Az)a +2g) ‘/ (A (e +Xy) 1/ (@A), +Ay)

(et F AN, — (@, —ag) (g + A0y —a Xy ~ay) (a1 + AzKay = a,)er—a,)

i (@A Ay) 1/__(_,.._, AN+ Ag) I/ (gt A e+ Ay
(@t Ana; =as)a,—dr) (az+ A Ky =@ lt2—a,) (az+ AzXaz — azlay—~a;)

1 __(agFAd(ag+ay) ‘/ (an+ A a4 Ay) V (@A@Y

(@ + A )@ —arKag—a,) (st AzX@s—a)(d = az) (a3 + AN —a Nt —az)
Die Hauptachsen der oo® Trigheitslichen eines polaren Raumes
erfilllen also seinen Achsenkomplex; die Trigheitsfliche eines geo-
gebenen Punktes ist durch Lage und Liinge ihrer Hauptachsen-
abschnitte auf Grund der beiden letsten Sidtze bestimmt. Zu einer
gegebenen Trigheitsfliche sind je sieben andere kongruent; die
Mittelpunkte der acht Flichen sind je acht assozierte Punkte von
drei verschiedenartigen komfokalen Flichen.

Wird ein kartesisches Koordinatensystem eingefuhrt, mit den
drei Symnetrieachsen des polaren Raumes als Koordinatenachsen,
so ist diec Trigheitsfliche eines Punktes P(x,1,z) durch die in A
kubische Gleichung bestimmt :

(@ +A) (@2 +2) (@34 N)—2% (@2 4+N) (@ +A) —y* (@ +N) (@5 + )
—2*(ar +N) (a2+2)=0.

Die Quadratwurzeln aus den drei Ldsungen Ay, Az s der Gleichung
ergeben die halben Hauptachsenlingen der Trigheitsfliche, withrend

die Richtungskosinusse dieser Hauptachsen sich folgendermassen
darstellen :
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22 2z 22
a1+ 4 Ag a1+ A3
2 | | 2y
i+ a2+ A; az+ Ay
2z 2z 22
as+ Ay a3+ N3 A3+ A3
Zu den konfokalen IFliichen gehéren auch dio Fokalellipse:
2 3
~F s M g, =0
G1—0Q3 Qqd2—~0qs
und die Fokalhyperbel :
K] 2
— +— 2= 1, y=0
Uy —daz Az—Qz

nrea mmmlawmn . T
des polaren Ruumes.

ihre Tangenten sind die Fokalachsen und die

Punkte der Fokalkurven sind daher die Mittelpunkte der rotatori-
schen Trigheitsfiichen. Auf weitere Eigenschaften der Trigheits-

flichen cines polaren Raumes fihrt die
plexes.

v

Theorie seines Achsenkom-



