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Eine analytische Theorie der Involutionen
d der linearen Strahlenkongroenz und deren Anwendung.

Yon Gerhard Haenzel in Berlin-Wittenau.

Die Theorie tler Involutionen schien schon lange ein völlig durchlorschtes Gebiet

der Geometrie zu sein. Die Eigenschaften involutorischer Strahlenbüschel, Punkt-
reihen und Ebenenbüschel erster Ordnung und die der involutorischen Verwandt-
schaften zwischen Grundgebilden der zweiten Stufe und zwischen Grundgebilden der

dritten Stufe sind bekamt. Sit v. Staudt die Involutionen zum Fundament seiner

grundlegentlen geometrischen Theorie des Imaginären gemacht hatte, konnten wesent-

liche neue Fortschitt€ aul diesem Gebiete der Geometrie nicht mehr erzielt werden.

Ersü ia neuester Zeit erfuh die Theorie der Involutionen eine tiefgehende Er-
weiie,qqlg daitnrch, ilaß Herr Jolles eine vollständige und organische lheorie aller In-
volutionen auf der linearel Strahlenlongruenz aufstellte. Die Gruadlage Iür diese Theorie

ruhi in der Erkenntnis, daß die Paare einander zugeordneter Strahlen einer Involution
auf einer linearea Strahlenkongruenz aus reziproken Polaren eines polaren Raumes

bestehen, eine Deffnition, die für alle reellen und imaglnären Vorkommnisse in gleicher

Weise traglälig bleibt, Von hier aus wurden erstmalig Involutionen auf zweidimen-

sionalen Gebilden der Strahlengeometrie nachgewiesen, uld die Involutionen auf der

linearen Strahlenkongruenz dürften nunmehr für den Strrahlenraum von ähnlicher
Bedeutung sein wie die Involutionen aul den Grundgebilden erstrer Stufe für den Punkt-
rmd Ebenenraum.

- --'..-- Die dirlsbezüglichen Untersuchungen des Henn Jollesl) bedienen sich der rein
synthetischen Methode. Das liegt aber in der Natur der Sache, denn sie stützen sich
unmittelbar auf das v. StaudtscheWerk, und es gelalg hier zum ersten Male, die geometri-

sche Theorie des Imagin€iren sachgemäß zu erweitern.
Welohe Ergebnisse das Stuilium der Involutionen im Stra-hlenraume für die Geome-

trie selbst noch zeitigen wird, bleilt alzuwarten. Da.neben entsteht schon jetzt die

Äufgalg, die neue Theorie auf das Gebiet der Analysis auszudehnen und auf ihre Ver-
wendbarkeit zu prüfen. Zu diesem Zweck müsseü zunächst ihre Grundlagen durch
einfache analytische Ansätze charakterisiert werden. Dabei leistet die Theorie der
Elementarteiler 2) Dienste, wie denn auch umgekehrt die Theorie involutorigcher linearer

r) Jolles, Die Iayolutiotr€r aul einer linearen Strehlerkoagmenz, Mathen Zeitsohr,2? (1928), S. 42?. -
A.h forarbeitatr dieror grundlogeniler Abhandlu.ng siail anzusehen; Prioihe urd sekundä,re pola,re Bäume einer

----fb.aren Strahl€akongueü, Crelle lM (1908), S, 1. - Di€ windschiel iavolutorischer Paa,ruagen in einer linea,ren

Sblilelon$u€Nlz, Mathem. Zeitsobr. 26 (192?), S. 1??.
t1 lYeiershaß, llber Soharen bilinearer urld quailratischer Formen, BerL l[omtsber. 1868, S. 310 ff., Ges. Werke

m II, S. 19 tr. - I(roneoker, Berl. Monatsbor. 18?4, S. 215, Ges. Werke Bd. I, S. 291J92. - Weitere f,iteratur
'-tüd cir tjhsblich über ilie Xntwicktung iler Theorie fnilen sich bei Muth, I'heorie unil A-nvendung der Elemetrtar-

@.r, r.;l,t 1899.
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Strahlenkongruenzen die Elementarteilertheorie als klassifikatorisfu Prinrip mitunter
ersetzen kann 8). Dann lassen sich die Involutionen auf der linearen'Slrrlüenkongruenz
im vierdimensionalen Raume verwenden. Insbesondere werden durch sig ilb Kollingdi6-
nen im vierdimensionalen Raume, deren Untersuohuag bisher der A""tysis 'llria vot-
behalüen war, der inneren Anschauung zugänglich. Da0 die Theoriä der Invohionen
auf der linearen Strahlenkongruenz für die niohteuklidische Geometrie von Beildulg
ist, 'wurde von mir schon kürzlich gezeigt a), und ich komme jetzt ausführlich daauf
zurück. Die dabei erhaltenen Ergebnisse schallen die Möglichkeit, die Theorie tler in-
volutorischen linearen Strahlenkolgruenzen in der vierdimensionalen Welt der Rela-
tivitätstheolie zur Anwendung zu bringen, um dadurch manche Resultate der Gravita-
tionstheorie zu der bisher ihaen mangelnden Anschauliohkeit zu erheben. Die von llerrn
Einstein gegebene Lösung seiner Feldgleichungen der Gravitation fäbrt auf ein anderes
Weltbild als die Lösung des Herrn de Sitter. Die Strukturen beider Wdlbilder wurden
im Anschluß an die hier entwickelten Theoreme in einer weiteren Abhanillung) abgeleit'et,

I. Ilie analytischo Darstollung iler Involutionen a,ul alor linoaron Sbaülenkongruenz.

l. Zwei gegebene konjugierte Sirahlen einer Involution aul einer linearen Strahlen-
kongruenä Ci mit den (reellen oder korjugiert imaginären) Leitgeraden s, t werden ein-
ander als reziproke Polaren eines polaren Raumes zugeordnet. Denzufofue gibt es zwei
Arten von Involutionen aul der linearen Strahlenkongruenz. Die (reelle oder imaginäre)
Inzidenzfläohe des (reellen) polaren Raumes liegt nämlich entweder einrcharig in der
linearen Kongruenz, oder sie trägt zwei involutorische Regelsoharen des geschart involu- - .

toriechen Raumes der Iinearen Kongruenz. Aus diesen Definitionen folgt:

Butimrnt eine Fldche F2 zweiten Grol,es mit der Gleichung !, !r*^*r^ : O eine

Inpotrution aal einer linearen Strahl,enkongruenz, so gehen ilie hornogenen Linienhoord,i'
naten pr, p'*koniagiertet Kongtuenzstrahlen g, g' durch lineare inpolutorßche Sabstituti'onen

ineinand,er über, als d,eren 36 Koeff,zienten d,ie 36 Minoren zweiten Groies aus der symrnetri'
schen Dderminante I a"rl aulnaen.

Die involutorisohen Substitutionen sind die folgenden sechs:

plz : (azs. agt - dat' azel pzs * (aaa. au - üß- daa,) pß I (aß' aze - azz' h)po
* (aß- ds - asr. au) p1a * (aza' au - d ' oza,) pzt

I (aa. ann - a3+) par

Plc: @zz' &u - azs'azt) Pzsi-' (azs'aLt - alp'ast) Pß1_ fufl'azc - azz'att) Pv
* (ap . a^ - azt. a.,) pM,* (a""' as - aflnl P"n
+ (azs. au - aa+. a2+\ psa

prt: @rz. aaz - ofla) pzs t (azs'ars - ass- a;'1.) pß* @rr. o", - azz. aßl pr2

* (ap' a$ - aß' azt) pu * (azz , azt - aza' aza) pzc, I (a""' a"n * ass' azt) Pst

u. s. f.

Zu diesen Substitutionen treten bei den primären Involutionen 1) die analytischen
Bedingungen dafür, daß die beiden Leiigeraden der Trägerkongruenz zwei (reelle oder
konjugiert imaginäre) Regelstrahlen der Fläche .FP sind, bei den sekundären Involutione )

3) Eaenzel, Theorie uad Klassifkation der Kollineationen vermögo dor Inyolutioaetr aul der liüea.re! Sfrehler|.'

kongruenz, Tho lbhoku Mathem. Journal 31 (Septembor 1929).
.) Haonzol, Dis cha,ratrteristischen Involutionen d€I niohteuklidisehen BewegutrgeD, !fiotrstshefto ftu Xr- 

.

thse&tik utrd Physik 37, 2 (1930).
6) E&oüzel, Über Lösunger d.er Gravitotionsgleichuagen Dinsteias, Zeitschr. für Pbysik 72 (1931), S. 7S.
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d+g3rn die analytischen Bedingungen dafür, daß diese beiilen Leitgeraden zlvei (reelle
odc tonjugiert imaginäre) reziproke Polaren der Fläche darstellen. Im folgenden läßt
drb dieser Zusannenhang in beiden Fällen aul zweierlei Weise sehr einfach zeigen.

2. Eine allgemeine reelle Kollineation im dreidimensionalen Raum wird mittels
honogener Koordinaten rrl xz1 ns, rn durch die Substitution:

1(I) pri: /ra64, a4 rcell, la4l +0, i:1,...,4,
charakterisiert. Die Koordinaten der vier Doppelpunkt€ der Kollineation gehen in be-
kannter Weise aus den vier Wurzeln 0r, gzr Qs, gn der Determinantengleiohung:

A(p): la* - el : o

hervor. Fallen keine zwei Doppelpunkte zusammen und liegen keine drei auf einer
Geraden, keine vier in einer Ebene, so sind die vier Punkte die Eckpunkte des
Decktetraeders. Bei Benutrung dieses Tetraeders als Koordinatentetraeder werden die
arei GegEnkantäpaare g r, s t, c, B dea Tetraedss dargedellt durch:

7 \:O' tz:O
r rr: Q r.:Q

s q:q..:0 u q:0, at:O
t r2:0,7r:Q .o rz:0, or:9.

Dic &ci C4ntrnraa$eare geb€n die Leitgeradenpaare dreier linearer Strahlenkon-
ga 4, CI *d 4 ab. Sild p*: &rUt - rEy. dis bekannten homogenen Linien-
hocdhäteq so werden die Kongruenzstrahlen von C!, Ci :r;rrd, Cf durch die drei Glei-
chogspaare gekennzeichnet :

(II )

Die sechs Doppelstrahlen h r, s, t, u, o bestimmen außerdem die drei einlachen Raum-
vierseite:

qrst.

Sulstitutionen:
JoüDal ltu üathemrtik Bd. 166. tr€ft g.

( cl prr:0 Psn:o
I ct pß: o pza.: o
I cä prn: o p,r : o.

Diese drei einfachen Raumvierseite sind die Basisvierseite dreier -Fs-Büschel:

Fi", F,ruo 4r.
fiie drei.P2-Büschel geben mittrels eines Parameters ,1 AnIaß zu den Gleichungen:

(III) rLoz - 1. xsr4:0 xr.x" - l,4rn:O 4ra,- X. 1,2ro:0,
Jede gegebene Fläche .Fi des F-Büsohels.Fi,.' liegt mit ihrer einen Regelschar

in der linearen Kongruenz df, mit der anderen in der linearen Kongruenz Cf. Im (reellen)
polaren Raume der Fläche .Fj wird jedem gegebenen Kongruenzstrahle eler Kongruenz Cl
ein anderer Sirahl dieser Kongruenz als reziproke Polare zugeordnet, und ebenso gehört
zu jedem gegebenen Kongruenzstrahle von Cf ein zweiter Strahl dieser Kongruenz
als reziproke Polare. Auf jeder der beiden linearen Strahlenkongruen zett Ci :und Ci
bedingt also die je einscharig in Ci und Ci enthaltene Fläche F? zweiter Ordnung eine
involutorische Paarung der Kongruenzstrahlen. Diese geometrisoh evidente Talsache
läßt sich auch alalytisch leicht verilizieren, wenn man nach Nr. t bedenkt, durch welche

-substitutionen die Linienkoordinaten p& eines gegebenen strahles g in die Linien-
koordinaten p! sei:rer reziproken Polarä g' im polaren Raurne einer Fläche zweiter
Ordnung übergehen. Im Falle der Fläche Fj : qr2 - ),.urrn: 0 zeigt eine leichte
Reohnung, da8 die Linienkoordinater zweier solcher reziproker polaren durch die
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zusammenhängen, deren involutorischer Charakter ersicht[eh igt.
Entsprechendes gilt von den beiden übrigel faBüscüeln 4- d Fid. Jede

Flache eines dieser beiden Büschel liegt je einscharig in den bddra frcertn Kongruenzen,
deren Leitgeradenpaare das Basisvierseit (q r u a odet q r s tl ib FBüschels bilden.
Sie bestimmt also auf diesen beiden Kongruenzeu eirc iavohtricb Paarung der
Kongruenzstrahlen, bei der jedes Strahlenpaar aus zwei Folaren besteht.

Zusamrnenfassend läßt sich nunmehr feststellen:

Die ool Flächen zweiter Ordnung der drei .FP-Büsehel:

F','""lFh, lFexrrr- )..ü|ra:0 I ,r*" - ),.xrrn:O I ,rtr-I-+"r:0
liegen je einscharig in den linearen S[ra]rlenkongruenzen:

ci

.--. I :!n*:n;, +!t,":no
ttu' i -fo*:r,, +!n^=n*

ci ci

Sie besüinmen auf diesen Kongruenzen je eine (primäre) Involütioa der Kolgrnenz-
strahlen, und die Koordinaten konjugierter Strahlen g, g' dieser Involution sind ver-
knüpft durch die Substitution:

pti : o Ps:0
Pee : 0 Pzz:0

e,
Prs:0
PsE:0

-t p,": p;n

+ Ln nrr: ri,
+lu: rL

- 4 Pz+ : Pis

c:
Pu:0
Pzs:O

A

-TPv:Piz
L

- 4 Pß: Pi'
x2

-TPzt:Prt
I

-TPu:Pi+

e
Pr:0 Prt:0
Pzd,:0 Pr.:0.

(v)

ll
- Z Pp: Pän * i Prz: Pän

11
- 4 Pv: Ptn + 4Pß: PLs

x1
- T Pzs: PLa -I- 7 P2a: Pia

- 7 f 
"n 

: ni,, -'7 n"n : ni"

.t xtqPp: Py2 -Z Pr"

tl
- 4Pu: Pu -ZPr^

x2,12
- LPa: Pr - 4Prt
.x. 1tqPsa: Psa -ZPrn

r73

: Piu

:PL

:PL

Ein polarer Raum, dessen (reelle oder irraginäre) Inzidenzfläche einscharig in einCr
linearen Kongruenz enthalten ist, heißt ein primärer polarer Raum 1) der Kon-
gruenz und die duroh ihn hervorgerufene Paarung der Kongruenzstrahlen eine primäre
Involution auf der Kongruenz, Die obigen Substitutionen sind also explizite
Ausdrücke der primären Involution,

3. Die drei linearen Strahlenkongruenzen C,, Ci tlrd{ bestimmen bzw. die drei.
geschart iavolutorischen Räume E{,, Er und I., als dercn Deckstrallenkongruenzen.
Die zugehörigen geschart involutorischen Kolliaeationen führen bei der hier getroffenen
Wahl des Koordinatentetraeders (2) aul die Substitutionen:

t_"":d2",
l
I
I
I
:
'i

I

1 $r: 17 e+.: 4 8\: ri I(vr) l 
"I::.!,, 

ft=ar, ';;= _:i lI prn - - ci Qra: - xL er+: rL )

Wir erinnern daran, daß diese drei geschart involutorischen Kollineationen vertauschbar
sind, daß also aus je zwei von ihnen die dritte resültiert und aus allen dreieo die Identität.



I

i

Eaenzel, Ätalgtisclrc Tlworie fur Inool,utiotw a*f dcr lhwnar Shdnenkmgruenz. 1?1

Jede Fläche des -Fz-Büschels F:tuo ttiägl, zwei involutorische Regelsoharen im geschart
inmlutorischen Raume Io' der linearen Strahlenkongruenz fi. Das hat zur Folge,
.taß ungekeht die od Kongruenzstrahlen von Cf paarrveise reziproke Polaren für die
cr Fläehcn des -FBüßchels Fi,, sind. Auch der Analytiler wird sich davon leicht
-t@Tcr, Tenn er an Hand der Gleichungen (IV) zu einem gegebenen Kongruenz-
lrl|* w. f ilie reziproke Polare bez. der Flächen rLtz - 1. rsr4: 0 aufsucht.
k üese überlegungen auf die beiden andern .Fz-Büschel ausgedehnt, so ergibt
sil rbsrilee Resultat:

Db oor Flächen des F2-Büsohels:

F?*, I F'*, ) F"*n

fnger je zwei involutorische Regelscharen im geschart involutorischen Raume der
hearen Strahlenkongruenz :

ci I ct , ci.
Der -F2-Büschel bestimmt auf der linearen Strahlenkongruenz eine (sekundäre) Invo-
lution. Konjugierte Strahlen g, g' dieser Involution sind reziproke Polaren für alle
nächen des F'z-Büschels, und iüre Koordinaten sind verknüpft duroh die Substitutionen:

.7 i 1-|4Pl3:Pn -4Pn- Piz t 4P2:P1z
111

-LPq:Pu tqPs:P1a - 4Pß:Pis

-|r-:n; +!u:rL -|r*:nL
+!nn:rln *!n*:r!, +!r"n:n[n

Ein reeller polarer Raum, dessen (reelle oder imaginäre) Inzidenzfläohe zwei involuto-
risehe Regelscharen im geschart involutorischen Raume einer linearen Strahlenkongruenz
ffigt, heißt ein sekundärer polarer Raum 1) der Kongruenz, die durch ihn bestimmte
Involution der Kongruenzstrahlen eine sekundäre Involution auf der linearen Strahlen-

. _ kongruenz. Die Substitutionen (VII) sind also explizite Ausdrücke der
sekundären Involutioneu

. 4. Eine prinarc Involution hat die cor Stra en einer (reellen oder imaginären)
Regelschar zweiter Ordnung zu Doppelstrahlen, deren Trägerfläche die Involution be-
dingt. Eine sekundtue Involution hat vier (reelle oder konjugiert imaginäre) Döppel-
strahlen 1). Sie bilden das Basisvierseit des die Involution bedingenden Fz-Büschels.
Die anall4ische Darstellung der primären und der sekundären Involutionen in Nr.2
und Nr. 3 ging von der Gleichung der Fläche zweiter Ordnung in der Form rrn"- ).-x6rn:0
aus, benutzte eia Tangentialtetraeder als Koordinatentetraeder, und dieses enthielt auch
die drei Basisvierseite der drei bedingenden F2-Büschel. Diese Gleichungslorm der
Fläche zweiter Ordnung gibt aber keine Auskunft darüber, ob ihre Regelstrahlen -
und damit die Doppelstrahlen der dargestellten Involutionen - reelle Strahlen, oder
konjugiert imaginäre Strahlen erster oder zweiter Art sild, Aus dem,F2-Büschel .Ff-,
greifen wir eine Eläche heraus. Jhre Gleichung:

raxs-r;ta:o
geht durch die Substitutionen:

(vII)
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(a) rr:e(är+rs) nz: -e(tz-e)
(b) r, : Q(t1 + il8) nz -- - A(tz + it l
(c) r. : e(Ur + ies) nz: - Q(tz - tt1

äber in die Formen:

a) t?.+E?z-t3-t2:0 b) t?+tl+tl+r::0 c) Ei+4+u3 -ti:0.
a) Im ersten Falle liegt eine reelle Strahlenfläche zweiter (hdnung vor. Die drei

linearen Kongrue\zen Cl, q und C|, deren Leitgeradenpaare naeh vie vor die Gegen-
kantenpaare eines Tangentialtetraeden bilden, werden dargestelh dmeh:

ci C:

e,qc:
l9:r": l9lg elu:*li ePr::*Fä
elsa : * Pi, e[:l: - P'a eg:r : -F Fiz
ePrr : - Fä eEa: -h ehg: - Fi
Qlu: - Fis ePu: *Pir el* - - lir

:r! : e(ä - &) rr: e(tz + h)
ar : eer - .&) zr: e(t2 - it[)
4 : ele', - bl q: e(02 + t4)

ePrr: -Pä
aFzs - - lir

q
fVIIt) lFu * Fra : 0 Fra :0 F,r - Pn :01

IFl2 - Iar:0 pzr :0 Fr. * ps:0J.
Auf den beiden hyperbolischen linearen Strahlenkongruenzen C, wd ff bedingt die
Strahlenlläche zweiter Ordnung zwei primäre Involutionen, die vorhin dureh die mittlere
Kolonne der Gleichungen (V) angegeben wurden. Auf der hyperbolischen linearen
Strahlenkongruen z Ci utll die Fläche eine sekundäre Involution hervor, vorhin tlie
mittelßte Spalte der Gleichungen (VII). Jetzt ist ein Polartetraeder zum Koordinaten-
tetraeder geworden, die beiden primären Involutionen auf Cl und Cf und die sekundäre
Involution auf Ci legitimieren sich analytisch bzw. durch die Substitutionen:

(rx)

aPll-: - 0Le Frr -0
QFza : - Fil., Fza -0

Jede der beiden primären Involutionen hat die Strahlen einer reellen Regölschar
zweiter Ordnung zu Doppelstrahlen, dio sekundäre Involuiion hat vier reelle.paar-
weise windschiefe Doppelstrahlen.

b) Die Gleichung ßtellt eine imaginäre Fläche zweiter Ordnung mit reellem po-
larem Raume dar, Die drei linearen Kongruenzen C\, Ct wd Ci sind gegeben duis-h die
Gleichungspaare :

e, qci
(x) [Prz -Par:0 Frr:0 fu*Ps:01

lPg-Fza:0 Fzr:0 Fu*Prr:0J.
Auf den beiden elliptischen linearen Kongruenzen 4 wd C bestimmt die Fläche je
eine primäre Involution, deren Doppelstrahlen je eine inaginäre Regelschar zweiter
Ordnung erlüllen. Auf der hyperbolischen linearen Kongmenz di bedingt sie eine
sekundäre Involution, deren vier Doppelstrahlen aus zwei Paaren konjugiert imagi4ärer
Geraden zweiter Arü bestehen. Diese drei Involutionen lähren auf dieselben Sub-
stitutionen der Linienkoordinaten wie im Falle a.

c) Die Flache ist eine reelle strallenlose Fläche zweiter Ordnung. Die hyper-
bolische lineare Strahlenkongruenz, Cl, deren Leitgeraden, wie immer, zwei reziproke
Polaren der Fläche bilden, ist wiederum dargestellt durch p., : 0, Px : 0, und die aul
ihr durch die Fläohe bedingte sekundäre Involution liefert dieselben Substitutionen

I

I

1

i
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rL in Falle a. Stal,t der Darstellung der lineaten Strahlenkongruenzer Cl, wÄ CX

d3üen sich jedoch zweimal die Doppelgleichungen P'' : Frc:0 und pr" : p'n : 6.
Dr rar auch n erwarten, da der durch einen gegebenen (reellen) Punkt der (strablen-
hal n-.äe gebmde Regelstrahl und der durch denselben Punl-t gehende Leitstrall
rci hlgirt inaginäre Geraden erster Arü sind, und g, r, u, o daher niemals die Leit-

t* cb (reeller) linearer Strahlenkongruenzen abgeben. Die auf Ci bedingte
ffc Involution hat zwei Paare konjugiert imaginärer Geraden erster Art zu
nlll&rhlen.

flie duch die Flächen des Fz-Büsohels Ff,,o hervorgerufenen Involutionen auf

ä öei linearen Strahlenkongruenzen Ci, Ci, q sind damit erschöpft. Es bliebe übrig,
5c rluch die Flachen der beiden übrigen .F2-Büschel bedingten Involutionen zu er-
uitteln und in gleicher Weise zu untersuchen, danaoh die Fz-Büschel zu spezialisieren,
m alle Involutionen aul der linearen Strahlenkongruenz zu bestimmen. Jedoch kann
dbsea äel auf folgendem bequeneren Wege erreicht werden:

IL Dis Boziohungon ilor sokunilihon Involutionou zür Ihoorio der Elementa,rtoilor.

5. Da eine primti.re Inyolution auf einer linearen Strahlenkongruenz die Strahlen
einer Regelschar zweiter Ordrlung zu Doppelstrahlen hat, so liegea auf einer hlper-
bolischen linearen Kongruenz zwei Arten von primären Involutionen:

l. Primäre Involutionen, deren cor Doppelstrahlen eine reelle Regelsohar zweiter
Hnurg erfüllen,

2- primäre Involutionen, deren od Doppelstra.hlen eine in zwei reelle Sürahlen-
bEs€hd erstd Odnung zerfallene Regelschar zweiter Ordaung bilden,

Die elliptisohe lineare Strahleakongmenz trägt:
1. primare Involutiorien, deren col Doppelstrahlen eine reelle Regelschar zweiter

Nlurg erfüllen,
2. primäre Involutionen, deren col Doppelstrahlen eine imaginäre Regelschar

rreiter Ordnung bilden,
3. primtire Involutionen, deren col Doppelstrahlen zwei konjugiert imaginäre

Slrahlenbüschel erster Ordnung erfällen.
Ä-nders die sekuldären Involutionen. Die Doppelstrahlen einer sekundären In-

--fi ution bilden zusammen mit den Leitgeraden der Trägerkongruenz die Deckstrahlen
kollhearer Räune (Gleiohung I). Deshalb zieht eine Klassifikation der Kollineationen
eine Einteilung der sekundären Involutionen naoh sich.

Zun aual5rtischen Ausdruck einer gegebenen Kollineation:
tpti: Eoapx'1. mit la{el *0, a;n reell, d:0rL12,'..rr

gehört die Determinantengleichung:

A(s) =lo4 - el :0.
Diese Gleiohung habe no verschiedene Wurzeln:

Es werd.en bezeichnet mit 
Qr Qzt ' ' ' t Q^'

p?,pt"...,ptl
der Reihe nach die Multiplizitaten der Wurzel po fär die Determinante /(p) und für
ihre r-, (r -1)-,..., (, - tt { 2) - rei}igen Minoren. Dabei bedeutet r-hi+l
den Rang der Detrerminante /(gr), der sich aus /(g) ergibt, wenn g : pn gesetzt wird,
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so daß für g : go alle (, - h' + 2).reihigen Minoren und alle Minoren von noch höherer
Ordnung versch'winden. Nunmehr setzb man:

4) : r"? - pat, er;t : plt - ptit, 4o : ..,,eflr: r{Lr - l, ap : r<;t.

Die Ausdrücke:

te - e,l'f', tp- p,l'f', . . ., (e - &){n
heißen naoh Weierstraß die der Wurzel g, entsprechenden Elenentarteile r. Es sind:

olJt olJ, Ärl"l "2 "'"L

4Ed?...4"

eY'et"t)...Cidt

die Exponenten der zu den Wurzeln von /(g) :0 gehörendea Rlcrncntgrtsilgl, 11fl
der Inbegrill aller Exponenten in der A-nord-nung:

[(el1) e0). . . dP) (qt qt.. . 4t)...(4r,... 4d)]
heißt die Charakteristik der vorgelegten Kollineation.

6. Unterliegt die gegebene Kollineation der C.harakterirüik [ttll] so hat sie
vier Doirpelpunkte und vier Doppelebenen. Yon den drei dureh Gleichugen (VII)
oharakterisierten sekundär involutorischen Kongruenzen Ci, C, C: hat, jede ein anderes
Paar Gegenkanten des Deoktetraeders zu Leitgeraden und tlie beiden übrigel Paar
Gegenkanten zu Doppelstrahlen. Jede reelle Kante trägt eine Punkt- und eine
Ebeneninvolution, deren (reelle oder konjugiert imaginäre ) Doppelelemente die beiden
mit der Kante inzidenten Eoken und Ebenen des Tetraeders sind. Die Ebeneninvolution
der einen Kante ist zur Punktinvolution der gegenüLberliegenden Kante perspektiv.
Die Kollineation führt diese Ebenen- und Pulktinvolutionen in sich über. Konjugierüe
Strahlen der sekundären Involution schneiden beide Leitgeraden der Trägerkongruenz
in zwei Paaren konjugierter Punkte der beiden Punktinvolutionea und liegen in zwei
Paaren konjugierter Ebenen der beiden Ebeneninvolutionen. Für die Charakteristik
tfllll ist das eine Paar Gegenkanten ein reelles windschiefes Strahlenpaar a, o, die vier
übrigen Kanten q, r, st t bestehen aus zwei Paaren reeller windschiefer oder aus zwei
Paaren konjugiert imaginärer windschiefer Strablen oder aus zrei Paaren konjugiert
imaginärer inzideqter Strahlen. Die von a und o getragenen Punktinvolutionen rtäd
Ebeneninvolutionen sind im ersten Falle beide hyperbolisch, im zweiten beide elliptisch,
im dritten ist die eine hyperbolisch, die andere elliptisch. Im ersten Falle trägt nach
(VII) jede der drei hyperbolischea Kongruenzen C!., Ci, Cl eine sekundäre Involution mit
vier reellen Doppelstrahlen. Die Doppelstrahlen sind die beiden Leitgeradenpaare der
beiden anderen Kongruenzen. Irn zweiten Falle ist die eine Kongruenz dl hlaerbolisch
und hat zwei Paar konjugiert imaginärer windschiefer Doppelstrahlen q, r und s, t.
Die beiden anderen Kongruenzet CX, Ct sind elliptisch, und jede von ihnen hat ein Paar
reeller Doppelstrahlen (a, o) und ein Paar konjugiert inaginarer windschiefer Doppel-
strahlen (s, t od.er q, r). Im dritten Falle ist nur eine reelle, und zwar hyperbolische
lineare Kongruenz Cf vorhanden, und ihre sekundäre Involution besitrt, zwei Paar konju-
giert imaginärer inzidenter Doppelstrablen (r, s und 4, t).

Für die Charakteristik l2tll trägt die eue Kante z eine hyperbolische oder ellip-
tische, die andere o eine parabolische Punktinvolution. Diese Charakteristik führt
demnach auf zwei Arten sekundärer Involutionen auf der hyperbolischen linearen Kon-
grrtenz Ci, nämlich aul die sekundären Involutionen mit zwei reellen oder mit zwei kon-
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jqht inaginärcn inzidentön Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereioigte Doppel_
rtuahlen rlarstellt, Die Doppelstrahletr projizieren aus dem Doppelpunkte a.r pu"ulo-
lischen Involution auf o die beiden Doppelpunkte auf a.

Für die Charakteristik [22] sind die windschiefen Doppelstrahlen a, o zusammen_
gefallen und bildeq die vereinigten Leitgeraden einer parabolischen Kongruenz. Die
rereinigten Leitgeraden tragen eine hyperbolische oder eine elliptische punktinvolution.
Konjugierte strahlen der sekundären Involution trefien die vereinigten Leitgeraden in
konjugierten Punkten dieser Punktinvolution. Zwei ihrer Doppelstrahlen fallen mit
den vereinigten Leitgeraden zusammen, die beiden anderen (reellen oder konjugiert
imaginären) windschiefen Doppelstrahlen gehen durch die Doppelpunkte der von-den
vereinigten Leitgeraden getragenen Punktinvolution. Die letzteren beiden Doppel_
strahlen sind die Leitgeraden einer hyperbolischen oder elliptischen linearen Kongruenz,
und die von dieser getragene sekundäre Involution hat die vereinigten Leitgeraden
u : r zu.m vierfachen Doppelstrahl.

Die charakteristik t4l führt zu einer sekund.ären Involution auf einer parabolischen
linearen Kongruenz, deren vier vereiaigte Doppelstrahlen mit den vereinigten Leit-
geraden zusammenf allen.

Die Charakteristik t(lt) 1.11kornmt den axialen 6) Kollineationen zu, welohe die
oo1 Punkte eines Doppelstrahtes u und die co1 Ebenen des zu a windschiefen Doppel-
strahles o zu Doppelelementen haben I außerdem liegen zwei (reelle oder koujugiert
imaginäre) Doppelpunkte aul o und gehen zwei (reelle oder konjugiert irnaginare) Doppel-
ebenen durch u. zwei gegebene konjugierte strahlen der sekundären lnvolution äuf
der linearen Kongruenz ff schneiden eina-nder in einem punkte von u und trefien o in
zwei konjugierten Punkten einer hyperbolischen oder elliptischen Punktinvolution. Die
sekundäre Involution heißt unter diesen umständen inzidentpaarig r). sie besitzt zwei
(reelle oder konjugiert imaginare) strahlenbüschel erster ordnung- von Doppelstrahlen,
deren Strahlen aus den beiden Doppelpunkten M,,N d.er punktinvolution auf o die
Purnkte von u projizieren. Andererseits fiagen M und lr' je einen perspektiv involu-
torischen zentrischen Bündet im geschart involutorischen Raume von Cj. Die per-
spektiv involutorischen Bündel haben bzw. die Ebenen Mu, Nu at Involutionsebenen
'nd beide die Leitgerade MN : u zur Involutionsachse. Ebenso tragen die beiden
Doppelebenen t : Mu, p : Nu ie eio perspektiv involutorisches Feld im geschart
involutorischel Rau.me von d!. Die perspektiv involutorischen Felder p, r, ha-ben bzw
die Punkte N, M zt Involutionszentren, und sie haben beide die Leitgerade u : pt, z:ur
Involutionsachse. Die perspektiv involutorischen Felder p, r sind bzw. die schnitte
der perspektiv involutorischen zentrischen Bändel M, 1[ unil bi]den je mit diesen tlie
beiden zerfallenen involutorischen linearen Kongru enzert Mp,.ry/. Die charakteristik
[(tl) 11] führt also auf zwei Arten sekundärer inzidentpaariger Involutionen auf d.er
hyperbolischen linearen Kongruenz, die eine mit zwei reellen, die andere mit zwei kon-
jugiert' imaginären Strahlenbüscheln erster Ordnung von Doppelstrahlen und auf eine
Ärt von Involutionen auf der zerfallenen linearen Strahlenkongruenz, bestehenil aus den
Strahlen eines zentrischen Bünilels und eines ebenen Feldee-

- ?ir Charakteristik [2(tl)] liefert - wie sich auf gleichem Wege ergibt - eine dritte
Art sekundärer inzidentpaariger Involutionen auf der hyperbolischen linearen Kongruenz.
Zrei gegebene konjugierte Strahlen schneiden einander iq einem punkte der einen Leit-
$raden und schneiden die aadere Leitgerade in zwei konjugierten punkten einer para-

') F. Sehur, Mathem. Aanalen lg (188V82), S. 491.
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bolischen Involution. Diese sekundäre inzitlentpaarige Involution besitzt daher einen

g;*.n.t ."rt." Ord.nung von Doppelstrahlen, deren jetler zwei vereinigte Doppelstrahlen

darstellt.
Die Kollineationen mit tler charakteristik t(1r) (t{)l oder [(22)] sind die geschart

in,,olutorische,'. Die erste Charakteristik lührb <laher auf die idmtische Involuiion auf

ä""- Uyp""l"fit.ften oder elliptischen Kongruenz, die zweite aul die identische Invo-

Iul,ion auf dec parabolischen Kongruenz'-- - 
Di; charakteristiken [ ({11)t ]"untl [ (2tt ) ] bedingen die perspekiiven Kollineationen,

sie lieiern die identische iorrototiott auf der zerfallenen Kongruenz, wobei im zweiten

F"ri" au" Mittelpunkt des zentrischen Bündels in rler Trägerebene des ebenen Feldes

ilä äi" är'""är.reristiken t3[], t(21)tl, [(31)] und i({l{1)l liefern keine neuen Bei--t'tä, 
a"-if*" DeckelementJ t"in. tin""tttt Kongruenzen bestinmen' Die erhaltenen

ReJ,.titate lassen sich folgendermaßen zusammenstellen:

7. Die (reellen otler konjugiert imaginären) Doppelstrahlen einer sekundären

Involution uof ein". iinearen Konfruett' ttnd die Leitgeraden dieser linearen Kongruenz

;t;J ;;.h Nr.6 stets auch die Däppelstrahleu zwerer kollinearer Räume E' I" Diese

ä"ppt[i.-t"t" der beiclen kollinearen Räume sind ilurch die sekundäre Involution be-

,tlä-t. St können <Iann abei noch einem gegebenen Punkte P von E die coa Punkte

von I' als homologe Punkte otler eioe" gegebeoen Ebene z von ! die co3 Ebenen

von E' als homolJge Ebenen zugeortlnei we"den' Demnach führen oos Kollinea-

t;"; "it" 
gegeb"ie sekunaläre involution in sioh über, indem sie ihre Doppel-

strahlen in Rih-e larr"r, und je zwei konjugierte Strahlen iler Involution wieder in zwei

l;;i"gil" t;.*andeln. Die sekundare Involotion heißt dann die charakieristische
lnvätition t; iler kollinearen Räume. Die zugehörige -lineare 

Mannigfaltigkeit von

cos kollinearen Räumen ist zu sich selbst tlual und heißt eil Gebüschverband kollinearer

(111:
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Chrrakto-
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B=lre J- Die Kollineation zweier gegebener Räurne rles Gebüschverbaqales ist bestimmt
.funh die charakteristische Involution und durch irgendein Paar homologer Punkte
ode Ebenen s). Kurzum:

Einc selcunddre Inoolution aal einer linearen Strahlenhongruenz bestimmt einen
GäiLschperband. Icollinearer Räame als d,eren charaleteristische lipolntion, Die as KoIIi-
nad.bnen des Gebüschperbanilu haben die Leitgera.den d,er Kongruenz und. d.ie Doppel-
stalilcn dcr charaktcristi*chen Inpoluti,on za Decl*trahlen und lühren d,ie charahte-
ristische Inoolation in sich über.

Das Verhäitnis zweier verschiedener Wurzeln der Determinantengleichung
A(q): larl -el :0 ist eine absolute Iuvariante der Kollineation (5) und stellt sich
dual in zweilacher Weise dar, als Doppelverhältnis von zwei homologen Punkten und
den Schnittpulktea ihrer Verbindungsgerade mit zwei Seiten des Decktetraeders oder als
Doppelverhältnis von zwei homologen Ebenen und den Verbindungsebenen ihrer Schnitt-
gerade mit zwei Eoken des Decktetraeders. Die allgemeine Kollineation mit der Cha-
rakteristik [{111] hat drei voneinander unabhängige absolute Invarianten. Durch die
charakteristische Involution eines Gebüschverbandee kollinearer Räume ist das Deck-
tetraeder der kollinearen Räume gegeben, und man erhält die co8 Räume des Ge-
büschverbandes dadurch, daß'die drei absoluten Invarianten nacheinander alle mög-
lichen reellen Werl,e annehmen.

Die drei Gruppen der Zeilen t -4,7 -L0 und {2-14 in der Tabelle der sekundären
Involutionen und die Ausführungen dieser und der vorhergehenden Nummer ergeben
nunmehr die drei Sätze:

Hat d,i,e Kollineation zwei,er Rdumz eine charalatristßche Ineoluti.on mit oier paar-
weise windschiclen Doppelstrahlcn (Charalaeristik [lltt]), so füh.rt sie noch zwei weitere
sekundiire Inpolationen aul zwei lineann Kongruenzen in sich über. Von den d,rei linearen
Kongraenzen hat jede ein Paar Gegenltanten d,es Decktetraeders zu Leitgerad,en,, di,e aul der
Kongruenz liegend.e sekanildre Ineolution hat die beiAen übrigen Gegenlcantenpaare z,a

Doppelstrahlen. Jed,e iler d,rei sekund,tiren Involati,onen hann als charakteristi,sche Inpolnti'on
dzr Kollineation gelten and bestimmt in d,erselben Weise die beid,en übrigen Inool,utionen.
Eat d,ie Kollineation aber eine charahteristßche In('olation rnit zwei Paar honjugiert ima-
gindren Doppelstrahlen erstet Art (Zeile 2), so enßtiert keine weitere charakteristische In-
t'olulbn.

Ea rlb Kolltuatbn zwei.er Rdump eine charala.eristische Inpolution mit zwei wind,-
schiclat (rdn ofu lonjugiert imagindren) Doppelstrah.len aul einer parabolischen line-
aren Kongrucnz, so lührt sie noch eine zweile sekundöre Inpolutinn aal einer lryperbolischen

oiLer elliptischen linearen Kongruenz in sich über, Diese sekand,rire Involution hat die per-

einigten Leitgeraden d,er parabolischen Kongruenz zam oierlachen DoppelstrahL und' ihre
Trdlerlnngruenz hat d,ie Doppelstrahlen jener charakteristischen Inr:olation zu Lei4uaden.
Jedc dnr beid,en sekunddren Inpolati,onen hann als charaltteristische Inpoluti,ok der Kolli-
neation gehen.

Hat eine Kollineation zweicr Ränmc eine sekund,ihe inzid,entpa.etiBe Inoolution aal
eincr Tryperbolischen linearen Kongruenz zur charalderistischen Involutinn, so lührt sie
noch zwei Ineolationen aal zwei zerlallenen linearen Kongruenzetz in siclt über. Jed,e tler
ibei In()olutianen kann qls charakteristische Involation gelten.

III. Die sbkunilären Involutionen und atio nichtoullidischen.Msßbestimmungen.
8, Auf die Form r.cn - ).orrrs:0 kann die Gleiohung jeder imagineren Fläche

rweiter Ordnung mit reellem polarem Raume, jedes Strahlenhyperboloides, strahlenlosen

1 Jon { Inyaria,trz üd Unkehnng, üeue 149 (1919), S. 43.
,EI ft lrtbrDrtiE. Bd. 166. üeft S.
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Hyperboloides und jedes Ellipsoides geblacht werden. Liegt eine solche Fläche als

Funtlamentalfläche der Maßbestimmüng im nichteuklidischen Raume zugrunde, so führt
jede Bewegung in diesem Raume die Fläche beidscharig in sich über und hat deren

zwei Leitstrahlen 4, r und zwei Regelstrahlen .e' t zu Doppelstrahlen. Die Diagonalen

u,o iles Raumvierseites grs, sind gleichfalls Doppelstrahlen der Bewegung und die

Leitgeratlen einer linearen Kongruenz ü. Die gekundare Involution aul Cä:

11x1
PM: Pza:0' + | Pn:Piz' - 7P:u:nir -ip^:fu l7 Pze': P6+

ist die charakteristische Involution der nichteuklidischen Bewegung. Auch die beiden

mitbesiimnten sekundären Involutioaen aul C! uil 4 (Nr- 3' Gleichungen VII, und

Nr.7) gehen durch die Bewegung in sich über. Konjugierte strahlen der charakteristi-

schen Involution auf C| sind rezipmke Polaren für die od Flächen des .FE-Büschels:

F'n qra - 7'4tr: Q, - oo'..i...+ co.

Jede Fläche iles trE-Bäschelg wird durch die Bewegung beidscharig in sich übergeführt.

9. C.eht die Koordinatenbestimnung in elliptischeo Raume von einem

Polartelraeder seiner inaginären Funtlamentalfläche aus, so ist deren Gleichung

fi a r? + tt + ,1 :0. Eine Bewegung im elliptischen Raume hat ein Paar reziproke

Polaren u, o der Fundamentalfläche zu reellen Doppelstrahlen, die Leitstrahlen g, r
und tlie Regelstrahlen s, t der Fundamentalfläche sind konjugiert imaginäre windschiefe

Doppelstrahlen, Mit anderen Worten:
Die allgemeine Bewegung im elliptischen Raume hat d.tei charakteristische Involutionen,

d,ie eine liegt aal einer hyperbolischen linearen Kongruenz Q, d'ie bei'den andcren aal

zwei elliptischen linearen Kongraenzen 4 and Cl.

Die Bewegung läßt sich in zwei elliptisch gesoharte Kollineationen zerlegen, von

denen die eine c!, die aldere (I zur Deckstrahlenkongruenz hat. Die beiden gescharten

Kollineationen werden als (eltiptische) Parallelverschiebungen erster und zweitel Art .

bezeiohnet, Die Kongruenzstrahlen von c1 und 4 shd bzw. die cliffordschen Paral-

lelen erster und zweiter Art. Nunmehr ergeben sich alle Eigenschaften der clilford-
schen Flä.chen von selbst:

Liegt aal d,er hyperbolischen linearen Kongruenz CI d.ie charalcterßtisch.e Ineolution

einer e iptischen Bewegung, so werden itic bei.den nxitbestinmten elliptißihen lineaten Kon- '

gtucnzen pon iten Ctifford^schen Parallelen erster und zweitet Ar, erfüllt. Die ar 'ie ein'

icharig in C, und Ci liegend.en Fltichen dzs f-Büschels F2q,o' sind. Clillonlsche Fltichen,

geschirte (und, insbuond,ere geschart involutorische) Kollineationen mil den Declcstrahlen'
-korgro"n 

ro Cl und 4 sinil Parallelperschiebungen erster and, zweiter Art. Da zwei solche

untireinand,er pertaaschbar sinil (Gleiehungen Yl), so haben ilie Clifiordschen Fldchen

die Krümmung NnIl.
Die Gleichungen der reellen clillordschen Flächen können mit Hife eines Para-

meters z auf die Form gebracht werden: (r! *tZ)$ - x') -(4+n7)$+ x):0'
Der hyperbolische Raum hat eine reelle strahlenlose Fundamentallläche' Die

hyperbolische Belvegung besitzt nur eine charakteristische lnvolution mit zwei Paar

känjugiert imaginären inzirlenten Doppelstrahlen (4, c), und es entfallt da-her die Mög-

lichkeit, ttie Bervegtng in zrvei reelle Parallelversohiebungen zu zerlegen'

10. Eine gegebene sekundäre Involution auJ einer hyperbolischen linearen Kon-

g'oe''z Cf; läßt;i;h in zu'ei sekundäre inzidentpaarige Involutionen aul C] zerlegen'

biese beitlen inzidenlpaarigen Involutionen sollen die ,rKonponenten" jener ,,resul-
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tb*r' *udrra Inrolutin hri8cn- Die hmiqi*e ffi tla riu Xm.
Gc lrttrrn einander auf iler Lr{tgerailen a nd te}nelh fic rriErr:ile I in lm.
iqlktca Pmlten dexelben Punktinvolution wie die Lonjügiet€n Slralla d€r r€5ü1.

tiraden Involution- Für die konjugierten Strahlen der zweiten Komponeate nr-
lnscheü die beiden Leitgeraden diese Rollen nnter.einander. Demnaerh tann eirc
:qtlae Bervegulg im nrchteuklidischen Raume mit der charakterisüischen Involution
rd C! in zrvei Bes.egungen mit inzidentpaaigen charakteristischen Involutionen

rd C: zerlegt werden. Diese beiden Bewegungen sind zy'ei nichteuklidisohe Drehungen
m die Achsen p und o. Demnach zeigt sich Yon 6elbst,:

Einc nichteukliÄische Beaegung läßt sich in zwei Drehungen um d,i,e beid'en Leit-
pden ihter charakterßtischen sekund,tir inuolalorischen linearen Kongntenz Cf; zerlegen.

fde iler beiden Drehungen hat eine charakteristßche inzid'entpaarige Involution aul Q,
tnd, aus d,en beiden inzidentpaarigen Inoolutionen resultiert d'i,e charaktcristische Ineolutian
dcr resultierend,en B ewegang.

Im hyperbolischen Raume mit, der reellen sirahlenlosen Inzidenz{läche

Ä + ü + 13 - rl :0 lassen sich die oo1 Flächeu des ff-Büschels F!,,1, welche die

charakteristische sekundäre Involution auf C] bedingen (I, 3), mit Hilfe eines Para-
meters x auf die Form bringen: (cl + r'r) (L - x) - (r1 -4)$+ z):0. Diese

Flächen sind nach obigen Satze Rotationsflächen mit den beiden einander (hyper-

bonsch-) rechtwinklig kreuzenden Rotationsachsen a,a' gehen sie doch durch jede der
beiden Drehungen einzeln in sich über, Sie gestatten coz Beweglngen in sich, sind also

Flächen konstanter Krümm.ung.

fY. Dis eekunilören Lnvolutionon unil alio llüoorio ilsr Kollineationen im viorilimon-
sionelon naumo.

11. Im Raume I,I/ von vier Dimensionen 8) wird ein dreidimensionaler Raum E
aus einem gegebenen, nicht in E liegenden Punkte J von I'7 durch einen ,,zentrischen
Bündel zweiter Arb" projiziert. Nämlich es werden die Punkte, Strahlen und Ebenen

ron I durch die Strahlen, Ebenen und dreidimensionalen Räume des Punktes .9 an-
geehnitten. Der zentrische Büüdel zweiter Art ist dreidimensional, wenn die Strahlen
ods die dreidinensionalen Räu-me durch S als Elemente zugrunde liegen. Dabei sind
ni g4elene konjugiert inaginärc Ebenen erster Art des zentrischen Bündels S mit
Ei bjugiert, imaginären Strahlen erster Art des dreidimensionalen Raumes E inzident,
zrri frdqlrt inaginäre Ebenen zweiter Art schneiden den Raum I in zwei konjugiert
inagineretr Strahlea zweiter Art.

Eine allgemeine Kollineation im vierdimensiolalen Raurne, analytisoh gegeben

durch die Substitution pxl:rl.asyr*, i:1,...,5, a6 reell, bestimmt funl Doppel-

pukie und lünl dreidimensionale Doppelräume. Die Koordinaten der Doppelpunkte
gehen aus den Gleichungssystemen hervor, die den voneinander verschiedenen Lösungen

är 9:r.. , , gu der Determinantengleichung:

a(e):la*-el:o
t) Als erstfi hat wohl Veronese es ütrtemonmen, tlie Geometrie ilet yier- urd mebrilimersiona,len Bäume

tüEg synthetisoh utd iD yolter Allgemeinheit mter Iinsc.hluß der euklülischen ütrd nichteu.klidischea Metrik aui-
dom (Grundzäge der Geonehie von melrercn Dimenriolen ruil mehrerer Arten geradlbige Ei[heiteü, Doutsch

rr Schepp, Leipzig 1894). Doch dürlen wir uls im lolgerden zunächsi roch ilio Freiheit aehmer, d6n im vietdimen-
fuh Eaame gebnuohten geometrischen Definitionen undoperotionen gegebenenlalle nur enal)'tische Bederrtung

HEE-
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entsprechen. Unter der Voraussetzung, daß niemals in dieser Determinante für irgend.
einen der fünf p-Werte die sämtlichen zu den Elementen einer Zeile gehörigen Adjunkten
verschwinden, bilden die fünf Deckpukte itie Scheitel eiaes (vierdimensionalen) ,,Deck-
pentaeders'!, Jedem Scheitel liegt ein von den vier übrigen Deokpunkten bestimmtes
Tetraeder ,,gegenäber". Der duroh dieses Tetraeder bestirnnte dreidimensionale Deck-
raum hei8t ,,Seitenraum" oder ,,Flanke" deo Pentaeders. Die zehn Verbindungs-
geradetr der lünf Scheitel sind die Kanten des Peutaedem, die Ebenen durch je drei
Scheitel seine ,,Schneiden". Yon den fmf Fhnlen des Pentaeders sind vier paarweise
reelle oder paarweise konjugiert irnsginirc Ratme, db fünlte Fla-nke ist stets ein reeller
Deckraum-

Der reelle Dechaum A wird durth die Kollineation des vierdimensionalen Raumes
77 kollinear auf sich bezogen. Sein Deoktetraeder enthäh ein Paar reeller wirdschiefer
Gegenkanten, während die beiden übrigen Gegenkantenpaare arrs reeller oder aus kon-
jugiert imaginären Strahlen bestehen. In der Tat, die vier übrigen dreüIirnensionalen
Doppelräume 41, A2, As, An sind als paarweise reelle oder konjugiert imaginerc Räume
die Doppelelemente zweier hyperbolisch- oder elliptisch-involutorischer Raümbüschel
erster Ordnung mit den reellen Trägerebenen d" und d,. Diese beiden Ebenen sind
Doppelebenen der Kollineation und schneiden den Deckraum A in zwei reellen wind-
schiefen Gegenkaüten u, ? seines Decktetraeders, Die von d,,, ö, getragenen involu-
torischen Raumbüschel erster Ordnung sind bzw. perspektiv zu zwei involutorischen
Ebenenbüscheln erster Ordnung mit den Achsen a, o im Deckraum A und daher gleich.
zeitig mii ihnen h5perbolisch odet elliptisch. Die Strahlen z, o bilden die Leitgeraden
einer linearen Kongruenz ff. Die Strahlen von Cl sind sekundär involutorisch gepaart:
Konjugierte Strahlen der s€klmdälen Involulion lhgen in konjugierten Ebenen der
beiden involutorischen EbenenbüscH r r'.d r, r'nl dEGh rb ge.he.n je zwei konjugierte
Räume von jeden der beiden involdorisch".r. Raohrchd ä- und a,. Die Kollineation
fährt die sekundäre Involution ail Ci in qich über ud hat ihre Doppelstrahlen sowie
die Leitgeraden z, u zu Deekstrahlen. Im (reellen) Dechaune A ist die sekundäre
Involution auf Cf die charakteristische Involution der Kollineation-

Zwei homologe dreid.imensionale Räume :, !' iles vierdimensionalen Raumes W
schneiden den reellen Deckraum A in den homologen Ebenen o, o'. Durch die charak-
i,eristische sekundäre Involution aul Cf und duroh die homologen Ebenen o, o' ist die
Kollineation des Deckraumes A bestimmt (7).

Eine gegebene Ebene 6 des Deokraurnes A ist im vierdimensionalen Raume I/
die Trägerebene eines Büschels erster Ordnung von dreidimensionalen Räumen. Die
ooa dreidimensionalen Räurne von I7 lassen sich auf cos Raumbüschel erster Ord-
nung verteilen, deren oo3 Trägerebenen die (reellen) Ebenen von A srnd. Wird
durch die kollineare Beziehung im vierdimensionalen Raume W dem gegebenen Raum-
büschel erster Ordnung 5 (A, B, f, . . .) der Rau.nbüschel 6'(A', B', f',. . .) zugeordnet,
so liegen diese beiden Raumbüschel perspektiv, denn sid haben den Deckraum A
entsprechend gemein. Zwei gegebene Paare honologer Puakte l?1, .lY und M', Ir'', die
nioht in A liegen, werden bzw. mit f und 5' duroh die Paare homologer Räume M, N
und M', N' der beiden perspektiven Raumbüschel f (A, B, f,. . .) lmd f'(A', B', f', . . .)
verbunden. Zu jedem Raume des ersten Büschels ist der homologe Raun des zweiten
Büschels damit bestimrnt. Aus alledem folgt:

Die Kollineation d,es pierditnensionalen Raamts W ist bastimnü ilarch ilie charahte-
ristßch.e sehunddre Inpolation du (reellenl Deckraumzs A, ilurch zcei hnmnloge dreid.imen-
sionale Rd_ume E, E' unl, d,urch zwei Paare pon lwtnologen Punldzn M, N und M', N',
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dic nicht im Deckraume A, tiegen, Die pier pon L, tterschiedenen (reellen od'er koniagiert

iäi;Ai", Deckräume d,er Klollineation gehen bzw. darc_h die vier (reellen od.er koniugiert-ühdr;; 
Doppektrahlnn det charaktu;ßüßchen Inoolation in A und' gehen ie paar-

ceie darch itie beid'en Leitgero'd'en ihrer Trägerkongruenz'

12. In der Flanke a des vierrlinensionalen Deokpentaeders (11) zeigt sich die.

Existenz iler vier übrigen Flanken tlurch tlie vier Ebenen des in A liegenden Decktetra-

eders an. Diese vier Ebenen sind die vier in A liegenden Schneiden' Jede von ihnen

S"ä d*.n "t* aer beiilen Leitgerailen und tlurch einen der vier Doppelstrablen der

Lt*ar" involutorischen Kongruenz ci. Die äbrigen seohs schneiden des Deckpenta-

ä"* g"n"" je entweder durcf, eile rler beiden Leitgeraden a' o oder durch einen der

vier Doppel stra-blen-

Konjugrerte Strahlen der charakteristischen Involution auf df schneiden die Leit-

g*d;;:; i" koljugierten Punkten zweier Punktinvolutionen und werden aus ihnen

ä,*,n 1"":"gt"*" dbJorr, ,*"i"" Ebeneninvolutionen projiziert' Die je von der einen

f--rg"*l-J ftt""gene Punktinvolution ist perspektiv zu. der je von der ander-en-.Leit-

,".oL,"t""'s"rÄ Ebeneninvolution und daner gleichzeitig nit ihr eine hyperbolische,

;;;iJ; "iltptische 
oder identisohe Invoturion. von den zehn Kanren des vier-

'J-"orionul"n D;ckpentaeders fqllen sechs mit den beiden Leitgeraden a' o und-den vier

l"ppJ-*nf"" dei sekunder involutorisohen Kongruenz 4 zusammen' Die vier'

tlig.tt f""tt" sinil bzw. mit den vier Doppelpunkten der von u und o getragenen

hrnktinvolutionen i:nzident.

Unter iliesen Umstäntlen ist ilas Yierdimensionale Deckpentaeder der Kollineation

hinsichtlich seiner reellen unil seiner konjugiert imaginären Flanken, Schneiden, Kanten

;; E;"" bestimmt durch die sekundtue ;harakteristische Involution auf der linearen

llongruenz L,.
Es sei A die Anzall der von den Leitgeraden a und o getragenen hyperbolischen

Punktinvolutionen (h:0,L,2), e tlie Anzahl tler von ihnen getragenen elliptisohen

punktiavolutionen (e :0, 1,2): Die charakteristische Involution besitze r reelle Doppel-

,tolt"o, i konjugiert i*uginar" Doppelstrahlen erster Art oder 7 konjugiert imaginäre

oopp"t#auerr'Äeiter Art. Aus diesen Zahlen ergeben sich die Elemente des Deok-

Ixntäeders; es sind nämlich vorhalden:

reelle Flanken untl reelle Ecken je """"' 1+2h'
konjugiert imaginäre Flanken und Ecken je " " " " "' 2e'

reelie'schneiden und Kanten je'.. '. ' 2(L + hl +r''
a*;"gi".t imaginäre Schneiden und Kanten erster Art ie " " " i l 2e'

lo"i"!i."t imag"inare Schneiden und Kanten zweiter Art je " " i'
Durch tliese Formeln sollen jeiloch nur allgemeine vierdimensionale Pentaeder gekenn-

zeichnet werden, deren Ecken und Flanken ]inear voneinarrder unabhii'ngig bleiben'

so claß ue mehr als vier Eoken in einer Flanke liegen usf' - Palabolische Punkt- und

Ebeneninvolutionen auf den Leitgerarlen u, u ziehen im Pentaeder doppelt zu rechnende

Ecken uad Flankeo nach sich' Desgleichen gehen zweifache oder vierfache Doppel'

strahlen der charakteristischen Involution mit alen entsprechenden Multiplizitätea in

ilie obigen Formeln ein. Auch die datlurch entstehenden Möglichkeiten sollen hier

nicht weiter verfolgt werden.

Iingegarrgen 22. Dezomber 1930.


