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Eine analytische Theorie der Involutionen
auf der linearen Strahlenkongruenz und deren Anwendung.

Von Gerhard Haenzel in Berlin-Wittenau.

Die Theorie der Involutionen schien schon lange ein vollig durchforschtes Gebiet
der Geometrie zu sein. Die Eigenschaften involutorischer Strahlembiischel, Punkt-
reihen und Ebenenbiischel erster Ordnung und die der involutorischen Verwandt-
schaften zwischen Grundgebilden der zweiten Stufe und zwischen Grundgebilden der
dritten Stufe sind bekannt. Seit v. Staudt die Involutionen zum Fundament seiner
grundlegenden geometrischen Theorie des Imagindren gemacht hatte, konnten wesent-
liche neue Fortschritte auf diesem Gebiete der Geometrie nicht mehr erzielt werden.

Erst in neuester Zeit erfuhr die Theorie der Involutionen eine tiefgehende Er-
weiterung dadurch, daB Herr Jolles eine vollstindige und organische Theorie aller In-
volutionen auf der linearen Strahlenkongruenz aufstellte. Die Grundlage fiir diese Theorie
ruht in der Erkenntnis, daB die Paare einander zugeordneter Strahlen einer Involution
auf einer linearen Strahlenkongruenz aus reziproken Polaren eines polaren Raumes
bestehen, eine Definition, die fiir alle reellen und imaginiren Vorkommnisse in gleicher
Weise tragfihig bleibt. Von hier aus wurden erstmalig Involutionen auf zweidimen-
sionalen Gebilden der Strahlengeometrie nachgewiesen, und die Involutionen auf der
linearen Strahlenkongruenz diirften nunmehr fiir den Strahlenraum von #hnlicher
Bedeutung sein wie die Involutionen auf den Grundgebilden erster Stufe fiir den Punkt-
und Ebenenraum.

- Die diesbeziiglichen Untersuchungen des Herrn Jolles!) bedienen sich der rein

synthetischen Methode. Das liegt aber in der Natur der Sache, denn sie stiitzen sich
unmittelbar auf das v. Staudtsche Werk, und es gelang hier zum ersten Male, die geometri-
sche Theorie des Imagindren sachgemiB zu erweitern.

Welche Ergebnisse das Studium der Involutionen im Strahlenraume fiir die Geome-
trie selbst noch zeitigen wird, bleibt abzuwarten. Daneben entsteht schon jetzt die
Aufgabe, die neue Theorie auf das Gebiet der Analysis auszudehnen und auf ihre Ver-
wendbarkeit zu priifen. Zu diesem Zweck miissen zunichst ihre Grundlagen durch
einfache analytische Ansitze charakterisiert werden. Dabei leistet die Theorie der
Elementarteiler 2) Dienste, wie denn auch umgekehrt die Theorie involutorischer linearer

1) Jolles, Die Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Mathem. Zeitschr.27 (1928), S. 427, —
Als Vorarbeiten dieser grundlegenden Abhandlung sind anzusehen: Primire und sekundire polare Riume einer

~“"—linearen Strahlenkongruenz, Crelle 134 (1908), 8. 1. — Die windschief involutorischen Paarungen in einer linearen

Strahlenkongruenz, Mathem. Zeitschr. 26 (1927), 8. 177, ‘ :

%) WeierstraB, Uber Scharen bilinearer und quadratischer Formen, Berl. Monatsber. 1868, 8. 310 ff., Ges. Werke
Bd. II, 8.19 #f. — Kronecker, Berl. Monatsber. 1874, 8. 215, Ges. Werke Bd. I, S. 291-—392, — Weitere Literatur
und ein Uberblick iiber die Entwicklung der Theorie finden sich bei Muth, Theorie und Anwendung der Elementar-
teiler, Leipziz 1899,
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Strahlenkongruenzen die Elementarteilertheorie als klassifikatorisches Prinzip mitunter
ersetzen kann®). Dann lassen sich die Involutionen auf der linearen Strahlenkongruenz
im vierdimensionalen Raume verwenden. Insbesondere werden durch sie die Kollineatio-
nen im vierdimensionalen Raume, deren Untersuchung bisher der Analysis allein vor-
behalten war, der inneren Anschauung zugiinglich, DaB die Theorie der Involutionen

- auf der linearen Strahlenkongruenz fiir die nichteuklidische Geometrie von Bedentung

ist, wurde von mir schon kiirzlich gezeigt %), und ich komme jetzt ausfiihrlich darauf
zuriick. Die dabei erhaltenen Ergebnisse schaffen die Maglichkeit, die Theorie der in-
volutorischen linearen Strahlenkongruenzen in der vierdimensionalen Welt der Rela-
tivitdtstheorie zur Anwendung zu bringen, um dadurch manche Resultate der Gravita-
tionstheorie zu der bisher ihnen mangelnden Anschaulichkeit zu erheben. Die von Herrn
Einstein gegebene Losung seiner Feldgleichungen der Gravitation fiihrt auf ein anderes
Welthild als die Lésung des Herrn de Sitter. Die Strukturen beider Weltbilder wurden
im AnschluB an die hier entwickelten Theoreme in einer weiteren Abhandlung?®) abgeleitet.

I. Die analytische Darstellung der Involutionen auf der linearen Strahlenkongruenz.

1. Zwei gegebene konjugierte Strahlen einer Involution auf einer linearen Strahlen-
kongruenz C; mit den (reellen oder konjugiert imaginiren) Leitgeraden s, ¢ werden ein-
ander als reziproke Polaren eines polaren Raumes zugeordnet. Demzufolge gibt es zwei
Arten von Involutionen auf der linearen Strahlenkongruenz. Die (reelle oder imaginére)
Inzidenzfliche des (reellen) polaren Raumes liegt ndmlich entweder einscharig in der
linearen Kongruenz, oder sie triigt zwei involutorische Regelscharen des geschart involu-

torischen Raumes der linearen Kongruenz. Aus diesen Definitionen folgt:
4 4 '
Bestimmt eine Fldache F? zweiten Grades mit der Gleichung §1 2 Gt = 0 eine
Involution auf einer linearen Strahlenkongruenz, so gehen die homogenen Lintenkoordi-

naten p, py, konjugierter Kongruenzstrahlen g, g' durch lineare involutorische Substitutionen

ineinander iiber, als deren 36 Koeffizienten die 36 Minoren zweiten Grades aus der symmetri-
schen Determinante | a, | auftreten.

Die involutorischen Substitutionen sind die folgenden sechs:
P12 = (G5 " @34 — Qa3 * Gp4) Paz + (Ga3* @14 — Gy3° A3) Prg + (13" Gag — Gz~ C1g)P1a
+ (@3- Qgq — Agq° Ayg) Pra + (Ba - Gy — Qg4 @a4) Poa
+ (ass * das — a34) Paa
Pia = (@22 " Gyq — @o3° Gay) Doz + (Ga3* @1y — Q13 * gg) Pra + (Gaz * Goq — Gap " Gyg) Pre
+ (@2 - Gag — Gy - @yy) Pra 1 (App * Qgq — G34) Paa
+ (@y3° Qgq — Q34 @3g) Pas
Pla = (@as * @gy — a3s) Pog + (Gag " Gys — a3 * Ayp) Prs + (@1a * Baz — G * 13) Pro
+ (@1 * Ggg — @13 Ang) Pra t+ (Gzp * a4 — a3 Gaq) Pag + (G253 " G54 — @33 G4) Py
u. 8. f.
Zu diesen Substitutionen treten bei den primiren Involutionen !) die analytischen
Bedingungen dafiir, daB die beiden Leitgeraden der Trigerkongruenz zwei (reelle oder
konjugiert imaginire) Regelstrahlen der Fliche F2?sind, bei den sekundéren Involutionen?)

3) Haenzel, Theorie und Klassifikation der Kollineationen vermége der Involutionen auf der linearen Strahlen-
kongruenz, The Tohoku Mathem. Journal 81 (September 1929).

4) Haenzel, Die charakteristischen Involutionen der nichteuklidischen Bewegungen, Monatshefte fir Ma-
thematik und Physik 87, 2 (1930). '

5) Haenzel, Uber Lésungen der Gravitationsgleichungen Einsteins, Zeitschr. filr Physik 72 (1931), S. 798.
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dagegen die analytischen Bedingungen dafiir, daB diese beiden Leitgeraden zwei (reelle
oder konjugiert imaginére) reziproke Polaren der Flache darstellen. Im folgenden laBt
sich dieser Zusammenhang in beiden Fillen auf zweierlei Weise sehr einfach zeigen.

2. Eine allgemeine reelle Kollineation im dreidimensionalen Raum wird mittels
homogener Koordinaten z,, ,, %3, 2, durch die Substitution:

4
(I oz = i£1 Qs Tre apreell, |az| =0, i=1,...4,
charakterisiert. Die Koordinaten der vier Doppelpunkte der Kollineation gehen in be-
kannter Weise aus den vier Wurzeln g,, g,, g3, 04 der Determinantengleichung:
A(p)=|anx — 0| =0
hervor. Fallen keine zwei Doppelpunkte zusammen und liegen keine drei auf einer
Geraden, keine vier in einer Ebene, so sind die vier Punkte die Eckpunkte des
Decktetraeders. Bei Benutzung dieses Tetraeders als Koordinatentetraeder werden die
drel Gegenkantenpaare gr,st, uv des Tetraeders dargestellt durch:
g =0, ,=0 s =0, =0 2 7,=0,2,=0
r5=02=0" t 5=0,7,-0 (v 5,=0 5=0.
Die drei Gegenkantenpaare geben die Leitgeradenpaare dreier linearer Strahlenkon-
gresmzen 7, C; und C; ab. Sind p, = 2, y, — x, y, die bekannten homogenen Linien-
Ekoordinaten, so werden die Kongruegzstrahlen von Cf, C; und C} durch die drei Glei-
chungspaare gekennzeichnet:
C7 =0 pyu=0
(II) Ci pis=0 pyu=0
Cv Pa=0 pyu=0.

Die sechs Doppelstrahlen g, r, s, , #, v bestimmen auBerdem die drei einfachen Raum-
vierseite: ;

stuv gruv grst.
Diese drei einfachen Raumvierseite sind die Basisvierseite dreier F2-Biischel:
2 2 2
F stuy F gruy F gral «

Die drei F2-Biischel geben mittels cines Parameters 4 Anla8 zu den Gleichungen:

(III) zm — A 22=0 mag—A-2,2,=0 mx,—Ai-z,2,=0.

Jede gegebene Fliche Fi des F2-Biischels F3,, liegt mit ihrer einen Regelschar
in der linearen Kongruenz Ct, mit der anderen in der linearen Kongruenz C¥. Im (reellen)
polaren Raume der Flache F} wird jedem gegebenen Kongruenzstrahle der Kongruenz C;
ein anderer Strahl dieser Kongruenz als reziproke Polare zugeordnet, und ebenso gehirt
zu jedem gegebenen Kongruenzstrahle von Cy ein zweiter Strahl dieser Kongruenz
als reziproke Polare. Auf jeder der beiden linecaren Strahlenkongruenzen C¢ und C%
bedingt also die je einscharig in C; und Cy enthaltene Fliche F zweiter Ordnung eine
involutorische Paarung der Kongruenzstrahlen. Diese geometrisch evidente Tatsache
1aBt sich auch analytisch leicht verifizieren, wenn man nach Nr. 1 bedenkt, durch welche

~Substitutionen die Linienkoordinaten p, eines gegebenen Strahles g in die Linien-
koordinaten p;, seiner reziproken Polare g’ im polaren Raume einer Flache zweiter
Ordnung iibergehen. Im Falle der Fliche Fj =z, 7, — A -2y 2, = 0 zeigt eine leichte

Rechnung, daB die Linienkoordinaten zweier solcher reziproker Polaren durch die
Substitutionen:

Journal fiir Mathematik, Bd, 166, Heft 8. 22
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= i ‘1 r 1 ;

— 7 P12 = Pas + — P13 = P1s — 7 P1s = Pus
4 4 4

_"[:PM:Piz_ +ZP24:=P§4 _ZP::=PQ:

zusammenhéngen, deren involutorischer Charakter ersichtlich ist.

Entsprechendes gilt von den beiden iibrigen F?-Biischeln FL.. und F7, Jede
Fliche eines dieser beiden Biischel liegt je einscharig in den beiden linearen Kongruenzen,
deren Leitgeradenpaare das Basisvierseit (gru v oder grst) des F*Bischels bilden.
Sie bestimmt also auf diesen beiden Kongruenzen eine involutorische Paarung der
Kongruenzstrahlen, bei der jedes Strahlenpaar aus zwei reziproken Polaren besteht.

Zusammenfassend 1aft sich nunmehr feststellen:

Die oot Flichen zweiter Ordnung der drei F2-Biischel:

F:tw . F;;‘"v F;"
Ty Ty — A2y =0 Xy — A Zyxy =10 T % — ATy, =0

liegen je einscharig in den linearen Strahlenkongruenzen:

Ci iy Ct Cy C: c:
Piz=0 P1a=0 | pr =0 Pa=0 | pa=0 P =0
P =0 Pz =0 | psga =0 Pos =0 | poa=0 Pas = 0.

Sie bestimmen auf diesen Kongruenzen je eine (primére) Involution der Kongruenz-
strahlen, und die Koordinaten konjugierter Strahlen g, g’ dieser Involution sind ver- -
kniipft durch die Substitution:

A A y)

1 7 1 ’ 1 ’ ’ ’ ’
—me:ps; _‘mezpm. _Zp13:p24 _ZPIZZPIZ _I_me:pm _me:pm
2 Y , A y 1 : 1 , 1 ’
4 Pu=Py TP =P TP =Py TP =P TP T Ps T4 Pu T Py
(V) : 2 2 2
l 4 A ’ 1 4 1 ' 1 r 2 i 4
— % P =Pay T Po=Poy| T Pos=Pass — 7 Pou=Pis| 7 Pos = Pu T4 P T Pu
2 .o 1 oe g F: B I sy Wy
TGP TP T Pu TP TP T Py T Pu T Pa T4 P =Psy  —F P = P

Ein polarer Raum, dessen (reelle oder imaginire) Inzidenzfliche einscharig in einer
linearen Kongruenz enthalten ist, heiBt ein prim#rer polarer Raum ') der Kon-
gruenz und die durch ihn hervorgerufene Paarung der Kongruenzstrahlen eine primére
Involution auf der Kongruenz. Die obigen Substitutionen sind also explizite
Ausdriicke der primidren Involution.

3. Die drei linearen Strahlenkongruenzen C?, C{ und Cy bestimmen bzw. die drei’
geschart involutorischen Raume X, I, und ¥,, als deren Deckstrahlenkongruenzen.
Die zugehirigen geschart involutorischen Kollineationen fithren bei der hier getroffenen
Wahl des Koordinatentetraeders (2) auf die Substitutionen:

- 9 2 Zuww

_ 0Ty = 7} oz = 17 oz = 7}
(VI) 0Ly = .’:U; i - pXy = _’ I; 0%y = — x:z
0Ty = — Iy 03 = Ty QT3 = — I3

0%y = — T4 0%y = — T} 0%, = T4

Wir erinnern daran, daB diese drei geschart involutorischen Kollineationen vertauschbar
sind, daB also aus je zwei von ihnen die dritte resultiert und aus allen dreien die Identitét.

LY
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Jede Flache des F*-Biischels Fjy, tragt zwei involutorische Regelscharen im geschart
mvolutorischen Raume X, der linearen Strahlenkongruenz C7. Das hat zur Folge,

da8 umgekehrt die co® Kongruenzstrahlen von C7 paarweise reziproke Polaren fiir die
oc! Flichen des F2-Biischels Fj,, sind. Auch der Analytiker wird sich davon leicht
Sberzeugen, wenn er an Hand der Gleichungen (IV) zu einem gegebenen Kongruenz-

sirzhle von C:__die reziproke Polare bez. der Flachen z,z, — A- 137, = 0 aufsucht.
Werden diese Uberlegungen auf die beiden andern F2-Biischel ausgedehnt, so ergibt
=wch folgendes Resultat: :

Die oo! Flichen des F2-Biischels:
Fftuv | F;zv_'uv J frel.
fragen je zwel involutorische Regelscharen im geschart involutorischen Raume der
Enearen Strahlenkongruenz:
G | 8 | .

Der F2-Biischel bestimmt auf der linearen Strahlenkongruenz eine (sekundéire) Invo-
lution. Konjugierte Strahlen g, g dieser Involution sind reziproke Polaren fiir alle
Flachen des F2-Biischels, und ihre Koordinaten sind verkniipft durch die Substitutionen:

A ; A A ,
+ % Pis = P13 — % P12 = Pl + % P =P
2 , A ) A )
T P T Py + % Pu=Pu % P1s = Pis
(VII)
i , A ’ 2 ,
T4 Pz = Px 4 Pes = Pos T % Pas T Py
A , A , A
+Zp24 =Py T % Psu T Pas +Zp34 = P4

Ein reeller polarer Raum, dessen (reelle oder imagindre) Inzidenzfliche zwei involuto-
rische Regelscharen im geschart involutorischen Raume einer linearen Strahlenkongruenz
tragt, heiBt ein sekundérer polarer Raum !) der Kongruenz, die durch ihn bestimmte
Involution der Kongruenzstrahlen eine sekundére Involution auf der linearen Strahlen-
kongruenz. Die Substitutionen (VII) sind also explizite Ausdriicke der

sekundidren Involutionen.

_ 4. Eine primire Involution hat die oco! Strahlen einer (reellen oder imaginéren)
Regelschar zweiter Ordnung zu Doppelstrahlen, deren Trégerfliche die Involution be-
dingt. Eine sekundére Involution hat vier (reelle oder konjugiert imaginiire) Doppel-
strahlen ). Sie bilden das Basisvierseit des die Involution bedingenden F2-Biischels.
Die analytische Darstellung der priméren und der sekundiren Involutionen in Nr.2
und Nr.3 ging von der Gleichung der Fldche zweiter Ordnung in der Form z,25 — 4 ~2,2,=0
aus, benutzte ein Tangentialtetraeder als Koordinatentetraeder, und dieses enthielt auch
die drei Basisvierseite der drei bedingenden FZ*-Biischel. Diese Gleichungsform der
Flache zweiter Ordnung gibt aber keine Auskunft dariiber, ob ihre Regelstrahlen —
und damit die Doppelstrahlen der dargestellten Involutionen — reelle Strahlen, oder
konjugiert imaginére Strahlen erster oder zweiter Art sind. Aus dem F?-Biischel F2,,
greifen wir eine Flidche heraus. Ihre Gleichung:

TyXy — Loy = 0

geht durch die Substitutionen:
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(@) & =o(t1 + %) ®2= —0(ta—C) Tzs=o0(f —L) =101+t
(b) o = oty +1k3) @ = —o(ta+is) T=0(f —iLs) 7, =01y — i1y
e) zi=et+ i) %= —ete — %) Tm=oelts —i) z4=0( +1)
ither in die Formen:
g+ —g-8=0 g+g+g+8=0 e+t —2=0.
a) Im ersten Falle liegt eine reelle Strahlenfliche zweiter Ordnung vor. Die drei

linearen Kongruenzen €7, C; und Cy, deren Leitgeradenpaare nach wie vor die Gegen-
kantenpaare eines Tangentialtetraeders bilden, werden dargestellt durch:

C; B e
Pra + Pz =0 13 = Pra — P =0
111
(VL) {Plz_pa«;=0 Paa =0 -plz‘l"psa,:o}-

Auf den beiden hyperbolischen linearen Strahlenkongruenzen Cf und C; bedingt die
Strahlenfliche zweiter Ordnung zwei primare Involutionen, die vorhin durch die mittlere
Kolonne der Gleichungen (V) angegeben wurden. Auf der hyperbolischen linearen
Strahlenkongruenz C; ruft die Fliche eine sekundére Involution hervor, vorhin die
mittelste Spalte der Gleichungen (VII). Jetzt ist ein Polartetraeder zum Koordinaten-
tetraeder geworden, die beiden priméren Involutionen auf €7 und C; und die sekundire
Involution auf C; legitimieren sich analytisch bzw. durch die Substitutionen:

Cs Ci Co
o1z = + Pas o1z = + Pas oP12 = + iy
oPss = + P12 o9y = — Paz OPsy = + Pis
(IX) J 0Py = — ’pée‘l P = — pé.l. 0P13 = — ‘p;l.
0P2s = — P13 0P = + P12 0P2s = — P13
oP1s = — Pis Pis =0 OP1s = — Pas
P23 = — Pia P2 =0 0Pz3 = — Pla
Jede der beiden priméren Involutionen hat die Strahlen einer reellen Regelschar
zweiter Ordnung zu Doppelstrahlen, die sekundire Involution hat vier reelle paar-
weise windschiefe Doppelstrahlen.

b) Die Gleichung stellt eine imaginire Fliche zweiter Ordnung mit reellem po-
larem Raume dar. Die drei linearen Kongruenzen C7, C} und C7 sind gegeben durch die
Gleichungspaare:

: C? 5 C,
'plz‘”paa&:O 'p13=0 'pm‘*‘Pm:O
X
( ) {5914~P23=0 p24=0 Pu"‘]‘st:O}-

Auf den beiden elliptischen linearen Kongruenzen C7 und C; bestimmt die Flache je
eine primére Involution, deren Doppelstrahlen je eine imaginire Regelschar zweiter
Ordnung erfiillen. Auf der hyperbolischen linearen Kongruenz C; bedingt sie eine
sekundére Involution, deren vier Doppelstrahlen aus zwei Paaren konjugiert imaginérer
Geraden zweiter Art bestehen. Diese drei Involutionen fithren auf dieselben Sub-
stitutionen der Linienkoordinaten wie im Falle a.

¢) Die Flache ist eine reelle strahlenlose Fliche zweiter Ordnung. Die hyper-

bolische lineare Strahlenkongruenz, €}, deren Leitgeraden, wie immer, zwei reziproke
Polaren der Fliche bilden, ist wiederum dargestellt durch p;3 = 0, p,y = 0, und die auf
ihr durch die Fliche bedingte sekunddre Involution liefert dieselben Substitutionen
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wie im Falle a. Statt der Darstellung der linearen Strahlenkongruenzen C} und Cy
ergeben sich jedoch zweimal die Doppelgleichungen 9,5, = pyy =0 und p,g = pgy = 0.
Das war auch zu erwarten, da der durch einen gegebenen (reellen) Punkt der (strahlen-
losen) Flache gehende Regelstrahl und der durch denselben Punkt gehende Leitstrahl
rwei komjugiert imaginire Geraden erster Art sind, und g, r, u, v daher niemals die Leit-
geradem zweier (reeller) linearer Strahlenkongruenzen abgeben. Die auf C; bedingte
ssimmd3re Involution hat zwei Paare konjugiert imagindrer Geraden erster Art zu
Dogppelstrahlen.

Die durch die Flichen des F?-Biischels FZ,, hervorgerufenen Involutionen auf
dien drei linearen Strahlenkongruenzen C7, Ci, Cy sind damit erschopft. Es bliebe iibrig,
die durch die Flichen der beiden iibrigen F*-Biischel bedingten Involutionen zu er-
mitteln und in gleicher Weise zu untersuchen, danach die F2-Biischel zu spezialisieren,
um alle Involutionen auf der linearen Strahlenkongruenz zu bestimmen. Jedoch kann
dieses Ziel auf folgendem bequemeren Wege erreicht werden:

IL. Die Beziehungen der sekundiren Involutionen zur Theorie der FElementarteiler.

5. Da eine primére Involution auf einer linearen Strahlenkongruenz die Strahlen
einer Regelschar zweiter Orddung zu Doppelstrahlen hat, so liegen auf einer hyper-
bolischen linearen Kongruenz zwei Arten von priméren Involutionen:

1. Primiare Involutionen, deren oo! Doppelstrahlen eine reelle Regelschar zweiter
Ordnung erfilllen,

2. primdre Involutionen, deren co! Doppelstrahlen eine in zwei reelle Strahlen-
bischel erster Ordnung zerfallene Regelschar zweiter Ordnung bilden,

Die elliptische lineare Strahlenkongruenz tragt:

1. primire Involutionen, deren co! Doppelstrahlen eine reelle Regelschar zweiter
Ordnung erfiillen,

2. primire Involutionen, deren oo! Doppelstrahlen eine imagindre Regelschar
zweiter Ordnung bilden,

3. primsire Involutionen, deren o' Doppelstrahlen zwei konjugiert imaginédre
Strahlenbiischel erster Ordnung erfiillen.

Anders die sekundiren Involutionen. Die Doppelstrahlen einer sekundiren In-

“volution bilden zusammen mit den Leitgeraden der Trégerkongruenz die Deckstrahlen
kollinearer Raume (Gleichung I). Deshalb zieht eine Klassifikation der Kollineationen
eine Einteilung der sekundéren Involutionen nach sich.

Zum analytischen Ausdruck einer gegebenen Kollineation:

T
| 0T; :ké'oawm,’; mit |ag| =0, azreell, i =0,1,2,...,r
gehort die Determinantengleichung:
A(e) =lax —e¢| =0.
Diese Gleichung habe .m verschiedene Wurzeln:

€15 025+« + 3 Opye
Es werden bezeichnet mit
p®, L
der Reihe nach die Multiplizititen der Wurzel p; fiir die Determinante A(p) und fiir
ihre r-, (r —1)-, ..., (r — k' 4+ 2)-reihigen Minoren. Dabei bedeutet r — ° -1
den Rang der Determinante A(g;), der sich aus 4(p) ergibt, wenn g = p; gesetzt wird,
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so daB fiir ¢ = g; alle (r — %* + 2)-reihigen Minoren und alle Minoren von noch hiherer
Ordnung verschwinden. Nunmehr setzt man:

g&i) —_ ‘u,g::) it .M(gi)’ 3(25) - Ju,(z‘l) s lu(;-), 3(31) = gil)_l — 1“'(&0—1 i (il')! g(ki) — .u,‘(’:?)_
Die Ausdriicke:

() @) <
(e — )™ (e—e)®h-.., (e —e)
heiflen nach Weierstral die der Wurzel g; entsprechenden Elementarteiler. Es sind:
élel). .. ed
2ed ... o

(m) o(m) )
e e, . e

die Exponenten der zu den Wurzeln von A(p) = 0 gehorenden Elementarteiler, und

der Inbegriff aller Exponenten in der Anordnung:
[(PeD...eD) (D eD...ed)...(em...eém)]
heifit die Charakteristik der vorgelegten Kollineation.

6. Unterliegt die gegebene Kollineation der Charakteristik [1111], so hat sie
vier Doppelpunkte und vier Doppelebenen. Von den drei durch Gleichungen (VII)
charakterisierten sekundédr involutorischen Kongruenzen Cj, Ci, C; hat jede ein anderes
Paar Gegenkanten des Decktetraeders zu Leitgeraden und die beiden iibrigen Paar
Gegenkanten zu Doppelstrahlen. Jede reelle Kante trédgt eine Punkt- und eine
Ebeneninvolution, deren (reelle oder konjugiert imaginére) Doppelelemente die beiden
mit der Kante inzidenten Ecken und Ebenen des Tetraeders sind. Die Ebeneninvolution
der einen Kante ist zur Punktinvolution der gegeniiberliegenden Kante perspektiv.
Die Kollineation fithrt diese Ebenen- und Punktinvolutionen in sich iiber. Konjugierte
Strahlen der sekundéren Involution schneiden beide Leitgeraden der Trigerkongruenz
in zwei Paaren konjugierter Punkte der beiden Punktinvolutionen und liegen in zwei
Paaren konjugierter Ebenen der beiden Ebeneninvolutionen. Fiir die Charakteristik
[1111] ist das eine Paar Gegenkanten ein reelles windschiefes Strahlenpaar u, », die vier
ibrigen Kanten ¢, r, s, ¢t bestehen aus zwei Paaren reeller windschiefer oder aus zwei
Paaren konjugiert imaginirer windschiefer Strahlen oder aus zwei Paaren konjugiert
imagindrer inzidenter Strahlen. Die von u und v getragenen Punktinvolutionen und
Ebeneninvolutionen sind im ersten Falle beide hyperbolisch, im zweiten beide elliptisch,
im dritten ist die eine hyperbolisch, die andere elliptisch. Im ersten Falle tréigt nach

(VII) jede der drei hyperbolischen Kongruenzen C7, Ci, Cy eine sekundire Involution mit
vier reellen Doppelstrahlen. Die Doppelstrahlen sind die beiden Leitgeradenpaare der
beiden anderen Kongruenzen. Im zweiten Falle ist die eine Kongruenz C; hyperbolisch
und hat zwei Paar konjugiert imaginirer windschiefer Doppelstrahlen ¢, r und s, t.

Die beiden anderen Kongruenzen (7, C; sind elliptisch, und jede von ihnen hat ein Paar
reeller Doppelstrablen (z, v) und ein Paar konjugiert imaginirer windschiefer Doppel-
strahlen (s, ¢ oder ¢,r). Im dritten Falle ist nur eine reelle, und zwar hyperbolische
lineare Kongruenz C; vorhanden, und ihre sekundére Involution besitzt zwei Paar konju-
giert imagindrer inzidenter Doppelstrahlen (r,s und g, 1).

Fiir die Charakteristik [211] trégt die eine Kante u eine hyperbolische oder ellip-
tische, die andere v eine parabolische Punktinvolution. Diese Charakteristik fiithrt
demnach auf zwei Arten sekundirer Involutionen auf der hyperbolischen linearen Kon-
gruenz Cy, nimlich auf die sekundéren Involutionen mit zwei reellen oder mit zwei kon-
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jugiert imaginaren inzidenten Doppelstrahlen, von denen jeder zwei vereinigte Doppel-
strahlen darstellt. Die Doppelstrahlen projizieren aus dem Doppelpunkte der parabo-
lischen Involution auf v die beiden Doppelpunkte auf u. '

Fir die Charakteristik [22] sind die windschiefen Doppelstrahlen z, » zusammen-
gefallen und bilden die vereinigten Leitgeraden einer parabolischen Kongruenz. Die
vereinigten Leitgeraden tragen eine hyperbolische oder eine elliptische Punktinvolution.
Konjugierte Strahlen der sekundéren Involution treffen die vereinigten Leitgeraden in
konjugierten Punkten dieser Punktinvolution. Zwei ihrer Doppelstrahlen fallen mit
den vereinigten Leitgeraden zusammen, die beiden anderen (reellen oder konjugiert
imagindren) windschiefen Doppelstrahlen gehen durch die Doppelpunkte der von den
vereinigten Leitgeraden getragenen Punktinvolution. Die letzteren beiden Doppel-
strahlen sind die Leitgeraden einer hyperbolischen oder elliptischen linearen Kongruenz,
und die von dieser getragene sekundiére Involution hat die vereinigten Leitgeraden
u = v zum vierfachen Doppelstrahl.

Die Charakteristik [4] fithrt zu einer sekundéiren Involution auf einer parabolischen
linearen Kongruenz, deren vier vereinigte Doppelstrahlen mit den vereinigten Leit-
geraden zusammenfallen.

Die Charakteristik [(11) 14] kommt den axialen®) Kollineationen zu, welche die
oo! Punkte eines Doppelstrahles u und die oo! Ebenen des zu u windschiefen Doppel-
strahles v zu Doppelelementen haben; auBerdem liegen zwei (reelle oder konjugiert
imagingre) Doppelpunkte auf » und gehen zwei (reelle oder konjugiert imaginare) Doppel-
ebenen durch u. Zwei gegebene konjugierte Strahlen der sekundiren Involution auf

der linearen Kongruenz Cy schneiden einander in einem Punkte von u und treffen » in
zwei konjugierten Punkten einer hyperbolischen oder elliptischen Punktinvolution. Die
sekundére Involution heiBt unter diesen Umstinden inzidentpaarig!). Sie besitzt zwei
(reelle oder konjugiert imagingre) Strahlenbiischel erster Ordnung von Doppelstrahlen,
deren Strahlen aus den beiden Doppelpunkten M, N der Punktinvolution auf » die
Punkte von u projizieren. Andererseits tragen M und N je einen perspektiv involu-

torischen zentrischen Biindel im geschart involutorischen Raume von CY Die per-
spektiv involutorischen Biindel haben bzw. die Ebenen Mu, Nu zu Involutionsebenen
und beide die Leitgerade MN = v zur Involutionsachse. Ebenso tragen die beiden
Doppelebenen » = Mu, u = Nu je ein perspektiv involutorisches Feld im geschart

involutorischen Raume von C;. Die perspektiv involutorischen Felder 4, v haben bzw.
die Punkte NV, M zu Involutionszentren, und sie haben beide die Leitgerade u = uv zur
Involutionsachse. Die perspektiv involutorischen Felder u,» sind bzw. die Schnitte
der perspektiv involutorischen zentrischen Biindel M, N und bilden je mit diesen die
beiden zerfallenen involutorischen linearen Kongruenzen My, Nv. Die Charakteristik
[(11) 11] fihrt also auf zwei Arten sekundirer inzidentpaariger Involutionen auf der
hyperbolischen linearen Kongruenz, die eine mit zwei reellen, die andere mit zwei kon-
jugiert imaginiren Strahlenbiischeln erster Ordnung von Doppelstrahlen und auf eine
Art von Involutionen auf der zerfallenen linearen Strahlenkongruenz, bestehend aus den
Strahlen eines zentrischen Biindels und eines ebenen Feldes.

Die Charakteristik [ 2(11)] liefert — wie sich auf gleichem Wege ergibt — eine dritte
Art sekundérer inzidentpaariger Involutionen auf der hyperbolischen linearen Kongruenz.
Zwei gegebene konjugierte Strahlen schneiden einander in einem Punkte der einen Leit-
geraden und schneiden die andere Leitgerade in zwei konjugierten Punkten einer para-

#) F. Schur, Mathem. Annalen 19 (1881/82), S. 431,
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bolischen Involution. Diese sekundire inzidentpaarige Involution besitzt daher einen
Biischel erster Ordnung von Doppelstrahlen, deren jeder zwei vereinigte Doppelstrahlen
darstellt.

Die Kollineationen mit der Charakteristik [ (11) (11)] oder [(22)] sind die geschart
involutorischen. Die erste Charakteristik fiihrt daher auf die identische Involution auf
der hyperbolischen oder elliptischen Kongruenz, die zweite auf die identische Invo-
lution auf der parabolischen Kongruenz.

Die Charakteristiken [ (111)1] und [ (211)] bedingen die perspektiven Kollineationen,
gie liefern die identische Involution auf der zerfallenen Kongruenz, wobei im zweiten
Falle der Mittelpunkt des zentrischen Biindels in der Trigerebene des ebenen Feldes
liegt. Die Charakteristiken (317, [(21)1], [(31)] und [ (1111)] liefern keine neuen Bei-
trige, da ihre Deckelemente keine linearen Kongruenzen bestimmen. Die erhaltenen
Resultate lassen sich folgendermaBen zusammenstellen:

S m—nivg

- Charakte- Linearer Doppelstrahlen der Involution Punktinvolutionen auf den beiden Leitgeraden
| risti iertima-| konjugiertima{ DYyper- ara- S I ;
ristik | Kongruenz reclle Lo R ATt | b e polische |liptische |identische
1 . Iﬁyperbolisch 4 21’
2 yperbolisch 4 1
3| [T | hyperholiseh 4 2
4 elliptisch 2 2
5| | hyperbolisch | 2 doppelte ‘ 1 1
6 (211} hyperbolisch 2 doppelte 1 1
7 parabolisch [2+1 doppelter 1 doppelt
) zu zéhlen
8 [22] parabolisch | 1 doppelter 2 Ei;ipﬁajﬁ
9 hyperboliseh | 1 vierfacher 2
10 elliptisch | 1 vierfacher
11| [4] parabolisch | 1 vierfacher 1 doppelt
zu zihlen
12 hyperbolisch | 2 X oot 1 1
18| [(11) 11] | hyperbolisch 2 X oot 1 1
14 zerfallen 2 X ol 1 1
16| [2(11)] | hyperbolisch 1 % co?, jeder doppelt zu zihlen 1 1
16 hyperbolisch 2
17| LA "l Tdentische Involuti :
entische Involutione
18| [(@2)] | parabolisch g o L doppelt
zihlende
lin K
19| [n1] | zerfallen SoaL o
20| [(211)] zerfallen i

7. Die (veellen oder konjugiert imagindren) Doppelstrahlen einer sekundéren
Involution auf einer linearen Kongruenz und die Leitgeraden dieser linearen Kongruenz
gind nach Nr.6 stets auch die Doppelstrahlen zweier kollinearer Raume ¥, %', Diese
Doppelelemente der beiden kollinearen Raume sind durch die sekundére Involution be-
stimmt. Es konnen dann aber noch einem gegebenen Punkte P von % die oo® Punkte
von £’ als homologe Punkte oder einer gegebenen Ebene = von I die oo® Ebenen
von I’ als homologe Ebenen zugeordnet werden. Demnach fithren oo* Kollinea-
tionen eine gegebene sekundére Involution in sich iiber, indem sie ihre Doppel-
strahlen in Ruhe lassen und je zwei konjugierte Strahlen der Involution wieder in zwei
konjugierte verwandeln. Die sekundire Involution heiBt dann die charakteristische
Involution 3) der kollinearen R#ume. Die zugehorige lineare Mannigfaltigkeit von
003 kollinearen Réumen ist zu sich selbst dual und heiBt ein Gebiischverband kollinearer
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Raume ¥). Die Kollineation zweier gegebener Réume des Gebiischverbandes ist bestimmt
durch die charakteristische Involution und durch irgendein Paar homologer Punkte
oder Ebenen 3). Kurzum:

Eine sekunddre Involution auf einer linearen Strahlenkongruenz bestimmt einen
Gebiischverband kollinearer Riume als deren charakteristische Involution. Die oo® Kolli-
neationen des Gebiischverbandes haben die Leitgeraden der Kongruenz und die Doppel-
sirahlen der charakieristischen Involuiion zu Deckstrahlen und fiihren die charakte-
ristische Involution in sich iiber.

Das Verhiltnis zweier verschiedener Wurzeln der Determinantengleichung
Ap) =|ax — o] =0 ist eine absolute Invariante der Kollineation (5) und stellt sich
dual in zweifacher Weise dar, als Doppelverhiltnis von zwei homologen Punkten und
den Schnittpunkten ihrer Verbindungsgerade mit zwei Seiten des Decktetraeders oder als
Doppelverhiltnis von zwei homologen Ebenen und den Verbindungsebenen ihrer Schnitt-
gerade mit zwei Ecken des Decktetraeders. Die allgemeine Kollineation mit der Cha-
rakteristik [1111] hat drei voneinander unabhiingige absolute Invarianten. Durch die
charakteristische Involution eines Gebiischverbandes kollinearer Riume ist das Deck-
tetraeder der kollinearen Réume gegeben, und man erhalt die oo® Rdume des Ge-
biischverbandes dadurch, daB<die drei absoluten Invarianten nacheinander alle mog-
lichen reellen Werte annehmen.

Die drei Gruppen der Zeilen 1 —4, 7—10 und 12 —14 in der Tabelle der sekundaren
Involutionen und die Ausfilhrungen dieser und der vorhergehenden Nummer ergeben
nunmehr die drei Sitze:

Hat die Kollineation zweier Rdume eine charakieristische Involution mit vier paar-
weise windschiefen Doppelstrahlen (Charakleristik [1111]), so fiihrt sie noch zwet weitere
sekunddre Involutionen auf zwei linearen Kongruenzen in sich iiber. Von den drei linearen
Kongruenzen hat jede ein Paar Gegenkanten des Decktetraeders zu Leitgeraden, die auf der
Kongruenz liegende sekunddre Involution hat die beiden iibrigen Gegenkantenpaare zu
Doppelstrahlen. Jede der drei sekunddren Involutionen kann als charakteristische Involution
der Kollineation gelten und bestimmt in derselben Weise die beiden iibrigen Involutionen.
Hat die Kollineation aber eine charakieristische Involution mit zwei Paar konjugiert ima-
gindren Doppelstrahlen erster Art (Zeile 2), so existiert keine weilere charakieristische In-
volution.

Hat die Kollineation zweier Riume eine charakteristische Involution mit zwei wind-
schiefen (reellen oder konjugiert imagindren) Doppelstrahlen auf einer parabolischen line-
aren Kongruenz, so fiihrt sie noch eine zweite sekunddre Involution auf einer hyperbolischen
oder elliptischen linearen Kongruenz in sich iiber. Diese sekunddre Involution hat die ver-
einigten Leiigeraden der parabolischen Kongruenz zum vierfachen Doppelstrahl, und ihre
Tragerkongruenz hat die Doppelstrahlen jener charakieristischen Involution zu Leitgeraden.
Jede der beiden sekundiren Involutionen kann als charakteristische Involution der Kolli-
neation gelten.

Hat eine Kollineation zweier Rdiume eine sekunddre inzidentpaarige Involution auf
einer hyperbolischen linearen Kongruenz zur charakteristischen Involution, so fiikrt sie
noch zwer Involutionen auf zwei zerfallenen linearen Kongruenzen in sich iiber. Jede der
drei Involutionen kann als charakteristische Involution gelten.

IiI. Die sekundiiren Involutionen und die nichteuklidischen MaBhbestimmungen.

8. Auf die Form z,2, — Ag@x3 = 0 kann die Gleichung jeder imaginaren Fliche
zweiter Ordnung mit reellem polarem Raume, jedes Strahlenhyperboloides, strahlenlosen

7). Jolles, Invarianz und Umkehrung, Crelle 149 (1919), 8. 43.
Joursal far Mathematik. Bd. 166, Heft 8, 23
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Hyperboloides und jedes Ellipsoides gebracht werden. Liegt eine solche Fliche als
Fundamentalfliche der MaBbestimmung im nichteuklidischen Raume zugrunde, so fithrt
jede Bewegung in diesem Raume die Fliche beidscharig in sich iiber und hat deren
zwei Leitstrahlen ¢, r und zwei Regelstrahlen s, ¢ zu Doppelstrahlen. Die Diagonalen
u,v des Raumvierseites grs¢ sind gleichfalls Doppelstrahlen der Bewegung und die

Leitgeraden einer linearen Kongruenz C¥. Die sekunddre Involution auf Cy:
A A A p y
Pu=pu=0, + 7 Pe= pla, — 5 Ps= pis, — Z Pu=Poy + 7 Pu= P31

ist die charakteristische Involution der nichteuklidischen Bewegung. Auch die beiden

mitbestimmten sekundiren Involutionen auf Cf und €} (Nr. 3, Gleichungen VII, und
Nr. 7) gehen durch die Bewegung in sich dber. Konjugierte Strahlen der charakteristi-
schen Involution auf C% sind reziproke Polaren fiir die oo Flachen des F2-Biischels:

Fou 5y — A Tz =0, — A 4 o
Jede Fliche des F2-Biischels wird durch die Bewegung beidscharig in sich iibergefiihrt.

9. Geht die Koordinatenbestimmung im elliptischen Raume von einem
Polartetraeder seiner imaginiren Fundamentalfliche aus, so ist deren Gleichung
4+ 22+ 72 = 0. Eine Bewegung im elliptischen Raume hat ein Paar reziproke
Polaren u, v der Fundamentalfliche zu reellen Doppelstrahlen, die Leitstrahlen g¢,r
und die Regelstrahlen s, t der Fundamentalfliiche sind konjugiert imaginére windschiefe
Doppelstrahlen. Mit anderen Worten:

Die allgemeine Bewegung im elliptischen Raume hat drei charakteristische Involutionen,
die eine liegt auf einer hyperbolischen linearen Kongruenz C,, die beiden anderen auf
zwei elliptischen linearen Kongruenzen C? und Cj.

Die Bewegung 14Bt sich in zwei elliptisch gescharte Kollineationen zerlegen, von
denen die eine CZ, die andere C; zur Deckstrahlenkongruenz hat. Die beiden gescharten
Kollineationen werden als (elliptische) Parallelverschiebungen erster und zweiter Art .
bezeichnet. Die Kongruenzstrahlen von €7 und C; sind bzw. die Cliffordschen Paral-
lelen erster und zweiter Art. Nunmehr ergeben sich alle Eigenschaften der Clifford-
schen Flichen von selbst: :

Liegt auf der hyperbolischen linearen Kongruenz C5 die charakteristische Involution
einer elliptischen Bewegung, so werden die beiden mitbestimmien elliptischen linearen Kon- -
gruenzen von den Cliffordschen Parallelen erster und zweiter Art erfulll. Die ool je ein-
scharig in C; und C; liegenden Flichen des F%Biischels Fa,: sind Clifjordsche Flichen,
gescharte (und insbesondere geschart involutorische) Kollineationen mit den Deckstrahlen-
kongruenzen C% und C§ sind Parallelverschiebungen erster und zweiter Art. Da zwet solche
untereinander vertauschbar sind (Gleichungen V1), so haben die Cliffordschen Fldchen
die Kriimmung Null.

Die Gleichungen der reellen Cliffordschen Flichen konnen mit Hife eines Para-
meters » auf die Form gebracht werden: (22 + a) (1 — #) — (2} + 23) 1+ %) =0.

Der hyperbolische Raum hat eine reelle strahlenlose Fundamentalfliche. Die
hyperbolische Bewegung besitzt nur eine charakteristische Involution mit zwei Paar
konjugiert imaginiren inzidenten Doppelstrahlen (4, ¢), und es entfallt daher die Mog-
lichkeit, die Bewegung in zwei reelle Parallelverschiebungen zu zerlegen.

10. Eine gegebene sekundire Involution auf einer hyperbolischen linearen Kon-
gruenz Cy 14Bt sich in zwei sekundare inzidentpaarige Involutionen auf C; zerlegen.
Diese beiden inzidentpaarigen Involutionen sollen die ,,Komponenten® jemer ,resul-
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tierenden™ sekundiren Involution heiBen. Die konjugierten Strahlen der einen Kom-
pemente treffen einander auf der Leitgeraden u und schneiden die Leitgerade ¢ in kon-
jugierten Punkten derselben Punktinvolution wie die konjugierien Strahlen der resul-
ticrenden Involution. Fiar die konjugierten Strahlen der zweiten Komponente ver-
tamschen die beiden Leitgeraden diese Rollen untereinander. Demnach kann eine
gegebene Bewegung im nichteuklidischen Raume mit der charakteristischen Involution
auf C; in zwei Bewegungen mit inzidentpaarigen charakteristischen Involutionen
auf C; zerlegt werden. Diese beiden Bewegungen sind zwei nichteuklidische Drehungen
um die Achsen u# und ». Demnach zeigt sich von selbst: _

Eine nichteuklidische Bewegung lift sich in zwei Drehungen um die beiden Leit-
geraden ihrer charakteristischen sekunddr tnvolutorischen linearen Kongruenz C3 zerlegen.
Jede der beiden Drehungen hat eine charakteristische inzidentpaarige Involution auf Cy,
und aus den beiden inzidentpaarigen Involutionen resultiert die charakteristische Involution
der resultierenden Bewegung.

Im hyperbolischen Raume mit der reellen strahlenlosen Inzidenzfliche

7 a8 + 22 — a2 =0 lassen sich die o' Flichen des F®Biischels Fi,., welche die
charakteristische sckundire Involution auf Cy bedingen (I, 3), mit Hilfe eines Para-
meters x» auf die Form bringen: (22 + 22) (1 — %) — (22 —2%) (1 - %) = 0. Diese
Flachen sind nach obigem Satze Rotationsflichen mit den beiden einander (hyper-
bolisch-) rechtwinklig kreuzenden Rotationsachsen u, v; gehen sie doch durch jede der
beiden Drehungen einzeln in sich iiber. Sie gestatten co® Bewegungen in sich, sind also
Fliachen konstanter Kriimmung.

IV. Die sekundiren Involutionen und die Theorie der Kollineationen im vierdimen-
sionalen Raume.

11. Im Raume W von vier Dimensionen?) wird ein dreidimensionaler Raum X
aus einem gegebenen, nicht in ¥ liegenden Punkte S von W durch einen ,,zentrischen
Biindel zweiter Art‘ projiziert. Nimlich es werden die Punkte, Strahlen und Ebenen
von ¥ durch die Strahlen, Ebenen und dreidimensionalen R&ume des Punktes S an-
geschnitten. Der zentrische Biindel zweiter Art ist dreidimensional, wenn die Strahlen
oder die dreidimensionalen Raume durch § als Elemente zugrunde liegen. Dabei sind
zwei gegebene konjugiert imaginidre Ebenen erster Art des zentrischen Biindels S mit
rwei konjugiert imaginaren Strahlen erster Art des dreidimensionalen Raumes ¥ inzident,
zwei konjugiert imaginidre Ebenen zweiter Art schneiden den Raum X in zwei konjugiert
imaginaren Strahlen zweiter Art.

Eine allgemeine Kollineation im vierdimensionalen Raume, analytisch gegeben

B
durch die Substitution gx{ ﬂzﬁk% i=1,...,5, ay reell, bestimmt fiinf Doppel-

punkte und fiinf dreidimensionale Doppelrdume., Die Koordinaten der Doppelpunkte
gehen aus den Gleichungssystemen hervor, die den voneinander verschiedenen Lésungen
81 03y« - + 3 05 der Determinantengleichung:

Afg) =lax — 0| =0

%) Als erster hat wohl Veronese es unternommen, die Geometrie der vier- und mehrdimensionalen Réume
strenz synthetisch und in voller Allzemeinheit unter EinschluB der euklidischen und nichteuklidischen Metrik auf-
mbaven (Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen und mehreren Arten geradliniger Einheiten, Deutsch
wom Schepp, Leipzig 1894). Doch diirfen wir uns im folgenden zunichst noch die Freiheit nehmen, den im vierdimen-

2 Raume gebrauchten geometrischen Definitionen und Operationen gegebenenfalls nur analytische Bedeutung
beizmmessen. ;
23*
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entsprechen. Unter der Voraussetzung, daB niemals in dieser Determinante fiir irgend-
einen der fiinf p-Werte die sdmtlichen zu den Elementen einer Zeile gehorigen Adjunkten
verschwinden, bilden die fiinf Deckpunkte die Scheitel eines (vierdimensionalen) ,,Deck-
pentaeders”“. Jedem Scheitel liegt ein von den vier iibrigen Deckpunkten bestimmtes
Tetraeder ,,gegeniiber‘’. Der durch dieses Tetraeder bestimmte dreidimensionale Deck-
raum heilt ,,Seitenraum® oder ,,Flanke* des Pentaeders. Die zehn Verbindungs-
geraden der fiinf Scheitel sind die Kanten des Pentaeders, die Ebenen durch je drei
Scheitel seine ,,Schneiden”. Von den fiinf Flanken des Pentaeders sind vier paarweise
reelle oder paarweise konjugiert imaginare Raume, die finfte Flanke ist stets ein reeller
Deckraum.

Der reelle Deckraum A wird durch die Kollineation des vierdimensionalen Raumes
W kollinear auf sich bezogen. Sein Decktetraeder enthilt ein Paar reeller windschiefer
Gegenkanten, wihrend die beiden iibrigen Gegenkantenpaare aus reellen oder aus kon-
jugiert imagindren Strahlen bestehen. In der Tat, die vier iibrigen dreidimensionalen
Doppelrdume A, A,, A, A, sind als paarweise reelle oder konjugiert imagindre Riume
die Doppelelemente zweier hyperbolisch- oder elliptisch-involutorischer Raumbiischel
erster Ordnung mit den reellen Tréigerebenen d, und &, Diese beiden Ebenen sind
Doppelebenen der Kollineation und schneiden den Deckraum A in zwei reellen wind-
schiefen Gegenkanten u, v seines Decktetraeders. Die von 4, 8, getragenen involu-
torischen Raumbiischel erster Ordnung sind bzw. perspektiv zu zwei involutorischen
Ebenenbiischeln erster Ordnung mit den Achsen u, » im Deckraum A und daher gleich-
zeitig mit ihnen hyperbolisch oder elliptisch. Die Strahlen u, v bilden die Leitgeraden
einer linearen Kongruenz C;. Die Strahlen von C; sind sekundir involutorisch gepaart:
Konjugierte Strahlen der sekundaren Involution liegen in konjugierten Ebenen der
beiden involutorischen Ebenenbiischel z und r, und durch sie gehen je zwei konjugierte
Rédume von jedem der beiden involutorischen Raumbiischel 3, und 4,. Die Kollineation
fiihrt die sekundare Involution auf C; in sich iiber und hat ihre Doppelstrahlen sowie
die Leitgeraden u, v zu Deckstrahlen. Im (reellen) Deckraume A ist die sekundire
Involution auf C; die charakteristische Involution der Kollineation.

Zwei homologe dreidimensionale Raume ¥, X' des vierdimensionalen Raumes W
schneiden den reellen Deckraum A in den homologen Ebenen ¢, ¢’. Durch die charak-
teristische sekundédre Involution auf C, und durch die homologen Ebenen o, ¢’ ist die
Kollineation des Deckraumes A bestimmt (7).

Eine gegebene Ebene & des Deckraumes A ist im vierdimensionalen Raume W
die Trégerebene eines Biischels erster Ordnung von dreidimensionalen Raumen. Die

‘oot dreidimensionalen Riume von W lassen sich auf oo® Raumbiischel erster Ord-

nung verteilen, deren oo® Trdgerebenen die (reellen) Ebenen von A sind. Wird
durch die kollineare Beziehung im vierdimensionalen Raume W dem gegebenen Raum-
biischel erster Ordnung £ (A, B, T,...) der Raumbiischel &'(A’,B’,T",...) zugeordnet,
so liegen diese beiden Raumbiischel perspektiv, denn si¢ haben den Deckraum A
entsprechend gemein. Zwei gegebene Paare homologer Punkte M, N und M’, N’, die
nicht in A liegen, werden bzw. mit & und & durch die Paare homologer Rdume M, N
und M’, N’ der beiden perspektiven Raumbiischel &(A,B,T,...) und &(A’,B, 7, ...)
verbunden. Zu jedem Raume des ersten Biischels ist der homologe Raum des zweiten
Biischels damit bestimmt. Aus alledem folgt:

Die Kollineation des vierdimensionalen Raumes W ist bestimmt durch die charakte-
ristische sekunddre Involution des (reellen) Deckraumes A, durch zwei homologe dreidimen-

. sionale Riume Z, ¥’ und durch zwei Paare von homologen Punkten M, N und M', N,
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die nicht im Deckraume A liegen. Die vier von A verschiedenen (reellen oder konjugtert
imagindren) Deckriume der Kollineation gehen bzw. durch die vier (reellen oder konjugiert
imaginaren) Doppelstrahlen der charakteristischen, Involution in A und gehen je paar-
weise durch die beiden Leitgeraden threr Trigerkongruenz. :

12. Tn der Flanke A des vierdimensionalen Deckpentaeders (11) zeigt sich die
Existenz der vier iibrigen Flanken durch die vier Ebenen des in A liegenden Decktetra-
eders an. Diese vier Ebenen sind die vier in A liegenden Schneiden. Jede von ihnen
geht durch eine der beiden Leitgeraden und durch einen der vier Doppelstrahlen der

sekundiir involutorischen Kongruenz Cj. Die iibrigen sechs Schneiden des Deckpenta-
eders gehen je entweder durch eine der beiden Leitgeraden u, v oder durch einen der
vier Doppelstrahlen. '

Konjugierte Strahlen der charakteristischen Involution auf C, schneiden die Leit-
geraden u, v in konjugierten Punkten zweier Punktinvolutionen und werden aus ihnen
durch konjugierte Ebenen zweier Ebeneninvolutionen projiziert. Die je von der einen
Leitgerade getragene Punktinvolution ist perspektiv zu der je von der anderen Leit-
gerade getragenen Ebeneninvolution und daher gleichzeitig mit ihr eine hyperbolische,
parabolische, elliptische oder identische Involution. - Von den zehn Kanten des vier-
dimensionalen Deckpentaeders fallen sechs mit den beiden Leitgeraden u, » und den vier
Doppelstrahlen der sekundér involutorischen Kongruenz C, zusammen. Die vier
iibrigen Kanten sind bzw. mit den vier Doppelpunkten der von u und v getragenen
Punktinvolutionen inzident.

Unter diesen Umstanden ist das vierdimensionale Deckpentaeder der Kollineation
hinsichtlich seiner reellen und seiner konjugiert imaginéren Flanken, Schneiden, Kanten
und Ecken bestimmt durch die sekundére charakteristische Involution auf der linearen
Kongruenz Cr.

Es sei k die Anzahl der von den Leitgeraden u und v getragenen hyperbolischen
Punktinvolutionen (2 =0, 1,2), ¢ die Anzahl der von ihnen getragenen elliptischen
Punktinvolutionen (¢ = 0, 1, 2). Die charakteristische Involution besitze r reelle Doppel-
strahlen, i konjugiert imaginére Doppelstrahlen erster Art oder j konjugiert imaginére
Doppelstrahlen zweiter Art. Aus diesen Zahlen ergeben sich die Elemente des Deck-
pentaeders; es sind nidmlich vorhanden:

reelle Flanken und reelle Ecken je .........ccoovoviviiinennnn. 1+ 2h,
konjugiert imaginéire Flanken und Ecken je ........c....co.... 2e,

reelle Schneiden und Kanten je........ccoevvecreeniiaiinnans 21 +h) 41,
konjugiert imagindre Schneiden und Kanten erster Art je ...... i+ 2e,
konjugiert imagindre Schneiden und Kanten zweiter Art je ..... j.

Durch diese Formeln sollen jedoch nur allgemeine vierdimensionale Pentaeder gekenn-
zeichnet werden, deren Ecken und Flanken linear voneinander unabhiingig bleiben,
so daB nie mehr als vier Ecken in einer Flanke liegen usf. — Parabolische Punkt- und
Ebeneninvolutionen auf den Leitgeraden u, v ziehen im Pentaeder doppelt zu rechnende
Ecken und Flanken nach sich. Desgleichen gehen zweifache oder vierfache Doppel-
strahlen der charakteristischen Involution mit den entsprechenden Multiplizititen in
die obigen Formeln ein. Auch die dadurch entstehenden Moglichkeiten sollen hier
nicht weiter verfolgt werden.

Fingegangen 22. Dezember 1930,



