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Eine geometrische Konstruktion
der transfiniten Zahlen Cantors.

Von Gerhard Haenzel in Karlsruhe.

Georg Cantor schied bei der Begriindung der Mengenlehre das Potential-Unendliche
vom Aktual-Unendlichen. Dem Aktual-Unendlichen in der Mengenlehre, insbesondere
den transfiniten Zahlen, schrieb er einerseits immanente Realitit zu, insofern, als
die transfiniten Zahlen ,,auf Grund von Definitionen in unserem Verstande einen ganz
bestimmten Platz einnehmen, von allen ibrigen Bestandteilen unseres Denkens aufs
beste unterschieden werden, zu ihnen in bestimmter Beziehung stehen und somit die
Substanz unseres Geistes in bestimmter Weise modifizieren‘‘ 1).

Ebenso aber behauptete Cantor die transiente Realitdt seiner transfiniten Zahlen
insofern, als diese ,,fiir einen Ausdruck oder ein Abbild von Vorgéingen und Beziehungen
in der dem Intellekt gegeniiberstehenden AuBenwelt gehalten werden miissen, als ferner
die verschiedenen Zahlenklassen... Reprisentanten von Maichtigkeiten sind, die in
der korperlichen und geistigen Natur tatséchlich vorkommen*?),

Die Ableitung der transfiniten Ordnungszahlen griindet sich in der Mengenlehre
auf die Theorie der wohlgeordneten Mengen, das sukzessive Bildungsgesetz ruht auf
dem Satz 2):

»,Kommt in der gegebenen Menge M von Ordnungszahlen gleichzeitig mit irgend-
einer Ordnungszahl « aus M auch jede kleinere Ordnungszahl als « vor, so ist die nach
der Grofle der Ordnungszahlen geordnete Menge M wohlgeordnet. Die zur wohlgeord-
neten Menge M gehorige Ordnungszahl u ist die auf alle Ordnungszahlen von M nichst-
folgende Ordnungszahl, und so geht aus allen jeweils bekannten Ordnungszahlen durch
ihre Anordnung zu einer wohlgeordneten Menge die néichsthohere Zahl eindeutig hervor.

Auf diese Weise ergab sich die Folge aller ganzen Zahlen der Zahlenklassen I und
I1, wenn unter w die kleinste transfinite Zahl und erste Zahl der Klasse I1 verstanden
wird :

0,1,2,..,7 ..o, 0+, 0+2,...,04+7...02 02+ 1,...03,...00 ... 0%
(1) fe?+1,..., 004y, 0¥ to, 0+ o+, ... 0+ oy, 0+ or +1,... 0}, w”—l-'.i, -

$(]
e (P vy s o+ ), 02, 0241, 0% L 0",

»; sind endliche ganze Zahlen.
In den Originalarbeiten Cantors steht methodisch das konstruktive Denken im
Vordergrunde, und das sukzessive Bildungsgesetz der Ordnungszahlen erscheint dort
in zwei Schritte aufgelost, die beiden Cantorschen Erzeugungsprinzipe®) genannt:

o
=g e+1,...

1) G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, § 8, Math. Annalen 21 (1883).
_2) A, Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, § 12, 3, Aufl. 1928.
3) G. Cantor, Grundlagen einer allg. Mannigfaltigkeitslehre, § 11, 12, Math. Annalen 21 (1883). — Beitrige
zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre § 16, Math. Annalen 46 (1895), 49 (1897).
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Das erste Erzeugungsprinzip besteht in der Bildung neuer natiirlicher Zahlen durch
Hinzufiigung der Einheit zu schon gegebenen ganzen (endlichen oder transfiniten) Zahlen.
Das zweite schafft aus einer wohldefinierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen,
unter denen keine grofte existiert, eine neue transfinite Ordnungszahl als Grenzzahl
der Fundamentalreihe, definiert als die allen Zahlen der Reihe nichstfolgende grioBere
Zahl.

Die Fusion der beiden Erzeugungsprinzipe im sukzessiven Bildungsgesetz der
Ordnungszahlen, gegriindet auf die Theorie der wohlgeordneten Mengen, kommt in der
Existenz der beiden verschiedenen Arten transfiniter Ordnungszahlen zum Ausdruck:
Die transfinite Ordnungszahl erster Art hat in der wohlgeordneten Zahlenreihe ein be-
stimmtes ihr unmittelbar vorangehendes Element, die transfinite Ordnungszahl zweiter
Art hat ein solches Element nicht.

Die Ableitung der transfiniten Zahlen durch die Mengenlehre rief Widerspruch
hervor, der sich auf die Antinomien der Mengenlehre stiitzte. Die sich daraus ergebenden
Schwierigkeiten suchte der Intuitionismus zu beseitigen. Wihrend der Wohlordnungs-
satz keinen konstruktiven sondern rein existentialen Charakter besitzt, geht der Intuitio-
nismus von der Grundthese Brouwers aus, daB unter mathematischer Existenz die Kon-
struierbarkeit zu verstehen sei, daB es aber nicht angehe, die Existenz als bloBe Wider-
spruchsfreiheit zu deuten.

Im folgenden wird zwar die Bekanntschaft mit der Cantorschen Mengenlehre (zu
Vergleichszwecken) vorausgesetzt; jedoch besteht das Ziel in einer neuen Definition
der transfiniten Ordnungszahlen mit Hilfe einer geometrischen Konstruktion unabhingig
von der mengentheoretischen Begriindung. Dabei wird von dem Grundsatze ausgegangen:
Existenz gleick geometrischer Konstruierbarkeit.

1. Die Axiome der ebenen Geometrie seien in folgende drei Gruppen geordnet 4):

I. Die projektiven Axiome, Sie bilden die Grundlagen der projektiven Geometrie.

I1. Die Kongruenzaxiome. Sie bilden zusammen mit Gruppe I die Basis fiir die
absolute (euklidische und nichteuklidische) Geometrie.

II1. Das Ahnlichkeitsaxiom, dessen Hinzuziehung zu I und II die euklidische
Geometrie bedingt.

Auf Grund der projektiven Axiome sind die beiden Operationen des Projizierens
und Schneidens ausfithrbar, d. h. es lassen sich die Schnittpunkte einer Geraden mit
anderen Geraden aufsuchen, und es lassen sich die Projektionsstrahlen aus einem ge-
gebenen Punkte nach anderen Punkten ziehen. Die Hinzufiigung der Kongruenzaxiome
zieht die Grundoperation des Abtragens von Strecken nach sich, d. h. es lassen sich von
einem gegebenen Punkte aus auf allen durch ihn gehenden Geraden Segmente gegebener
Linge abtragen. Die Einfiihrung des Ahnlichkeitsaxioms ermoglicht die dhnliche Ab-
bildung von Strecken und ebenen Figuren innerhalb der euklidischen Geometrie. Die
genannten Operationen sollen die ,,Grundoperationen‘‘ heien.

Definition: Geometrische ,,Grundkonstruktionen' sind diejenigen Operationen,
die aus einer endlichen Anzahl von Grundoperationen bestehen. Kommen allein die
Grundoperationen des Projizierens und Schneidens zur Anwendung, so heiBt die Grund-
konstruktion projektiv, bei Hinzuziehung des Streckenabtragens dagegen absolut.

2. In der gegebenen Ebene ¢ liege die gerichtete Strecke 01 auf der Gerade g inner-
halb des durch die Punkte w und w* begrenzten Segmentes (Fig.), und zwar weise die

Richtung 01 von 0 nach w. Aus dem Projektionszentrum Z; auBerhalb von g werden

4) H. Mohrmann, Einfithrung in die Nicht-Euklidische Geometrie, Leipzig 1930.
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Fig. 1.

die Punkte o*, 0,1, @ durch Strahlen éngeschnitten. Auf dem Strahle Z;w* befindet
sich das ,,Additionszentrum® P}. Die Gerade Pj1 schneidet Z;0 in 0. Die ,,Additions-
gerade“ w0’ = g} wird von Z, 1 in 1’ getroffen; der Strahl P} 1’ schneidet auf g den Punkt 2

aus; der Projektionsstrahl Z,2 trifft die Additionsgerade g} in 2’, der Strahl P} 2’ bestimmt

auf g den Punkt 3 u. s. f. Auf diese Weise entsteht aus der Strecke 01 auf g mittels des
Projektionszentrums und des Additionszentrums die gegen den Grenzpunkt o kon-
vergierende Punktefolge:

1,2,3,...,7..
Sind die Punkte der Folge bis zur Nummer » bekannt, so ist Z;n mit der Additions-
geraden g} in n’ zu schneiden; der Strahl P;n' bestimmt dann auf g den néchsten Punkt

n + 1 der Folge. Dabei bilden zwei gegebene benachbarte Punkte mit w und o* ein
konstantes Doppelverhéltnis:

Olowew*)=(1200*)=---=(v (» +1) 0 o*).

Auf g werden nunmehr in der Richtung oi jenseits w zwei neue Punkte w + 1, w2

gewihlt unter der Bedingung:
[0 (0 +1) 02 w*]=[010w*],

was auf eine projektive Transformation der Geraden g in sich selbst hinausléuft. Dazu
soll ein neues Projektionszentrum Z;; auf 0Z; jenseits Z; und die neue Additionsgerade
g gehoren. Letztere schneidet die beiden Projektionsstrahlen Z,w und Z,,(» + 1) bzw.
in ®' und (@ + 1)’. Die Verbindungsgerade von (@ + 1) mit o' bestimmt auf Zy;0* das
neue Additionszentrum P7. Nun setzt der vorhin beschriebene KonstruktionsprozeB
ausgehend von  und @ + 1 mit dem Projektionszentrum Z;; und dem Additionszentrum

P} die Folge der Punkte gegen w2 hin weiter fort. Es entsteht die gegen den Grenzpunkt

2 konvergierende Punktefolge:
Journal fiir Mathematik. Bd. 170. Heft 2, - 17
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o,0+1,0+2,..,0+07...,
und es besteht innerhalb der gesamten Folge die Gleichungskette der Doppelverhéltnisse:
[0lowo*]l=[w (0+1) 02 o*]=[(0 +1) (0 +2) ©2 w*]="---.
Es versteht sich von selbst, daB beliebig viele solcher Punktefolgen in der beschriebenen
Weise aneinander gereiht werden konnen und daB die gesamte entstehende Punktemenge
in der Richtung 01 unbegrenzter Erweiterung fihig ist. Jedoch werden die beiden bisher
konstruierten aneinander anschlieBenden Teilskalen:
(I1) 0,4,2,..,7...0,0 +1, 0 +2,..,0 +7,...
von vornherein folgendermaBen in eine ,,iibergeordnete Skala‘“ eingeschachtelt:
Zwei neue Grenzpunkte w? in der Richtung 0f und *2 in der Richtung 10 sind
so angenommen, daB die Doppelverhiltnisgleichung:
[0 w 0*2 0?] = [0 w2 0*? w?]
besteht. Mit Hilfe des Projektionszentrums Z;; und des Additionszentrums P;; (auf
Znw*?) entsteht die gegen w? konvergierende iibergeordnete Skala:

(11IT) 0, w, w2, w3, ... wy,....
Auch hier gilt die Gleichungskette der Doppelverhiltnisse:
Dowwo*]=[w 02 0? 0*]=:--=[wy o +1) 0? ©*2].

Die beiden aufeinander folgenden Segmente 0w und w w2 dieser Skala enthalten bzw.
die beiden vorhin konstruierten aneinander anschlieBenden Punktefolgen (II). In der-
selben Weise liegt jetzt zwischen zwei gegebenen aufeinander folgenden Punkten ww
und w(» + 1) von (III) eine Punktefolge von der Form:.

wv, oy +1, wv +2,..,0v +u,... 0o(r +1).
Fiir alle solche eingeschachtelten Teilfolgen dient Zy; als Projektionszentrum; die zuge-
horigen Additionszentren Pj, P}, Pj, . .. liegen auf Zjw*.

Nach Konstruktion der bisher erhaltenen Punktefolge:
0,4,2,..,%..0,0+1,...02, 02 +1, 02 +2,...,02 +7,...03,... 04, ... 07,... w?
kann auch dieser eine neue Punktefolge iibergeordnet werden mit dem Projektions-
zentrum Zj;;; und dem Additionszentrum Py, némlich die Folge:

(IV) 0, ®% w?2, w?3,..., 0%, ... oo
Zwischen zwei gegebenen aufeinander folgenden Punkten w?» und w?(» + 1) dieser Folge
(IV) liegt eine Skala von der Form:

(IVa) o2, o* + o, 0*y + 02,..., 0% + oy, ... 0% (» +1).

Ihr Projektionszentrum ist Zj, ihr Additionszentrum liegt auf der Geraden Ziyw*2.
Zwei aufeinander folgende Punkte von (IV a), z. B. w?» und w?» + w, schlieBen ihrer-
seits wieder eine Punktefolge ein von der Form:

(IVD) oy, 0¥y +1, 0¥y +2,... 0% +u,... 0% 4+ o.

Die durch den bisherigen Konstruktionsproze8 gewonnene Punktefolge 1aB8t sich auch
iiber w® hinaus unbegrenzt erweitern, und das gesetzmiBige Konstruktionsverfahren wird
niemals eine letzte Schranke finden. Auf diese Weise entsteht auf g die Punktereihe:
0,1,2,..,%...0,0 +1,0+2,...,0 +7... 02 02 +1,...03,... 07,... 02,
v) [w’+1,..., 0wty 0t to,to+1,.. 0t tor,o®tor+1,... 08 e +1,...

i n ’
e (P + Vg™ 20 7). 0% 0% 1, 00 L0 0 =, e +1,...,
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Jeder Punkt geht in der Ordnung aus allen vorhergehenden Punkten durch geometrische
Operationen hervor. Jedoch lassen sich am KonstruktionsprozeB zwei verschiedene
Methoden unterscheiden und dementsprechend gehoren der Reihe zwei verschiedene
Arten von Punkten als Elemente an. Die Punkte erster Art gehen aus der Gesamtheit
aller vorangehenden Elemente durch einen einzigen Konstruktionsschritt hervor, ndmlich
durch eine Projektion von dem zuletzt benutzten Additionszentrum aus. Sind z B.
alle Elemente bis w + 1 bekannt und damit auch (@ + 1)’, so entsteht das néchst-
folgende Element w + 2 durch Projektion des Punktes (w + 1)’ aus dem Additions-
' zentrum P;. Die Punkte zweiter Art sind dagegen Grenzpunkte von Teilskalen gebildet
aus Punkten erster Art; so ist w2 der Grenzpunkt der Folge: v + 1, 0 +2,..., 0 + 7, ..
Deshalb ergibt sich:

Die Punkte erster Art haben ein in der Wohlordnung unmittelbar vorangehendes
Element, die Punkte zweiter Art haben ein solches nicht und sie sind Hdufungspunkte.

3. Bei Abzidhlung der konstruierten Punkte reprisentieren die Punkte der ersten
Teilskala: 0,1,2, ..., %, ... die natiirlichen ganzen Zahlen, der Punkt » und alle folgenden
sind die Reprisentanten der transfiniten Ordnungszahlen.

Mit anderen Worten:

Die durch den Konstruktionsprozef erzeugte wohlgeordnete Punkiemenge (V) ist
abzihlbar durch die Ordnungszahlen der ersten und zweiten Zahlenklasse.

Die Punktereihe (V) ist in der Bezeichnungsweise Cantors eine lineare, wohlge-
ordnete, auf g nirgends dichte Menge. Die Teilreihe aller Punkte von (V) bis zu einem
gegebenen Elemente von der Form:

Yo" + vy 4+ e v,

wo die »; ganze natiirliche Zahlen darstellen, ist eine Menge erster Gattung n-ter Art.
Ihre Haufungspunkte werden durch », =0 charakterisiert, jedoch sind H&ufungs-
punkte verschiedener Ordnungen zu unterscheiden. So sind alle Punkte mit v, =0,
v, &= 0 einfache H&ufungspunkte; alle Punkte, fiir die », = », =0, », & 0, miissen
als Haufungspunkte einfacher Haufungspunkte angesehen werden u. s. f. Die Ordnung
eines Haufungspunktes ist durch den niedrigsten Exponenten gegeben, der in der obigen
symbolischen Form vorkommt.

Die Scheidung der transfiniten Zahlen in solche erster und zweiter Art — je nachdem
die gegebene Zahl ein ihr unmittelbar vorangehendes Element besitzt oder nicht besitzt
— entspricht im KonstruktionsprozeB der Unterscheidung von Punkten erster und zweiter
Art auf Grund des gleichen Kriteriums. Gewisse Rechengesetze der transfiniten Zahlen
folgen unmittelbar aus der Struktur der konstruierten Punktemenge.

Der bisherige Konstruktionsprozef besteht aus projektiven Grundkonstruktionen (1.)

4. Durch dieses Konstruktionsverfahren konnen anscheinend nur Punkte von
der Form:

Yo" + ,,”_lwn—l R ol
wirklich erreicht werden, wobei » endliche ganze Zahlen bedeuten. Die Konstruktion
des Punktes w® erfordert bereits unendlich viele Schritte; dieser und die ihm folgenden
scheinen durch den Konstruktionsproze8 hochstens gedanklich erfaBt zu werden. Fiir
die bekannten transfiniten e-Zahlen Cantors:

0" = e e+1,e+2,...
miiBte danach die geometrische Konstruierbarkeit lingst aufgehort haben.
In Wirklichkeit ist das nicht so. Vielmehr ist es sogar moglich, nach Konstruktion

der ersten Teilmenge: 0,1,2, ..., %,... ® eine weitere gegebene transfinite Zahl, z. B. ¢,
17*
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mit einem Konstruktionsschritte durch einen gegebenen Punkt der Gerade g zu représen-
tieren. MaBgebend hierfiir ist die Tatsache, daB der bisherige Konstruktionsproze8 pro-
jektiv ist. Die zuerst konstruierte Teilreihe:

0,1,2,...,7...w

werde vom Punkte 0 aus in der Richtung 01 im Ahnlichkeitsverhaltnis:

Ow
C=—0T

gestreckt. Der Punkt O bleibt dabei fest, der Punkt 1 geht in den Punkt w iiber; die
weiteren Punkte der neuen Skala seien bzw.:

0% 0 ..., ... ©°

so daB der letzte Punkt w® aus w durch Streckung hervorgeht und vom Anfangspunkte 0
den Abstand ¢ - |Ow| besitzt. Dann gilt:

0,1,2,...,7...0~0,0, 0? ... 0%,...w°

Die Skalenteile zwischen zwei gegebenen Punkten w* und *+! fiigen sich nach dem vorher
angegebenen Konstruktionsproze8 von selbst ein, so daB jeder Punkt bis w® einschlieBlich
durch eine endliche Zahl von Konstruktionsschritten erreicht wird. Die Wiederholung
der Ahnlichkeitskonstruktion fiihrt direkt zu den e-Zahlen. Eine abermalige Streckung

von 0 aus im Verhéaltnis ¢ fiihrt die Reihe: 0, 0, w?, . .. w®iiberin: 0, w®, @*%, ... 0" = .
Der Punkt w®® = ¢ stellt dabei die kleinste &-Zahl dar und liegt wegen der Beziehung:

o®

0,1,2,.._.,v,...w~0,w,w2,...,w",...w"’~0,w“’,w"’°’,...w =&

in der Entfernung {? |0w| vom Anfangspunkte 0. Abermals lassen sich die Intervalle
zwischen zwei neuen Punkten, etwa zwischen w® und »w®”, nach dem ersten Konstruk-
tionsverfahren.mittels Additionszentrum und Projektionszentrum ausfiillen.

Die transfiniten e-Zahlen, die von den natiirlichen Zahlen und von o ausgehend
durch Addition, Multiplikation und deren Wiederholungen in endlicher Schreibweise
nicht darstellbar sind und die deshalb einer besonderen Schreibweise bediirfen, werden
geometrisch durch Punkte eingefiihrt, die durch geometrische Grundkonstruktionen
von endlicher Zahl nicht mehr erreichbar sind; ihre Bestimmung erfolgt durch absolute
Grundkonstruktionen (1.).

Eingegangen 12. Januar 1933.
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