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Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz
in ihrer Beziehung zu den quadratischen Cremonatransformationen
und den Differentialgleichungen erster Ordnung.

Von G. Haenzel in Karlsruhe.

Inhalt.

Einleitung: Inhalt und Methode .......... ... .ottt et 91
I. Die Regelscharen, Kollineationen und Involutionen der linearen Strahlenkongruenz ................. 92
II. Die Polarentheorie der linearen Strahlenkongruenz .................cccoeieiuininininennnnnnnnns 101

IIL. Differentialgeometrische Eigenschaften der mitihren Regelscharen in der linearen Kongruenz enthaltenen
REZEMIHCHEN i voie e cvuvioviosio s oo v smviamiae o 4 8 somioioi s o s 8 wrsisis 5 § ¢ piasiaisin s & o 8 Swrsisivie & § 5 § 55 Saiiieio s 106
IV. Hiillflichen, deren Regelscharen in der linearen Kongruenz liegen ..............c.ouvvuennenennnns 108
V. Clairaut’s Differentialgleichung und die lineare Kongruenz ................ccovvuvuinrinenannan.s 110
VI. Die Differentialgleichung erster Ordnung und die lineare Kongruenz ...................ccoeue.n.. 111

Betreibt man die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz als Geometrie auf der
Flache zweiter Ordnung, so entsprechen den Kongruenzstrahlen und den einscharig in
der Kongruenz enthaltenen Flachen zweiter Ordnung die Punkte und Kegelschnitte
der Flache zweiter Ordnung. Durch Anfiigen einer geeigneten stereographischen Pro-
jektion gehen die Strahlen der hyperbolischen Kongruenz in die Punkte einer Bildebene
mit zwei reellen Fundamentalpunkten iiber, die Strahlen der elliptischen in die Punkte
einer Bildebene mit zwei konjugiert imaginiren Fundamentalpunkten. Hierbei zeigt
sich zum ersten Male die fiir das Weitere grundlegende Tatsache, dafl die automorphen
Kollineationen der linearen Kongruenz in der Bildebene durch die quadratischen Cremona-
transformationen wiedergegeben werden. Gleichzeitig tritt die Geometrie der linearen
Kongruenz in mannigfache Verbindung mit der pseudoeuklidischen und der euklidischen
Geometrie der Ebene. Es ergibt sich eine organische analytische Darstellung der von
Herrn Jolles auf synthetischem Wege entdeckten Theorie der Involutionen auf der linearen
Kongruenz und ihrer Polarentheorie. Diese Theorien zeigen weitgehende Isomorphieen
mit der (euklidischen bzw. pseudoeuklidischen) Kreisgeometrie. Von hier aus fiihrt eine
Verbindung zur Gerade-Kugeltransformation.

Vor allem aber 148t sich die Theorie der in der linearen Kongruenz enthaltenen
(transzendenten und algebraischen) Regelscharen in erheblichem Umfange auf die Theorie
der ebenen Kurven aufbauen, wobei zahlreiche Theoreme gewonnen werden. Die Singu-
laritdten dieser Regelscharen und ihre bisher kaum behandelten Hiillflichen lassen sich
einfach ableiten. Heranziehung der Differentialgleichung erster Ordnung und der Diffe-
rentialgleichung Clairaut’s fitlhrt auf tiberaus einfachem Wege zu zahlreichen neuen
Ergebnissen.

Die geometrische Abbildung ist ein erfolgreiches Verfahren, um bekannte Eigen-
schaften abzuleiten und neue Theoreme zu beweisen. Aber auch die beste Abbildung
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99 Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz.

eines geometrischen Objektes wird nicht alle seine Eigenschaften mit gleicher Deutlich-
keit und in ihrem eigentlichen organischen Zusammenhange wiedergeben. Beim Ver-
wenden von Abbildungen besteht deshalb neben grolen Vorteilen die Gefahr, die Unter-
suchung des Objektes durch die Eigentiimlichkeit der benutzten Abbildung in eine be-
stimmte Richtung abzudrangen, wichtige Dinge zu iibersehen und andere nicht in ihrem
urspriinglichen Zusammenhange zu erkennen.

Wenn im folgenden dennoch zur Darstellung neuer Ergebnisse von einer Ab-
bildung weitgehender Gebrauch gemacht wird, so geschieht das, weil gerade diese Ab-
bildung der ebenen Geometrie und der Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung
eine ganz neuartige Bedeutung verleiht und die Ergebnisse selbst die Aufmerksamkeit
immer wieder auf das Originalobjekt zuriicklenken.

I. Die Regelscharen, Kollineationen und Involutionen der linearen Strahlenkongruenz.
1. Die Koordinaten eines gegebenen Strahles X7Y:
) Py = Z,-t)g - Egt);
unterliegen der Pliickerschen Grundgleichung:
P13Paz + P1aP2s + P1aPas = 0.

Die gegebene lineare Strahlenkongruenz Cj, bestimmt als Schnitt zweier linearen Strahlen-
komplexe: Za,p, = 0und 2b,p, = 0, 14Bt sich besonders einfach darstellen, wenn ihre
(reellen oder konjugiert imaginéren) Leitgeraden /, r mit einem Gegenkantenpaare des
Koordinatentetraeders zusammenfallen. Nehmen wir [ als Kante ; = £, = 0 und r als
Kante r3 = g, = 0, so ist die lineare Kongruenz als Schnitt der beiden speziellen linearen
Komplexe mit den Gleichungen:
Pz =0 und py =0

bestimmt. Die Grundgleichung lautet dann fiir die c0? Kongruenzstrahlen:

(1) P1sPsz + P1aP2s = 0.
Ein gegebener, die Kongruenz nicht enthaltender linearer Strahlenkomplex schneidet
die Kongruenz in einer (reellen oder imaginiren) Regelschar zweiter Ordnung. Diese
ist gegeben durch die Gleichung des Komplexes: *

M= 2A1p1s + A2pra + Aspas + MaPas + Z5P1a + A6Pas =0

und durch die Bedingung:

P12 = Pas = 0.
Als Gleichung der Tragerfliche der Regelschar erhélt man:
(2) Fi = hti5s + Aglita + Aalals — MZats = 0.

Die Fliche F3 zerfillt in zwei (reelle oder konjugiert imaginire) Ebenen, ihre in der
linearen Kongruenz enthaltene Regelschar zweiter Ordnung also in zwei Strahlenbiischel
erster Ordnung, unter der Bedingung:

(28) }\114 + 12}»3 = 0.
Die vier nicht identisch verschwindenden Linienkoordinaten der Kongruenzstrahlen
mogen als homogene Punktkoordinaten aufgefaBt werden und zwar:

P1s = &1, P1a = &2y Pas = &3y Paa = — &0
Die lineare Kongruenz Cji sei hyperbolisch, ihre Leitgeraden und die Kanten des Koor-
dinatentetraeders seien also reell. Die Bedingungsgleichung (1) stellt dann das Strahlen-
hyperboloid :

@) HY =§8 — &3 =0
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dar, dessen co? Punkte die co? Kongruenzstrahlen eineindeutig abbilden. Das Koordi-
natentetraeder der &, fallt mit dem Tangentialtetraeder ARLA' von H? zusammen (Fig. 1).
Dabei gelten folgende Bezeichnungen:
Ebene: ARL ALA' ARA’ A'RL
£&,=0 §=0 =0 &, =0.
Durch den Fliachenpunkt A geht ein Leitstrahl /, und ein Regelstrahl r, des Strahlen-
hyperboloides H2. Aus dem Projektionszentrum A wird dieses auf eine mit RL inzidente
Bildebene ¢ stereographisch projiziert. Das von den drei Ebenen & =0, &, =0, & =0
des Koordinatentetraeders in die Bildebene eingeschnittene Dreieck 2, =0, z, =0,
23 = 0 gelte als Koordinatendreieck. Durch die stereographische Projektion sind die

? Kongruenzstrahlen auf die Punkte der Ebene ¢ abgebildet. Diese Abbildung driickt
sich analytisch aus durch:

(4) @P13 = 25, 0P14 = T1%3, QP93 = T1%3, QPgg = — T2 T3

Der Kongruenzstrahl a¢ mit den Koordinaten pis: pja: Pasipse =0:0:0:1 ent-
spricht auf dem Hyperboloide H? dem Projektionszentrum A und geht daher durch die
Abbildung auf die Gerade LR (z, = 0) iiber. Andererseits sind L (z, = x; = 0) und
R (x; = 3 = 0) singuldre Punkte der Abbildung, was man folgendermafen erkennt:

Fig. 1. Fig. 2.

Der Kongruenzstrahl a schneidet die Leitgeraden r und ! von Cibzw. in den Punk-
ten S; und S,, durch ihn gehen die Ebenen (ar) = (S,r) und (al) = (i) (Fig. 2). Er
ist der gemeinsame Strahl der beiden Kongruenzstrahlenbiischel:

Sil oder: p;3 = pyy =0 und S,r oder: p;3 = py = 0.
Die oo Kongruenzstrahlen des ersten Strahlenbiischels werden auf den Punkt L (z,= 2, =0)
abgebildet, die co! Kongruenzstrahlen des zweiten auf den Punkt R (z, = x5 = 0).

Eine nicht den Strahl a enthaltende Regelschar zweiter Ordnung der Kongruenz,

dargestellt durch die Gleichung:

() AP + AaPia + AsPas + A4Pae =0,
entspricht dem mit R und L inzidenten Kegelschnitte mit der Gleichung:
(6) Alxi + }»2$1x2 + 13271173—— 142?2(53 = O.

Eine in zwei Strahlenbiischel erster Ordnung zerfallene Regelschar zweiter Ordnung
(Gleichung 2 a), gegeben durch die Gleichung:

liPla + A Agpig + A AgPas — A Agpes = 0,
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hat das durch
(ALy + A3La) (125 + A2L) =0
bestimmte Ebenenpaar zur Trégerfliche. Die beiden Strahlenbiischel gehen in das mit
L und R inzidente, durch die Gleichung:
(A @y + 225) (42 + A325) =0
dargestellte Geradenpaar iiber.

Enthilt die Regelschar zweiter Ordnung den Kongruenzstrahl a, so entspricht
ihr ein Geradenpaar, dessen eine Gerade mit LR (z, = 0) zusammenféllt. Fiir eine solche
Regelschar ist namlich 4, = 0, und die Gleichung (6) ergibt:

2y(Axy + Apzy + A325) = 0.
Jede Kurve der Ebene ¢ stellt umkehrbar eindeutig eine in der linearen Kongruenz C}
enthaltene Regelschar und also auch deren Trigerfliche dar. Insbesondere gilt:

Eine nicht durch den Kongruenzsirahl a gehende Regelschar n-ter Ordnung der linearen
Kongruenz entspricht umkehrbar eindeutig einer ebenen Kurve n-ter Ordnung. Die Kurve
geht a-mal durch L, p-mal durch R, wobei « + f = nist. Die Kurve enthdlt also keine
weiteren Punkte der Geraden LR.

Da a ein herausgegriffener Kongruenzstrahl ist, folgt:

Die lineare Kongruenz enthilt, je nachdem n gerade oder ungerade ist, die Regelscharen

—1 .
von g—oder n_z_ verschiedenen Arten von Regelflichen n-ten Grades.

AuBerlich unterscheiden sich diese verschiedenen Arten durch die ganzzahlig mog-
lichen Kombinationen von « und S.

Geht eine Regelschar der linearen Kongruenz x-mal durch den Kongruenzstrahl a,
so besteht ihr Bild aus einer Kurve (n — x)-ter Ordnung und der x-fachen Geraden
LR (z; =0). Die Kurve geht a-mal durch L und f-mal durch R und schneidet z; =0
in » weiteren Punkten, die auch paarweise konjugiert imaginér sein konnen.

2. Die bisher behandelten Eigenschaften der Abbildung kommen in der folgenden
Ubersicht zum Ausdruck:

A. Die Regelschar enthdlt den Kongruenzstrahl a nicht. Fir 6« =1,2,3,.....
ist die Leitgerade ! der Kongruenz bzw. ein einfacher, ein zweifacher, ein dreifacher
Leitstrahl der Regelschar usf. Dieselbe Bedeutung hat die Zahl g fiir die Leitgerade r.

Regelschar Bildkurve

Strahlenbiischel 1. Ordnung | Punktreihe 1. Ordnung

Regelschar 2. Ordnung Kurve 2. Ordnung

Regelschar 3. Ordnung Kurve 3. Ordnung

Regelschar 4. Ord., 1. Art Kurve 4. Ordnung

Regelschar 4. Ord., 2. Art Kurve 4. Ordnung

W) b wl»ww[»»»oa

Regelschar 5. Ord., 1. Art Kurve 5. Ordnung

u. s. f.
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B. Die Regelschar n-ter Ordnung geht x-mal durch den Kongruenzstrahl a. Die
Bildkurve besteht aus einer Kurve (n — x)-ter Ordnung und der x»-fachen Geraden RL.
Der Strahl list (x + x)-facher Leitstrahl, r ist (8 4 x)-facher Leitstrahl der Regelschar.

Regelschar % | Bildkurve ohne Gerade RL
Regelschar 2. Ordnung 1 | Punktreihe 1. Ordnung
Regelschar 3. Ordnung 1 | Kurve 2. Ordnung

Regelschar 4. Ord., 1. Art 1 | Kurve 3. Ordnung
Regelschar 4. Ord., 1. Art 2 | Kurve 2. Ordnung

Regelschar 4. Ord., 2. Art 1 | Kurve 3. Ordnung

M*—‘N]OO&»’OO?

Regelschar 5. Ord., 1. Art 1 | Kurve 4. Ordnung

u. s. f.

Jede gegebene in der linearen Kongruenz enthaltene Regelschar n-ten Grades,
fir die o« = B ist, 148t sich als vollstéindiger Schnitt der Kongruenz mit einem Strahlen-

komplexe vom Grade %darstellen. Fir « 3= f kann die Regelfliche durch Hinzufiigung

von |« — f| Kongruenzstrahlenbiischeln erster Ordnung zum vollstindigen Schnitt
von C; mit einem Strahlenkomplexe ergiinzt werden, dessen Grad die groBere der
Zahlen «, f§ ist.

Die Regelschar vierter Ordnung mit der Bedingung « = f = 2 heille Regelschar
vierter Ordnung ,erster Art‘‘. Sie heile Regelschar vierter Ordnung ,zweiter Art*
fir « 3= 8. Die Bildkurve der ersteren ist eine Kurve vierter Ordnung mit Doppelpunkten
in R und L. Die Gleichung der Bildkurve kann daher als Glieder niedrigster Dimension
in z;, , und in z,;, x5 nur solche von der zweiten Ordnung enthalten. Sie lautet:

a7} -+ agafx, + aza}w; + agafad - a;a3 v, 75 + agaiag
+ @y 22505 + agy 2,25 + agagxg = 0.
Die durch diese Bildkurve dargestellte Regelschar vierter Ordnung erster Art schneidet
der durch die Gleichung:

a,p3s + A2P13P1s + 3P1sPas + GaPis + A5P1aPas + d6PEs
— @7P14P42 — O8P23Paz + aspp =0
dargestellte quadratische Strahlenkomplex aus der linearen Kongruenz. Nach den
Abbildungsgleichungen (4) kann das Glied agaiz,x; aber nicht nur durch agpi,ps,
sondern ebenso auch durch — agp,3p,, ersetzt werden, so daB es unendlich viele qua-
dratische Gleichungen der p,, gibt, die zu jener gegebenen Bildkurve fithren. Mit anderen
Worten:

Durch die Regelschar vierter Ordnung erster Art einer linearen Kongruenz gehen
unendlich viele quadratische Strahlenkomplexe.

3. Die Gerade RL (z, =0) werde die ,,Fundamentalgerade und die Punkte
R, L werden die ,,Fundamentalpunkte* der Abbildung genannt. Es ist leicht zu er-
kennen, daB sich die bisherigen (und auch die weiteren) Untersuchungen auf die ellipti-
sche lineare Kongruenz tibertragen lassen unter Beriicksichtigung der andersgearteten
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Realitdtsverhaltnisse. Bei konjugiert imaginidren Leitgeraden der linearen Kongruenz
fiihrt die Pliickersche Grundgleichung auf die reelle strahlenlose Fliche zweiter Ord-
nung. Bei Verwandlung dieser Fliche in eine Kugel und bei der stereographischen
Projektion von einem Kugelpunkte auf die ihm gegeniiberliegende Beriihrungsebene wird
die Fundamentalgerade in die unendlichferne Gerade und die Fundamentalpunkte
werden in die unendlichfernen Kreispunkte der Ebene verlegt. Die Eigenschaften der
elliptischen und der hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz stimmen iiberein, wenn
man sie in der Ebene ¢ das eine Mal als Theoreme der euklidischen, das andere Mal als
Theoreme der pseudoeuklidischen Geometrie ableitet. In diesem Sinne erscheint die
Geometrie der einscharig in der elliptischen oder hyperbolischen linearen Kongruenz
enthaltenen Regelfliche zweiten Grades als euklidische oder als pseudoeuklidische Kreis-
geometrie. Der Beweis jedes hierher gehorigen Theorems kann dabei ebensowohl in
der euklidischen wie in der pseudoeuklidischen Ebene gefiihrt werden.

4. Ein gegebener Punkt X der Ebene & bestimmt umkehrbar eindeutig einen
Kongruenzstrahl von C}. Die homogenen Koordinaten x,: 2,: 5 oder die kartesischen
Koordinaten z, y des Punktes sollen daher auch als die Koordinaten des Kongruenz-
strahles gelten. Eine gegebene (algebraische oder transzendente) ebene Kurve bedingt
umkehrbar eindeutig eine in der Kongruenz enthaltene (algebraische oder transzendente)
Regelschar. Die Gleichung f(z,, 25, 3) =0 oder f(z,y) =0 der Kurve soll daher
zugleich als Gleichung der Regelschar und ihrer Trigerfliche gelten.

Die oo! Kongruenzstrahlenbiischel erster Ordnung in den Ebenen oy, fi, . .. der
Leitgeraden / von C entsprechen den Punktreihen erster Ordnung, deren Triigergeraden
a;, by, . .. durch den Punkt L (z; = z, = 0) gehen, so daB eine Parameterdarstellung
jenes Ebenenbiischels mit einem Parameter A:

0&,-{-—)./3‘:0 —-Q)..-}'..._*_m
eine ebensolche Darstellung dieses Strahlenbiischels nach sich zieht:
a + Ab, =0.
Dasselbe gilt von den o! Kongruenzstrahlenbiischeln in den Ebenen «,, f,, ... der
andern Leitgeraden r:
ar_*_gﬂr:O ___m...e..-—*_m
und ihren Bildern, den Punktreihen, deren Trégergeraden a,, b,, . . . mit R inzident sind:
a, + ¢b, = 0.

Ein gegebener Kongruenzstrahl p ist der Schnitt einer Ebene durch ! mit einer Ebene
durch r. Der Strahl ist daher ebenso wie sein Bildpunkt P durch Angabe des zugehorigen
Parameterpaares 4, o bestimmt, so daB auch 4, ¢ als Koordinaten in der linearen Kon-
gruenz gelten konnen.

5. Eine gegebene lineare Strahlenkongruenz kann auf zweierlei Arten kollinear
in sich transformiert werden. Bei den Transformationen der ersten Art bleibt jede der
beiden Leitgeraden r, I in Ruhe; durch die Transformationen der zweiten Art werden
die beiden Leitgeraden r, ! miteinander vertauscht. Durch eine Kollineation der ersten
Art werden die Ebenen von r und von / mit den von ihnen getragenen Kongruenzstrahlen-
biischeln je projektiv auf sich bezogen. Der Kongruenzstrahl ¢ mit den Linienkoordi-
naten 0:0:0:1 und die beiden durch ihn gehenden Kongruenzstrahlenbiischel ent-
sprechen einem Kongruenzstrahle a’ und seinen beiden mit ihm inzidenten Kongruenz-
strahlenbiischeln. In der Ebene ¢ werden daher aus R und L zwei neue Fundamental-



Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. 97

punkte R’, L', und die Strahlenbiischel mit den Mittelpunkten L, R und den Gleichungen:
x2+2x1=0, $3+ex1=0 -——m-..l’e..._l_m

entsprechen projektiv den Strahlenbiischeln mit den Mittelpunkten.L’,R’ und den
Gleichungen :

xy + Azy =0, a5 + o'z =0,
so daB die Beziehungen gelten:

2 _ag' +b . .
2_——71,+6, g_———ce,_l_d, ad— Py £0, ad —bc % 0.
In der Fig. 3 entspricht dem Strahle LR (x, =0) als Element von L die Gerade
L'M' (3 = 0) als Element von L’, dagegen dem Strahle LM (x, = 0) als Element von
L die Gerade L'R’ (21 = 0) als Element von L', so dal die Wertepaare:
A=o, Y'=0 und 1=0, ' =00

der A-Substitution geniigen. Diese lautet somit:

/L X, -0 R\ /L x/-0 R'\
Fig. 3.
Andererseits geht RL (z, = 0) als Element von R in R'M’ (23 = 0) als Element von
R’ iiber und RM (23 = 0) in R'L’ (z," = 0). Deshalb hat die g-Substitution die Form:

e
0 =

Die Gleichungen der projektiven Strahlenbiischel lauten:

/ 1,

Zy + Az, =0, xz+ﬁ Ax1=0
, 01,

x3 + ez, =0, Ty + c?xl:o'

Wird yec = ¢;, fc = ¢;, by = c; gesetzt, so ergeben sich nach Elimination von 4, ¢ die
Substitutionen:

G1.6 . 0

Tyi ol Lyt = —r 1 —3 1 —

X1 X2 X3
Xy = ;X5 Th X5 = CpE1 %8 Xy = C3 %) Ty
o =t Xy ¥y Ty = Ca ) Ty 25 = C3 %y %y

In Worten:

Die Kollineationen der linearen Strahlenkongruenz in sich selbst werden durch die

quadratischen Cremonatransformationen der Bildkurve wiedergegeben.
Journal fiir Mathematik, Bd. 173. Heft 2. 13
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In Nr. 1 wurden die Kongruenzstrahlen in die Punkte einer Flidche zweiter Ordnung
abgebildet (Gleichung 3). Wird eine solche Fliche kollinear in sich transformiert, vor
und nach der Kollineation aber stereographisch projiziert, so sind die beiden entstan-
denen Bildfelder durch eine quadratische Cremonatransformation aufeinander bezogen.
Hélt man vor und nach der Transformation an demselben Projektionszentrum der
stereographischen Projektion fest, so fillt in Fig. 3 der singulire Fundamentalpunkt L’
auf L und R’ auf R. Die Eigenschaften der quadratischen Cremonatransformationen
und der Kollineationen der linearen Kongruenz in sich bedingen einander, und eine
Klassifikation der ersteren zieht eine solche der letzteren nach sich. Die Kollineationen
der elliptischen linearen Kongruenz in sich kénnen insbhesondere als die Kreisverwandt-
schaften dargestellt werden.

6. Es gibt zwei verschiedene Arten von Involutionen auf der linearen Kongruenz,
da es zwei Arten von involutorischen quadratischen Cremonatransformationen gibt.
Konjugierte Strahlen einer solchen Involution sind reziproke Polaren im polaren Raume
einer Fliche zweiter Ordnung. Ist die Fliche zweiter Ordnung einscharig in der linearen
Kongruenz C} enthalten, so heiBt die Involution eine primire. Liegt die Flache zweiter
Ordnung dagegen beidscharig involutorisch im geschart involutorischen Raume von
C}, so ist die Involution eine sekundire ). Im folgenden gehen wir bei der Behandlung
dieser Involutionen von den quadratischen involutorischen Cremonatransformationen aus.

A. Die primiiren Involutionen auf der linearen Kongruenz.

Die eine Art involutorischer quadratischer Cremonatransformationen in der Bild-
ebene sind die allgemeinen Inversionen. Eine einscharig in der linearen Kongruenz ent-
haltene Fliche zweiter Ordnung K2 ist nach Abschnitt 2 durch einen Kegelschnitt 42 durch
die Fundamentalpunkte L, R dargestellt (Fig. 4). Der Pol K der Geraden RL (z, =0)

Fig. 4.

fiir den Kegelschnitt ist das Inversionszentrum. Ein gegebener Punkt X und der Schnitt-
punkt X’ seiner Polaren fiir den Kegelschnitt mit KX sind konjugierte Punkte der
Inversion und stellen zwei reziprok polare Kongruenzstrahlen in Bezug auf die ein-
scharig in der Kongruenz enthaltene Fliche K? dar. Unter Benutzung des Koordinaten-
dreiecks KRL:

RL (z, =0), KL (zz = 0), KR (z3 =0)
sind die Fliche K2 und der Kegelschnitt x? durch die Gleichung gegeben:

a, %5 + 2 agrazy = 0.

Setzt man:

RL: z; =0, KL: x5 = 0, KR: z; =0, - =6
1) Jolles, Die Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Math., Ztschr. 27 (1928), S.427. — Eine ana-

lytische Behandlung und Klassifikation dieser Involutionen enthélt die Abhandlung: Haenzel, Eine analytische Theorie
der Involutionen auf der linearen Strahlenkongruenz, Journal f. d. reine u. angew. Mathematik 166 (1932), S.167.
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so bedingt die einscharig in der Kongruenz enthaltene Fliche K? die primire Involution,
dargestellt durch:

st .2
&y By By
Die priméren Involutionen auf der elliptischen linearen Kongruenz fithren, wie leicht

einzusehen, auf die Transformationen durch reziproke Radien mit (reellen oder imagi-
néren) Inversionskreisen.

Zu einem gegebenen R, L enthaltenden Kegelschnitte k2 gibt es ein Biindel von
oo? selbstinversen Kegelschnitten durch R, L. Jeder von ihnen geht durch Inversion
an k? in sich iiber. Es sind die zu k? orthogonalen Kreise in der pseudoeuklidischen oder
der euklidischen Metrik mit den bzw. reellen oder konjugiert imagindren Fundamental-
punkten L, R. Jeder durch einen Punkt X gehende zu k* orthogonale Kegelschnitt
geht auch durch den inversen Punkt X'. Aus alledem folgt:

Eine primdre Involution auf der linearen Kongruenz C ist bedingt durch eine ein-
scharig in C3 enthaltene Fliche zweiter Ordnung K®1). Konjugierte Strahlen der Invo-
lution sind reziproke Polaren fiir K?, und die oo! in der linearen Kongruenz enthaltenen
Regelstrahlen von K?* sind die Doppelstrahlen der primdren Involution. Die o? fiir K?
polarinvarianten, in der Kongruenz einscharig enthaltenen Flichen zweiter Ordnung bilden
einen Biindel. Die Regelscharen dieser Flichen bestehen aus reziproken Polaren fiir K2.
Jede dieser Flichen ist also fiir die primdre Involution invariant.

(8) AR AR A

B. Die sekundiiren Involutionen auf der linearen Kongruenz.

Neben den Inversionen gibt es eine zweite Art involutorischer, quadratischer
Cremonatransformationen, bei denen das System der drei singuliren Fundamental-
punkte mit dem System der drei homologen singuldaren Fundamentalpunkte zusammen-
fallt. In dem Dreieck LRK (Fig. 5):

LR (z, = z; = 0), LK (%, = 25 =0), KR (73 = x3=0)
sei jeder der beiden Strahlenbiischel L und R:
L:zy, + Az, =0, R:zy + oz, =0

involutorisch auf sich bezogen durch die Bedingungsgleichungen:

A + B(A+ ) +y =0,

age’ +b(e + @) 4-d =0.
Dann sind durch diese Beziehungen die o? Kongruenzstrahlen sekundér involutorisch
gepaart. Denn einem gegebenen Punkte X(4, ¢) als Schnitt von LX, RX ist ein ent-
sprechender Punkt X'(A’, ¢') als Schnitt der LX, RX konjugierten Strahlen LX', RX’
involutorisch zugeordnet. Die sekundére Involution hat vier (reelle oder paarweise
konjugiert imaginére) Doppelelemente. - Sie ergeben sich aus den vier Schnittpunkten
der beiden Doppelstrahlen s;, s, des involutorischen Strahlenbiischels L mit den beiden
Doppelstrahlen s,, s, des involutorischen Strahlenbiischels R. In einer linearen Strahlen-
kongruenz bilden daher die vier (reellen oder paarweise konjugiert imaginéren) Doppel-
strahlen einer sekundédren Involution ein Raumvierseit, das durch die Leitgeraden der
Kongruenz zu einem Tetraeder erganzt wird !).

13*
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Fig. b. 3 Fig. 6.

Bei der hier getroffenen Wahl des Koordinatendreiecks ist die sekundare Invo-
lution wiedergegeben durch die involutorische Cremonatransformation:
Oy, 0,0,
Ty Zy T3
Fiir die Koordinaten der vier Doppelelemente ergeben sich die Verhéltnisse aus:

£ Ve £ Vep: £ Ve,

In der Fig. 5 sind s,, s, die Doppelstrahlen des involutorischen Biischels L, s3, s4
die Doppelstrahlen des involutorischen Biischels R und ihre Schnittpunkte C3, Cyq, Caay
C,, die Doppelelemente der involutorischen Cremonatransformation. Fiir zwei konju-
gierte Elemente X, X’ folgt daher:

(10) ($1, 89 LX, LX') = (384 RX, RX") = — 1.
An einen gegebenen Kegelschnitt k2 durch R, L mit dem Inversionszentrum K (Fig. 6)

legt man aus dem gegebenen Punkte K’ die Tangenten mit den Beriithrungspunkten
Cy4 Cys und verbindet K’ mit R und L.

Es geht ein einziger Kegelschnitt k2 durch R, L, Cy,, Cys, der in R, L die Geraden
K'R, K'L beriihrt. Von den Kegelschnitten k2, k2 mit den Inversionszentren K, K’ geht
jeder durch Inversion am anderen in sich iiber, und aus den Punkten Cj4, C,3 gehen die
Tangenten jedes Kegelschnittes durch das Inversionszentrum des anderen. Jeder ge-
gebene Punkt K’ ist Inversionszentrum eines solchen Kegelschnittes k'2. Die co? Kegel-
schnitte k'? erfiillen den Biindel der fiir k2 inversionsfesten Kegelschnitte (A).

Das den beiden Kegelschnitten einbeschriebene vollstindige Viereck:

9) Zi: wge % =

LR C:,Cs
hat die drei Paare von Gegenseiten:
LCyy = 51, RCy3 = s3; LCyy = 85, RCyy = 545 LR, Cy,Cy,
und daher die Nebenecken:
(81, 83) = Cyg, (5284) = Cogy (LR, C14Cy).

Die Verbindungsgerade KK’ der Inversionszentren schneidet die gemeinsame Bisekante
CuCy in M. Die beiden durch %* und k2 bedingten Inversionen haben als
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Resultierende die involutorische quadratische Cremonatransformation der zweiten Art
mit dem Fundamentaldreieck LRM und den Deckpunkten Cy4, Cys, Cis, Cop. In der
Metrik mit den (reellen oder den konjugiert imaginiren) Fundamentalpunkten L, R

sind k% und k' zwei zueinander orthogonale Kreise. Hieraus folgt fiir die lineare Kon-
gruenz:

Zwei primdre Involutionen, bedingt durch zwei fiir einander polarinvariante, ein-

scharig in der Kongruenz enthaltene Regelflichen zweiter Ordnung, haben zur Resultierenden
eine sekunddre Involution.

Durchléuft ein gegebener Punkt X einen Kegelschnitt »? durch R, L und durch
die Fixpunkte Cy5, Cpy, so liegt auch der konjugierte Punkt X’ der involutorischen
Cremonatransformation auf %2 Denn die Strahlen LX, RX beschreiben zwei projek-
tive, zum Kegelschnitte »? perspektive Strahlenbiischel L, R. Dabei entsprechen den
Geraden sy, s, von L die Geraden s,, s, von R. Also sind auch LX' und RX’ zwei homo-
loge Strahlen (Gleichung 10), und »? geht durch X'. Jeder Kegelschnitt durch R, L,
Ci3, Cy4 und ebenso jeder Kegelschnitt durch R, L, Cy,, C,p3 geht durch die involutoristhe
Cremonatransformation in sich tiber. Fiir die lineare Kongruenz gilt also:

Eine sekunddre Involution enthdilt') zwei Biischel einscharig involutorischer Regel-
scharen zweiter Ordnung der linearen Kongruenz. Die Tragerflichen des einen Biischels
gehen durch die Leitgeraden und das eine Paar windschiefer (reeller oder konjugiert imagi-
ndrer) Doppelstrahlen, die Traiger des anderen durch die Leitgeraden und das andere Paar
Doppelstrahlen. Die Flichen beider Biischel sind wechselseitig polarinvariant.

Wie die involutorischen (euklidischen oder pseudoeuklidischen) Kreisverwandt-
schaften die Involutionen auf den (elliptischen oder hyperbolischen) linearen Kongru-
enzen darstellen, so fithrt die Orthogonalitidtsbedingung der Kreisgeometrie zur Polaren-
theorie auf der linearen Kongruenz. Ein gegebener (reeller oder imaginirer) Kreis ist
der Orthogonalkreis eines Biindels von oo? Kreisen seiner Ebene; jedem Kreisbiischel
ist ein orthogonaler Kreisbiischel zugeordnet. Eine einscharig in der Kongruenz ent-
haltene Regelfliche zweiter Ordnung ist daher polarinvariant fiir die polaren Radume
von oo? solchen Fldchen; diese Flichen zweiter Ordnung bilden ein Biindel. Einem
Biischel einscharig in der Kongruenz enthaltener Fldchen zweiter Ordnung ist ein anderer
Biischel solcher Fldchen so zugeordnet, daB jede Fldche des einen Biischels fiir die oo!
Flachen des anderen polarinvariant ist.

II. Die Polarentheorie der linearen Strahlenkongruenz 2).

7. Die den Linienkoordinaten anhaftende Pliickersche Grundgleichung ergibt fiir
die Kongruenzstrahlen die Gleichung (1):

P13Paz 1 PraP2s = 0.

Deutet man die vier Linienkoordinaten als homogene Punktkoordinaten (Nr.1, Glei-
chung 3), — betreibt man die Geometrie der linearen Kongruenz als Geometrie auf der
Flache zweiter Ordnung H? —, so entspricht der in der Kongruenz enthaltenen (reellen
oder imaginidren) Regelschar zweiter Ordnung der Kegelschnitt auf der Flache zweiter
Ordnung. Auf der (reellen oder imaginiren) Flache zweiter Ordnung H? mit reellem
polaren Raume sind einem gegebenen Kegelschnitt f? diejenigen oo? Kegelschnitte zu-

2) Die Polarentheorie ist von Herrn Jolles auf synthetischem Wege entwickelt worden in der Abhandlung:
St. Jolles, Die Polaritit als Grundlage in der Geometrie der linearen Strahlenkongruenz, Math. Ztschr. 88 (1931),
S.7383—790. Im folgenden wird auf anderem Wege eine kurze analytische Entwicklung der Polarentheorie gegeben.
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geordnet, deren co? Ebenen durch den Pol der Ebene von f2 gehen. Diese Kegelschnitte
bilden auf der Fliche eine lineare Mannigfaltigkeit zweiter Stufe, einen f2-Biindel, und
es besteht zwischen den o® Kegelschnitten der Fliche und ihren oo?® f2-Biindeln eine
polare Korrelation. Dieselbe zieht eine polare Korrelation zwischen den oo® Regel-

scharen zweiter Ordnung der linearen Kongruenz C; und ihren co® Regelscharbiindeln
nach sich, und zwar zeigt sich im folgenden leicht, daBl die Trégerfliche der in der Kon-
gruenz enthaltenen Regelschar R? fiir die oo? Tragerflichen des zugeordneten Regel-
scharbiindels autopolar ist.

Durch die lineare Kongruenz C; gehen die oo! linearen Komplexe eines Komplex-
biischels, dargestellt durch: p;, + Apgy =0 (— o0 ---4.--+4 o). Die o® linearen
Komplexe, die fiir diesen Komplexbiischel nullinvariant sind, bilden das I'-Gebiisch
der linearen Kongruenz. Dieses ist perspektiv zum Gebiisch der o? in der Kongruenz
enthaltenen Regelscharen zweiter Ordnung, dem R2-Gebiisch der Kongruenz. Wird
doch durch einen gegebenen linearen Komplex des [I-Gebiisches die Kongruenz je in
einér Regelschar zweiter Ordnung geschnitten. Demnach kann die Polaritdt in der
linearen Strahlenkongruenz auch als Polaritét in ihrem [I'-Gebiisch angesehen werden.
Dabei ist einem gegebenen linearen Komplexe I' des I'-Gebiisches je ein Biindel von
oo? solchen Komplexen zugeordnet, und der lineare Komplex I ist fiir jene oo? linearen
Komplexe nullinvariant.

Demnach stellen sich vier polare Korrelationen in den betrachteten geometrischen
Tragergebilden folgendermaBen nebeneinander:
Trig;; der Die Fliche Die lineare Kongruenz als Triger ihres Die Ebene mit zwei
Polaritit zweiter Ordnung R3-Gebiisches I-Gebiisches Fundamentalpunkten
Der Kegelschnitt | Die Regelschar % | Der lineare Kom- | Der Kreis %2 und
Elemente der f*und die oo? Kegel- | und die oo® Regel- | plex I und die | die oo? Kreise eines
Zuordnung schnitte eines scharen eines o?  Komplexe k3-Biindels
f*-Biindels R2-Biindels eines T-Biindels
Zugeordete Kegel- | Die Trigerflichen | Zugeordnete Kom- | Zugeordnete Kreise
Art der schnitte liegen in | zugeordneter Regel- | plexe sind fiir ein- | sind fiir einander
Zuordnung konjugierten Ebenen | scharen sind fiir | ander nullinvariant selbstinvers.
einander autopolar

8. Ein gegebener linearer Komplex 'y des '-Gebiisches der linearen Kongruenz
C} hat eine Gleichung von der Form:

(11) M= A1p1s + AaP1a + AsPas + AaPaz =0
je bei festen Parameterverhiltnissen A,: A4,: A43: 4,. Er schneidet die lineare Kongruenz
in einer Regelschar zweiter Ordnung. Die Tréagerfliche dieser Regelschar heift die dem
linearen Komplexe I' ,,adjungierte‘, einscharig in C} enthaltene Fliche zweiter Ordnung,
und der lineare Komplex heiflt der Flache zweiter Ordnung adjungiert 3). Die Gleichung

dieser Fliche zweiter Ordnung ergibt sich aus der Gleichung des Komplexes I'; und den
allen Kongruenzstrahlen anhaftenden Bedingungen p,; = psq =0 als:

(11 a)
Dabei sind den speziellen linearen Komplexen des I'-Gebiisches (11) die je in zwei Paare

(reeller oder konjugiert imaginérer) Strahlenbiischel erster Ordnung zerfallenen Flidchen
zweiter Ordnung (11a) adjungiert, denn in den beiden Gleichungen (11) und (11a)

Fi = A,0,25 + Aty 2y + AgTaty — A2y,

3) Dieser Ausdruck und mehrere weitere Fachausdriicke des Abschnittes II sind den in Anm. 2 genannten Ab-
handlungen entnommen. Sie sind hier durch ,,....* gekennzeichnet.
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werden ja diese speziellen Gebilde durch die Bedingung gekennzeichnet 4):
)&114 "}" 1223 = 0.

9. Sind A, 4y, A5, A4, und A, Ay, A4, 4, zwei Quadrupel von Parametern, so hat

die bilineare Beziehung:

(12) MAg+ Ay dg+ A2y + Agdy =0
einen zweifachen geometrischen Ursprung: Sie gewihrleistet einerseits im F2-Gebiisch
von C; die gegenseitige Autopolaritit zweier Flichen zweiter Ordnung Fj, F3 mit
ihr geniigenden Koeffizienten A;, 4;, und sie erweist andererseits die im I-Gebiisch der
linearen Kongruenz diesen beiden Flichen adjungierten linearen Komplexe Iz, T; als

fir einander nullinvariant. Je zweien einscharig in Cj enthaltenen fiir einander auto-
polaren Flachen sind zwei nullinvariante lineare Komplexe des '-Gebiisches adjungiert.
Demnach kennzeichnet die bilineare Beziehung (12) sowohl eine polare Korrelation im

F?-Gebiisch TI(F) der linearen Kongruenz C} wie auch eine polare Korrelation im

I-Gebiisch TI(I'), nédmlich:

Fiir eine gegebene Fliche zweiter Ord-
nung P, im F®-Gebiisch der linearen Kon-
gruenz Cj sind die 0o? einscharig in C} ent-
haltenen Flichen eines F®-Biindels n(F%)
autopolar.

Fir einen gegebenen linearen Komplex
I im I-Gebiisch der linearen Kongruenz
C; sind die oo? linearen Komplexe eines
im [-Gebiisch enthaltenen [-Biindels
7(I") nullinvariant.

Ist bei festen Parameterverhéltnissen pu,: uy: us: p, die Gleichung

der Fliache P2:

. des linearen Komplexes I,:
P18y %3 + Py Ty + PgTa Xy — py Ta %y =0, I

U1P1s T MaPua + HsPes + MePaz =0,

so sind P2 und T, einander adjungiert. Aus der Gleichung

der Fliche Pj
folgt die Gleichung
ihres ,,Polar-F*-Biindels* n(F*)

des Komplexes [,

seines ,,Polar-I-Biindels** z(I")

vermoge der bilinearen Beziehung p; A, + palds + psdy + psA; =0, und sie lautet:

n(F') = A(py 2y %5 + pa®a Ty)

+ Ap(p1 @1 %y + pa %y 24)

+ Ag(1 2325 + paZaxy) =0
Wird jeder einscharig in C} enthaltenen
Fliche zweiter Ordnung P% der Biindel
n(F?) der fiir sie autopolaren Fléchen
zweiter Ordnung von C} zugeordnet, so
sind die Flichen PZ und die Biindel z(F?)
als ,,Polflichen und ,,Polar-F2-Biindel’
korrelativ aufeinander bezogen. Sie bilden
80 das ,,polare F*-Gebiisch‘ der linearen

Kongruenz Cj.

7(F) = A (#1P1s — MaPa2)

+ Ag(#1P1a — K3Paz)

+ Ag(p1P2s — MaPas) =0.
Wird jedem linearen Komplexe I, des
I-Gebiisches von C) der Biindel =(I)
der fir ibn nullinvarianten linearen
Komplexe von C} zugeordnet, so sind die
Komplexe I, und die Biindel #(I') als
,,Polkomplexe*  und ,,Polar-I-Biindel*
korrelativ aufeinander bezogen. Sie bilden
so das ,polare [-Gebiisch* der linearen

1
Kongruenz Cj.

4) Die symmetrische Determinante jeder einscharig in 0} enthaltenen Fliche zweiter Ordnung hat den Rang

zwei, wenn diese Bedingung erfiillt ist.
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Sind die Fliche PZ des polaren F2-Gebiisches TT(F2) und der lineare Komplex I
des polaren I'-Gebiisches TT(I') einander adjungiert, so sind auch die oo2Flachen des
Polar-F2-Biindels m(F2) bzw. den oo? linearen Komplexen des Polar-I-Biindels =(I")
adjungiert. Das polare F2-Gebiisch und das polare I-Gebiisch der linearen Strahlen-
kongruenz C} sind perspektiv.

10. Nach Nr. 8 sind die o? je in zwei Paare Strahlenbiischel erster Ordnung zer-
fallenen Regelflichen zweiter Ordnung des polaren F2-Gebiisches TT(#2) den o2 speziellen
linearen Komplexen des polaren I'-Gebiisches TT(I') adjungiert. Jeder Kongruenzstrahl p
ist die Doppelpunktsgerade je einer solchen zerfallenen Fliche zweiter Ordnung. Die
(reellen oder konjugiert imaginiren) Ebenen der beiden Strahlenbiischel verbinden p
mit den (reellen oder konjugiert imagindren) Leitgeraden der Kongruenz. Der Strahl p

ist zugleich die Leitgerade des adjungierten speziellen linearen Komplexes.

speziellen Elemente gilt nun:

Im polaren F2-Gebiisch TI(F2) besteht
der Polar-F2-Biindel z(F?) einer zerfallenen
Flache zweiter Ordnung P? aus dieser
Fliche und aus allen iibrigen durch die
Doppelpunktsgerade p von P? gehenden
Flichen zweiter Ordnung des F2-Ge-
biisches. Im polaren F2-Gebiisch TI(F2)
heiBt jede solche mit ihrem Polar-F2-
Biindel inzidente Fldche ,,Inzidenzfliche
und ihr Polar-F2-Biindel ,,Inzidenz-F2-
Biindel“. Da die Inzidenzflichen die

einscharig in C] enthaltenen zerfallenen
Flachen zweiter Ordnung sind und ihre
Doppelpunktsgeraden die lineare Kon-
gruenz C} erfilllen, so heiBt letztere die
,, Jnzidenzkongruenz‘‘ des polaren F2-Ge-
biisches.

11. Zwei gegebene Flichen zweiter
Ordnung Pﬁ, Pf des polaren F>-Gebiisches
TT(#2) werden durch einen Biischel solcher
Flachen verbunden. Aus ihren Glei-
chungen folgt die Darstellung des sie ver-
bindenden F2-Biischels mittels eines Para-
meterquotienten 7;: x,:

F:v = (%1 + %971) 212
+ (1 g + #379) 2174
+ (% p + #373) 2y 24

— (%3 g + %374) 2%y = 0.

Die den Flichen P;, P; zugeordneten
Polar-F2-Biindel x,(F?) ,(F?) schneiden
einander in einem F2-Biischel 7, und von

den beiden Biischeln F5,; @5, ist jede Fliche
des einen Biischels fiir alle Flachen des

Fiir diese

Im polaren I-Gebiisch TT(I") besteht der
Polar-I'-Biindel #(I") eines speziellen line-
aren Komplexes I' aus diesem Komplexe
und aus allen iibrigen durch die Leitgerade
p von [ gehenden linearen Komplexen
des I'-Gebiisches. Im polaren I-Gebiisch
TT(I") heift jeder solcher mit seinem Polar-
I-Biindel inzidente lineare Komplex ,,Inzi-
denzkomplex* und sein Polar-Biindel ,,In-
zidenz-I-Biindel*“. Da die Inzidenzkom-
plexe die speziellen linearen Komplexe von
T(I") sind und ihre Leitgeraden die lineare

Kongruenz C) erfiillen, so heiBt letztere

die ,,Inzidenzkongruenz‘‘ des polaren [I-
Gebiisches.

Zwei gegebene lineare Komplexe [,
I, des polaren I-Gebiisches TI(I') werden
durch einen Biischel solcher Komplexe
verbunden. Aus ihren Gleichungen folgt
die Darstellung des sie verbindenden I'-
Biischels mittels eines Parameterquoti-
enten 2;: x,:

Fu = (301 + #37%1) P13

+ (%1449 + #373) P1a

+ (%, g + %573) Pog

+ (%1 pa + #374) Par = 0.
Die den Komplexen [, I, zugeordneten
Polar-I'-Biindel #,(I"), 7, (") schneiden ein-
ander in einem I-Biischel 7,,, und von den
beiden Biischeln I,,, 7, ist jeder Komplex
des einen Biischels fiir alle Komplexe des
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anderen autopolar. Fi,, nﬁ, sind zwei | anderen nullinvariant. [, 7, sind zwei
wreziprok polare F2-Biischel” im polaren | ,reziprok polare [I-Biischel“ im polaren
F?-Gebiisch TT(F?). I-Gebiisch TI(T).

Aus der Gleichung eines Biischels F&, bzw. I, geht die Gleichung des zu ihm
polaren Biischels vermoge der beiden bilinearen Beziehungen:

M1y - padg + pady + pzdy =0, | viAy + vadg + vgdy + w3y =0
hervor und lautet:

M1 M2 l L N Br T M3, ]
v, vy Ty &y &y %y LTy XyZgl
Hp T He L G 1 Vs

+ [ A+ y) ] =0
Toly Tplg t pal Tt o pgl? '
M1 M { M1 Mg Ky Hs| g l
"1 7 Ps2 P13 Pe Pul °

+ By Me| l V1 Y Y1 73 12] s ).
Paz P23 B1 My T

III. Differentialgeometrische Eigenschaften der mit ihren Regelscharen in der linearen
Kongruenz enthaltenen Regelflichen.

12. Der Hauptstrahl ¢z der linearen Kongruenz trigt den kiirzesten Abstand ihrer
(reellen oder konjugiert imaginéren) Leitgeraden I, r. Er schneidet die Leitgerade ! in
C; und die Leitgerade r in C, (Fig. 7). Die Fluchtebene yu hilftet den kiirzesten Abstand
C; C, und steht auf ¢; senkrecht. Sie enthilt den ¢z rechtwinklig kreuzenden unendlich-

N\

\

G

7

" G
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fernen Kongruenzstrahl ¢,. Die Ebene 7; durch  parallel zu p trigt den einen Biischel
paralleler Kongruenzstrahlen, namlich den Biischel der zu r parallelen Strahlen. In der
Ebene 7, durch r parallel zu u liegt der zweite Biischel paralleler Kongruenzstrahlen,
der Biischel der zu [ parallelen Strahlen. Beide Strahlenbiischel haben den unendlich-
fernen Kongruenzstrahl gemein.

In der Bildebene ¢ (Abschn. I) sei U das Bild des unendlichfernen Kongruenz-
strahls, D das Bild des Hauptstrahles. Durch U, R und L gehen oo? Kegelschnitte.
Sie sind die Bilder der oo? einscharig in der Kongruenz enthaltenen Paraboloide. Ein
Biischel dieser Kegelschnitte geht durch den Punkt D. Unter den Paraboloiden befinden
sich ndmlich oo! gleichseitige Paraboloide. Sie bilden einen Biischel. Seine Basiskurve
besteht aus den Leitgeraden der Kongruenz, dem Hauptstrahle und dem zum Haupt-
strahle rechtwinkligen unendlichfernen Kongruenzstrahle. Die Geraden UL, UR der
Ebene ¢ stellen bzw. die beiden in der Kongruenz enthaltenen Parallelstrahlenbiischel
dar. Sie sind in der hyperbolischen Kongruenz reell, in der elliptischen konjugiert
imaginér.

13. Eine gegebene mit ihrer Regelschar in der Kongruenz enthaltene Regelfliche
habe in der Bildebene die Gleichung f(z, ) = 0 oder f(z,, T, 23) = 0. Zwei benach-
barte Regelstrahlen der Fliache bestimmen einen Elementarstreifen, bedingt durch das
Bogenelement ds der ebenen Kurve mit der Gleichung f(z,y) = 0. Drei benachbarte
Regelstrahlen bestimmen die an dieser Stelle oskulierende Regelflaiche zweiter Ordnung.
Sie ist einscharig in der Kongruenz enthalten und heifit das oskulierende Hyperboloid.
In der Ebene ¢ erhalten wir als Bild den an dieser Stelle oskulierenden Kegelschnitt durch
L, R. Erist der Kriimmungskreis der Kurve f(z, y) = 0 in der pseudoeuklidischen oder
der euklidischen Metrik der Ebene ¢, je nachdem es sich um die hyperbolische oder die
elliptische lineare Kongruenz handelt (3). Diese Zusammenhiinge ermoglichen eine neu-
artige, sehr anschauliche Untersuchung differentialgeometrischer Eigenschaften der
mit ihren Regelscharen in der Kongruenz enthaltenen Regelflichen, insbesondere ihrer
Singularitéten.

14. Die iibliche Betrachtung des einzelnen Regelstrahls einer Regelfliche und seiner
Umgebung steht in engem Zusammenhange mit den natiirlichen Gleichungen der Regel-
flaiche. Ein Regelstrahl geht in den Nachbarregelstrahl iiber durch infinitesimale Schrau-
bung von der Translationsgeschwindigkeit # und der Winkelgeschwindigkeit w, um die
Zentraltangente als Momentanachse. Die Zentraltangente verschiebt sich ihrerseits
langs des Regelstrahles mit der Translationsgeschwindigkeit #; und dreht sich um sie mit
der Winkelgeschwindigkeit w,. Die Beschreibung der Flidche hiingt allein von den Ver-
héaltnissen der vier GroBen t,, t;, w,, w, ab. Diese vier GroBen als Funktionen ein und
desselben Parameters heilen die natiirlichen Gleichungen der Flache. Die Nullstellen
der natiirlichen Gleichungen und die Kombinationen solcher Nullstellen fithren auf
singuldre Regelstrahlen der Fliche, wobei aber u. a. die mehrfachen Erzeugenden in
diesemn Sinne nicht erfaBt werden.

15. Fir die in einer linearen Kongruenz mit ihren Regelscharen enthaltenen Regel-
flachen ergeben sich die durch projektive Betrachtung erfaBbaren Singularititen hier
auf ganz anderem Wege:

a) Die Torsalstrahlen (Fig.9, Punkt P,).

Ein Bogenelement ds der Gleichung f(z, y) = 0 sende seine Tangente ¢ durch einen
der beiden Fundamentalpunkte L, R. Der Beriihrungspunkt P, der Tangente représen-
tiert einen Regelstrahl, der den Nachbarstrahl schneidet, d.h. einen Torsalstrahl der
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Flache. Der Torsalpunkt (Schnittpunkt)liegt auf den Leitgeraden r oder I, je nachdem ¢
mit R oder L inzident ist. An dieser Stelle der Regelfliche ist z, = 0. Griindet man in
der Ebene eine pseudoeuklidische oder euklidische Metrik auf die Fundamentalpunkte
L, R, je nachdem eine hyperbolische oder elliptische Kongruenz in Rede steht, so gilt:

Die Torsalstrahlen einer Regelfliche mit der Gleichung f(x, y) = O entsprechen den
Stellen der Bildebene, in denen die Tangenten der Kurve f(x, y) = 0 Minimalgeraden sind.

b) Mehrfache Torsalstrahlen.

Beriithrt das Bogenelement ds die Minimalgerade n-fach, so liegt ein Torsalstrahl
(n —1)-ter Ordnung vor. Entweder miissen bei einem mehrfachen Torsalstrahl die n
benachbarten Regelstrahlen einander in demselben Punkte treffen — Torsalstrahlen
hoherer Ordnung erster Art —, oder jeder Regelstrahl schneidet nur den folgenden —
Torsalstrahlen hoherer Ordnung zweiter Art. Die in der linearen Kongruenz enthaltenen
Regelflichen besitzen nur Torsalstrahlen hoherer Ordnung erster Art. Eine gewisse
Ausnahme enthilt der Fall c).

¢) Der Knick (Fig.9, Punkt P,).

Hat die Kurve mit der Gleichung f(#,y) = O einen Knick, dessen eine Tangente
durch den Fundamentalpunkt L, dessen andere Tangente durch den Fundamentalpunkt
R geht, so besitzt die Regelfliche an der entsprechenden S§elle einen doppelten Torsal-
strahl mit je einem Torsalpunkte auf jeder der Leitgeraden I, r.

d) Die zylindrische Erzeugende (Fig.9, Punkt Pg).

Beriihrt das betrachtete Bogenelement ds die Gerade UL oder die Gerade UR, so
sind an der entsprechenden Stelle zwei benachbarte Regelstrahlen der Flache parallel
(Nr. 12). Es liegt ein zylindrischer Regelstrahl vor, und es ist w, =0. Der unendlich-
ferne Torsalpunkt liegt auf der Leitgeraden I oder r, je nachdem die Tangente von ds
mit der Geraden UL oder UR zusammenfallt.

Fig. 9.

e) Der Scheitelregelstrahl (Fig. 9, Punkt P,).

Das oskulierende Hyperboloid ist bestimmt durch den das Bogenelement oskulie-
renden, R, L enthaltenden Kegelschnitt. Bei Hyperoskulation heit der entsprechende
Regelstrahl ein Scheitelregelstrahl. Er liegt mit mindestens drei benachbarten Regel-
strahlen in einer Regelschar zweiter Ordnung.

f) Der Wenderegelstrahl (Fig. 9, Punkt Pg). ”
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Geht der oskulierende Kegelschnitt durch den Punkt U, so ist die oskulierende
Regelflache ein Strahlenparaboloid (12). In diesem Falle liegt ein Wenderegelstrahl vor,
und es ist w, =0.

g) Der orthoide Wenderegelstrahl (Fig. 8, Punkt Pg).

Der oskulierende Kegelschnitt durch R, L, U enthélt den Punkt D. Die osku-
lierende Regelfliche geht durch den Hauptstrahl der Kongruenz, ist also ein gleichseitiges
Strahlenparaboloid. Der zugehérige Regelstrahl ist ein orthoider Wenderegelstrahl.
Er wird von der Striktionslinie der Regelfliche senkrecht geschnitten, es ist ¢, = 0 und
w, =0.

h) Mehrfacher Regelstrahl, Riickkehrregelstrahl, isolierter Regelstrahl (Fig. 8,
Punkte P,, Pg).

Eine Punktsingularitdt der ebenen Kurve f(z, y) = 0 liegt dort vor, wo % =0
und —%— =0 ist. Es handelt sich um einen Doppelpunkt, eine Spitze oder einen iso-
lierten Punkt, je nachdem die Involution zweier Parameter A, A':

f L o*f "o O _

L]

eine hyperbolische, parabolische oder elliptische ist. Dabei sind die drei zweiten partiellen
Ableitungen an der betreffenden Stelle von f(z, y) = 0 zu nehmen. Setzt man voraus,
daB die Singularitét nicht auf der Geraden LR liegt, so ist auf der linearen Kongruenz
durch den ersten Fall (Doppelpunkt) ein Doppelregelstrahl gekennzeichnet. In ihm
schneiden einander zwei verschiedene Schalen der Fliche, und fir beide sind ¢, oy, t;, o,
von Null verschieden, falls sich an dieser Stelle nicht noch andere Singularitéten iiber-
lagern.

Durch den zweiten Fall (Spitze) wird der Riickkehrregelstrahl représentiert. Léngs
dieses Strahles beriihrt die Regelflache sich selbst, und es’ist ¢ = 0, w, = 0.

Im dritten Falle liegt ein isolierter Regelstrahl vor.

Durch einen Punkt auf der Geraden UR (Fig. 9, Punkt P,) gehe ein Bogenelement
ds, dessen Tangente mit dem Punkte L inzident ist. Der zugehorige Kongruenzstrahl
liegt im Biischel paralleler Kongruenzstrahlen in der Ebene z, (12). Zugleich ist er ein
Torsalstrahl (15 a), weil der Nachbarregelstrahl ihn auf der Leitgeraden ! schneidet.
Gewohnlich wird ein solcher Regelstrahl als Wendetorsalstrahl bezeichnet.

Weitere Singularitéten lassen sich aus den hier angefiihrten durch Uberlagerung
ableiten.

IV. Hiillflichen, deren Regelscharen in der linearen Kongruenz liegen.

16. Regelflichen, die eine stetige Folge einscharig in der linearen Kongruenz ent-
haltener Flachen zweiter Ordnung umbhiillen, heiBen ,,in der linearen Kongruenz ent-
haltene Hiillflaichen*. Im folgenden werden mehrere wichtige Arten solcher Hiillflichen
behandelt. '

Die fiir eine einschariginderlinearen Kongruenzenthaltene Flache
zweiter Ordnung polarinvarianten Hiillflichen.

Vorgelegt sei die elliptische lineare Kongruenz. Die hyperbolische denken wir uns
durch imaginére Kollineation in die elliptische Kongruenz verwandelt. Durch Deutung
der Pliickerschen Grundgleichung als Kugel und durch stereographische Projektion
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dieser Kugel erhalten wir das ebene Bildfeld der linearen Kongruenz. ' Seine Fundamental-
punkte fallen in die unendlichfernen Kreispunkte. Ein gegebener Kreis k2 ist das Bild
einer einscharig in der linearen Kongruenz enthaltenen Fliche zweiter Ordnung K2.
Seine oo? Orthogonalkreise reprisentieren die oo? fiir K2 polarinvarianten Flichen zweiter
Ordnung der linearen Kongruenz.

Die durch eine Inversion in sich iiberfiihrbaren Kurven hat Moutard ®) behandelt
und als ,,anallagmatische’* Kurven bezeichnet. Sie werden hier ,,selbstinverse‘* Kurven
genannt. Eine gegebene selbstinverse Kurve ist Hiillkurve von Orthogonalkreisen

Fig. 10.

des Inversionskreises, und jede Hiillkurve von Orthogonalkreisen des Inversionskreises
ist selbstinvers. Jeder Orthogonalkreis, der Hiillkreis ist, berithrt die selbstinverse
Kurve in zwei inversen Punkten. Die Mittelpunkte der Hiillkreise erfiillen eine Kurve,
den Deferenten ¢). Eine selbstinverse Kurve ist durch ihren Deferenten und den
Inversionskreis k2 bestimmt. Sie ist folgendermaBen zu konstruieren (Fig.10): Um
einen gegebenen Punkt G des Deferenten gibt es zu k? einen Orthogonalkreis g2 Es sei g
die Tangente des Deferenten in G. Der zu g senkrechte Inversionsdurchmesser schneidet
den Hiillkreis g? in zwei inversen Punkten G,, G,. Sie sind die Beriihrungspunkte des
Hiillkreises g*> mit der selbstinversen Kurve. Die Punkte des Deferenten werden dem
unendlichfernen Elemente der Ebene durch die Hiillkreise invers zugeordnet.

Der Kreis k2 reprisentiert eine einscharig in der Kongruenz enthaltene Fldche
zweiter Ordnung K2, die Hiillkreise stellen als Orthogonalkreise die fiir K2 polarinvarianten
einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flachen zweiter Ordnung dar. Je zwei Be-
rilhrungspunkte G,, G, eines solchen Hiillkreises sind Bilder zweier reziprok polaren
Strahlen im polaren Raume von K2

Aus der Konstruktion einer selbstinversen Kurve folgt fiir die mit ihren Regel-
scharen in der linearen Kongruenz C} enthaltenen Hiillflichen:

Im polaren Raume einer einscharig in der Kongruenz C} enthaltenen Fliche zweiter
Ordnung K? geht jede Hiillfliche der fiir K? polarinvarianten, einscharig in C} liegenden
Flichen zweiter Ordnung in sich iiber. Die Regelstrahlen der Hiillfliche sind als reziproke
Polare im polaren Raume von K?* involutorisch gepaart. Umgekehrt ist jede fiir K* polar-
invariante, mit threr Regelschar in der Kongruenz enthaltene Fldche die H ullﬂache pvon !
Flichen zweiter Ordnung; sie sind fiir K* polarinvariant.

5) Mouturd, Sur la transformation par rayons vecteurs reciproques, Nouv. Ann. (2) 8 (1864), S.306—309.
%) De la Gournerie, Memoire sur les lignes spiriques, Journ. de Math. (2) 14 (1869), S. 9—64, 103—138.
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17. Die mit ihren Regelscharen in der Kongruenz enthaltene Regel-
fliche vierten Grades erster Art als Hillflache.

Wird in der Ebene ¢ als Deferent ein Kegelschnitt d? gewihlt, so ist die selbst-
inverse Kurve eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung 4*; sie hat die Kreispunkte (Funda-
mentalpunkte L, R) zu Doppelpunkten. Nach Abschnitt I, Nr. 2 ist k% das Bild einer
Regelschar vierter Ordnung erster Art K% Ebenso stellt der nicht mit den Fundamental-
punkten inzidente Deferent d? eine Regelschar vierter Ordnung erster Art D* dar. Sie
geht mit zwei (reellen oder konjugiert imaginéren) Schalen durch den Kongruenzstrahl
a (0:0:0:1). Die Hiillkreise der Kurve %? liegen als Orthogonalkreise des Inversions-
kreises in einem Kreisbiindel (16). Jeder Hiillkreis ordnet dem unendlichfernen Elemente
der Ebene seinen Mittelpunkt invers zu. Das unendlichferne Element der Ebene ist das
Bild des Kongruenzstrahles a. Die Hiillkreise représentieren oo! Regelscharen zweiter
Ordnung der Kongruenz, umhiillt von der Regelschar vierter Ordnung erster Art K4
Aus alledem folgt:

Eine mit ihrer Regelschar in der linearen Kongruenz enthaltene Regelflache vierten
Grades erster Art K* umhiillt oo Regelflichen zweiten Grades eines Biindels. Die Strahlen
der Regelfliche vierten Grades sind paarweise reziproke Polaren fiir die Polarregelfliche des
Biindels.

Die oo Hiillflichen zweiten Grades von K* ordnen dem herausgegriffenen Kongruenz-
strahle a die Regelstrahlen einer Regelfliche vierten Grades erster Art D* zu. Hierbei sind
die Regelstrahlen von D* die Polaren von a fiir jene co' Hiillflichen zweiten Grades.

Dies Theorem bleibt auch bestehen bei einer Parabel als Deferenten. Die selbst-
inverse Kurve ist in diesem Falle eine durch die Fundamentalpunkte je einfach hindurch-
gehende Kurve dritter Ordnung. Diese stellt wiederum eine Regelfliche vierten Grades

“erster Art dar.

Eine gegebene mit ihrer Regelschar in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene
Regelfliche vierten Grades zweiter Art ist polarinvariant fiir vier einscharig in der Kongruenz
enthaltene Flichen zweiten Grades.

V. Clairaut’s Differentialgleichung und die lineare Kongruenz.
18. Die Differentialgleichung Clairaut’s:
y =2y +(y)
mit differenzierbar stetiger Funktion f(y') von y' hat bekanntlich
| y = Cz + f(C)
zum allgemeinen Integral. In der dargestellten Geradenschar bedeutet der Scharpara-

meter C den Anstieg der einzelnen Geraden (Fig. 11). Die Hiillkurve der Geradenschar
ist durch das singuldre Integral der Differentialgleichung gegeben. Die Geraden der

Ay

\\ :
—
Ny

Fig. 11.
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Bildebene sind aber die Bilder von o2 durch einen herausgegriffenen Kongruenzstrahl a
gehenden Regelscharen zweiter Ordnung der Kongruenz (2). Deshalb folgt fiir die lineare
Kongruenz aus den Losungen von Clairaut’s Differentialgleichung das Theorem:

Die reguliren Losungen der Differentialgleichung Clairaut’s werden dargestellt durch
! einscharig in der linearen Kongruenz enthaltene Regelflichen zweiten Grades. Sie gehen
durch einen festen Kongruenzstrahl a und umbhiillen eine mit ihrer Regelschar in der Kon-
gruenz enthaltene (algebraische oder transzendente) Regelfliche. Diese Hiillflache ist durch
das singulire Integral der Differentialgleichung gegeben.

VI. Die Differentialgleichung erster Ordnung und die lineare Kongruenz.
19. In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung:

d
E%z f(xi Y)

gewihrleistet das auf die Lipschitz-Bedingung gegriindete Existenztheorem, eine durch
einen gegebenen Punkt gehende stetige Losung mit stetiger erster Ableitung. Eine Stelle,
an der die eine oder andere Voraussetzung des Existenztheorems nicht erfiillt ist, heiBt
eine singulére Stelle des Feldes. Die homogene Differentialgleichung und die umfassendere
Klasse der Differentialgleichungen:

Z—Z = éi ——f{i g‘g i (2((;0: 5)) (9, € Potenzreihenentwicklungen nach z, y),
weisen bekanntlich vier Typen von singuldren Stellen auf, ndmlich: den Sattelpunkt
mit zwei voneinander verschiedenen Lisungen, den Wirbelpunkt, der als isolierter Punkt
von den Integralkurven umschlossen wird, den Strudelpunkt mit asymptotischem Ver-
halten der Integralkurven in seiner Umgebung und den Knotenpunkt, durch den ool
Integralkurven verlaufen.

Die Untersuchungen des Abschnittes I1I lieferten die Bedeutung des Bogenelementes
und des Kriimmungskreises der Bildebene fiir die Geometrie auf der linearen Strahlen-
kongruenz und fiir die verschiedenen Typen von Regelstrahlen einer in der Kongruenz
liegenden (algebraischen oder transzendenten) Regelschar. Infolgedessen findet die
Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung nicht nur auf der
Ebene sondern jetzt auch auf der linearen Strahlenkongruenz ihre Deutung. Die Integral-
kurven stellen wohlbestimmte Systeme von Regelscharen dar, und die vier angefiihrten
Typen von singulidren Stellen der Ebene bestimmen auf der Kongruenz analoge Singulari-
taten. Es tritt aber bei dieser neuen Deutung der Differentialgleichungen das wichtige
Moment hinzu, dafl ein reguldres Bogenelement einer Integralkurve der Bildebene je
nach seiner Lage zu deren singuliren Fundamentalpunkten L, R einen gewdhnlichen
Regelstrahl, einen Torsalstrahl, einen Wenderegelstrahl oder noch einen anderen Typus
repriasentiert. Das in der Bildebene gewonnene Losungssystem einer Differentialgleichung
ist also bei der Ubertragung auf die lineare Kongruenz noch in dieser Richtung zu dis-
kutieren.

20. Unter diesem Gesichtspunkte werde die allgemeine Differentialgleichung erster
Ordnung in impliziter Form betrachtet:
{2, 9,9y') =0.
of
o'
den Wertetripel z, y, y¥'. Durch Elimination von y’ aus beiden Gleichungen ergibt sich
die Diskriminantenkurve. Die Diskriminantenkurve ist iiberall da singuldre Losung, wo

Die singuldren Elemente sind die den beiden Gleichungen f = 0 und = 0 geniigen-
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ihre Richtung mit der in ihren Punkten vorgeschriebenen Feldrichtung iibereinstimmt.
An allen anderen Stellen kann sie der Ort von singuldren Punkten der reguléren Integral-
kurven sein oder eine regulire Losung darstellen. Jede Hiillkurve einer Integralkurven-
schar ist singulére Losung und als solche in der Diskriminantenkurve enthalten. Hieraus
ergibt sich: )

Die reguliren Integrale einer Differentialgleichung erster Ordnung fiithren zu einem
System S(R) allgemeiner Regelscharen der linearen Kongruenz. Ist die Diskriminanten-
kurve in der Bildebene eine Hiillkurve der reguliren Integralkurven, so reprdsentiert sie die
mit threr Regelschar in der Kongruenz enthaltene Hiillfliche der Regelscharen S(R). Ist
aber die Diskriminantenkurve in der Bildebene der Ort singuldrer Punkte der Integralkurven,
so wird auch die durch sie dargestellte Regelschar von den singuliren Regelstrahlen jener
Regelscharen S(R) erfiills.

Y

Fig. 12.
21. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung:
ry? —2yy' +2=0
ist die Parabelschargleichung:
2
o= % + % (Fig. 12).
Die Parabeln haben die y-Achse gemeinschaftlich zur Hauptachse und umbhiillen die
beiden Geraden y = -+ z als zwei singulire Integrale. Damit ist auch die Bedeutung
der angegebenen Differentialgleichung fiir die Geometrie der hyperbolischen linearen
Kongruenz erkennbar:

Die Lisungen der Differentialgleichung zy'* — 2yy' + x = 0 fiihren zu oo! in der
Kongruenz enthaltenen Regelscharen vierter Ordnung erster Art. Sie beriihren einander
lings eines Regelstrahls und haben einen zweiten Kongruenzstrahl a als Doppelregelstrahl
gemein. Sie werden von zwei durch a gehenden Regelscharen zweiter Ordnung umhiillt.

Wird das Koordinatenkreuz der Ebene so gewiéhlt, daB die eine der beiden Geraden
Yy = + « durch den einen Fundamentalpunkt L, die andere durch den Fundamental-
punkt R geht, so umhiillen die co! Regelscharen vierter Ordnung zwei Kongruenzstrahlen-
biischel erster Ordnung. Die Ebenen a,, a; der beiden Biischel schneiden einander in
dem gemeinsamen Doppelregelstrahl a der Regelscharen vierter Ordnung. Jede Regel-
schar vierter Ordnung beriihrt a, und @, je in einem Kongruenzstrahle, mit anderen
Worten: Die beiden einhiillenden Ebenen sind gemeinsame Torsalebenen der Triger-
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flichen jener Regelscharen vierter Ordnung, und ]ede der beiden Ebenen enthilt einen
Torsalstrahl jeder Regelschar.

Dieser Sonderfall kann durch keine Kollineation der linearen Kongruenz in sich
auf den vorhin angegebenen allgemeinen Fall der Losung zuriickgefiihrt werden.

Die Differentialgleichung:
6hzy? — 9z —ux)2=0
hat als reguldre Integralkurven die rationalen Kurven dritter Ordnung:
by = Br—o) Yz —c (Fig. 13).

Die Gerade z = %ist der Ort der Doppelpunkte dieser Kurven. Die Gerade z = 0 ist

ihre Hiillkurve und die singuldre Losung. Die Gerade x = % ist der Ort gegenseitiger

Berithrung je zweier Integralkurven. Fiir die lineare Kongruenz folgt hieraus:

Die Differentialgleichung 64 xy'* — (9 x — x)® =0 bestimmt durch ihre regu-
liren Integrale oo' Regelscharen sechster Ordnung der linearen Kongruenz. Die Regelscharen
haben alle denselben Kongruenzstrahl a zum dreifachen Regelstrahl. Jede von thnen hat

y
.92 . %2 (Dz
0 g r
% 5
Fig. 13.

auferdem einen Doppelregelstrahl.  Die Doppelregelstrahlen erfiillen eine Regelschar
zweiter Ordnung ®%. Die oo Regelscharen sechster Ordnung werden von einer Regelschar
zweiter Ordnung H umhiillt. Je zwei von ihnen beriihren einander in einem Kongruenz-
strakle. Die oo' Beriihrungsstrahlen erfiillen eine Regelschar zweiter Ordnung B2. Die
drei Regelscharen zweiter Ordnung D2, B?, 9? gehen durch den dreifachen Strahl a und durch
einen zweiten gemeinsamen Kongruenzstrahl, liegen also in einem Biischel.

Eingegangen 10. Januar 1936.
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