
Die Geometrie des linearen Strahlenkomplexes
gegründet auf seine Polarentheorie.

Von G. Haenzel in Karlsruhe.

In der Geometrie des Strahlenraumes spielt der lineare Strahlenkomplex eine
ähnliche Rolle wie die Fläche zweiter Ordnung und Klasse in der Geometrie des Punkte-
und Ebenenraumes. Daraus ergibt sich die Frage nach der Existenz einer durch den
linearen Strahlenkomplex bestimmten polaren Korrelation, die der polaren Korrelation
der Fläche zrveiter Orflnung und Klasse im Punkte- und Ebenenraum entspricht. Viel-
fach glaubt man im Nullraume des linearen Strahlenkomplexes die Analogie zum polaren
Raume der Flache zrveiter Ordnung zu sehen. Diese Aufiassung ist unberechtigt. Einmal
ist der lineare Strahlenkomplex nicht das Inzidenzgebilde seines Nullraumes in dem
Sinne wie die Fläche zweiter Ordnung die Inzidenzfläche ihres polaren Raumes dar-
stellt; außerdem werden im Nullraume Punkt und Ebene als Elemente einander zu-
geordnet, während doch in einer polaren Korrelation der Strahlengeometrie nur Strahlen-
gebilde als Pol und Polargebilde einander gegenübertreten müßten. Deutet man end-
lich die Linienkoordinaten als Punkte eines Hyperraumes, so erscheint die Korrelation
des Nullraumes überhaupt als involutorische Perspektivität in diesem Hypenaume.
Nun bedingt der lineare Strahlenkomplex wirklich eine polare Korrelation im Strahlen-
raume, und zwar als ihr Inzidenzgebilde. Die Grundlagen dieser Polaritat werden im
folgenden zuerst entwickelt.

In den weiteren Abschnitten kommt eine Abbildung des linearen Strahlenkomplexes
auf den dreidimensionalen Punkteraum zur Anwendung, auf die zuersi M. Noetherl)
algebraisch hingewiesen hat. Sie wurde später von S. Lie sowie von F. Klein zur For-
mulierung und zum Beweise mancher liniengeometrischen Theoreme benutzt. Die
Noethersche Abbildung liefert nicht nur eine Isomorphie zu der in unserem ersten Ab-
schnitt abgeleiteten Polarentheorie, sondern ihre weitere Ausgestaltung ermöglicht
eine einfache Darstellung bekannter und neuer Theoreme über die Geometrie der im
linearen Strahlenkomplexe enthaltenen Strahlenkongruenzen und Regelscharen. Im
Anschluß an die aufgestellte Polarentheorie des linearen Komplexes ergibt sich die bis-
her unbekannte Theorie seiner Involutionen und seiner involutorisch selbstgescharten
Kongruenzen und Regelscharen. Eine weitere Arbeit über die Geometrie des linearen
Komplexes soll sich hier anschließen.

I. Die Polarontheorie dss linearen Strahlonkomplexes.

1. Äusgehend von den Plückerschen Linienkoordinaten
D- : fi.1t. 

- 
Xi. U.t xß LUt ßuL (i,k:L,...,4)

1) M. Noether, Zur Theörie'der algebraischen Funktionen mehrerer komplexen Yariablen, Nachr. tl, Kgl. Ges

11, \\rissenschaften zu Göttingen 1869, Nr. 15,
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einer gegebenen Geraden xY werden durch die linearen substitutionen

QPt: Pn * Psa, QPa : (pru * p*r), QPs : (Pu- Pzr),
QPz: i(Pu+ - Pn), QPa: i(Pn - Pr"l, Qpo : (pu -f pz"\

die sechs neuen Linienkoordiaten pn (t : L,. . ., 6) eingeführt. Die Plückersche Funda-
mentalrelation zwischen den Linienkoordinaten hat dann die Form:

Pz : p7+ pZ+ p! + n?- p? + pä : o.

Die Invariante eines gegebenen linearen Sirahlenkomplexes mit der Gleichung 4. oopo: 0
schreibt sich:

(o)': a?* aZ* a3-t a7-a?* aä.

Die simultane Invariante zweier linearen Strahlenkomplexe mit den Gleichungen
2 orpo: 0 und Ebnpn: 0 lautet:

(o|l: qJt* azbz* dubs* eqba-aubuI aubu.

Die sechs Gleichungen

Pr:0 (i:1,2,...,6)
stellen sechs Fundamenthlkomplexez) dar, deren ursprüngliche Gleichungen aus den
obigen Substitutionen folgen. Jeder von ihnen ist für die fünf übrigen nullinvariant,
Je vier Fundamentalkomplexe haben zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) wind:
schiefe Strahlen gemein, die Leitgeraden der Schnittkongruenz der beiden übrigen
Fundamentalkomplexe. So gehen die vier linearen Strahlenkomplexe mit den Gleichungen

Pr:0

U: frt: fra- 0

qi: {' "',4)

A: frz: fis- 0.
Die lineare Strahlenkongruenz $ mit den Leitgeraden a, r: ist dargestellt durch

pA: pzs: 0 oder durch ps: po : 0.
Ein gegebener linearer Strahlenkomplex kann bei geeigneter Wahl des Koordinaten-
tetraeders stets durch

Pa-Pu*Pzs:0
wiedergegeben werden.

2. Der gegebene lineare Strahlenkomplex I- mit der Gleichuug pa: 0 enthält
oa lineare Kongruenzen; sie bilden eine lineare Mannigfaltigkeit vieri,ör Stufe, den
C!'Ranm des Komplexes I-. Für den Komplex l- sind oa lineare Strahlenkomplexe
nullinvariant; sie bilden gleichfalls eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe, den
fo-Rawm des Komplexes l-. Die Gleichung

2l ),opo: o

zwischen den Linienkoordinaten und den Parametern .la hat unter diesen Umständen
eine doppelte geometrische Bedeutung: Für jedes Verhaltnis der.Xa stellt sie eine in l-
enthaltene lineare Strahlenkongruenz und einen für l- nullinvarianten linearen Komplex
dar. Dabei geht dieser Komplex immer durch jene Kongruenz. Die obige Gleichung
kennzeic\net also gleichzeitig das Element des Cl-Raumes und das Element des l-o-Raumes
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2) F. Klein, Zur Theorie der Linieltomplexe des ersten und zweiten Gracles, Math. Annalen 2 (18?0).
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des linearen Komplexes I-. Beide Räume sind zueinauder perspektiv. Der Cl-Raum

enthält oa hyperbolische und oo4 elliptische lineare Kongruenzen; ihre Leitgeraden

sind je zwei im Nullraume von t- einander zugeordnete SJrahlen. Der Cl-Raum ent-

hält ;s parabolische lineare Kongruenzen, deren je vereinigte Leitgeraden mit je einem

Komplexstrahle von I' zusammenfallen. Die Parameterwerte .ü der parabolischen

Kongruenzen unterliegen der Bedingungsgleichung:

t? + 17 + ,,? + 17- r'?:0 .

Gleichzeitig kennzeichnet diese Gleiohung im l-o-Raum von l- die oa speziellen linearen

Komplexe,-deren Achsen die Leitgeraden jener os parabolisohen Kongruenzen sind-

Zwei lineare Komplexe des t-o-Raumes und die beiden mit ihnen inzidenten }inearen

Kongruenzen des Cl-Raumes von t-mit den Gleichungen El,oupu:0, Eurbrpu:0 haben

die Invarianten (a)2, (p)s und clie simultane Invariante (oril (Nr. 1). Jene werden durch

einen Büschel linearer Komplexe, diese durch einen Büschel linearer Kongruenzen ver-

bunden; beide Büschel sind zueinander perspektiv und werden mittels eines Para'

meters z dargestellt durch:

fr@rf xbo]'po-a, -co( 
ttl*@.

Die Parameterwerte xr, xs der beiden speziellen Komplexe des Komplexbüschels und

der beiden parabolischen Kongruenzen des Kongruenzbüschels sind die Wurzeln der

Gleichung:
(a)'x' t Z(aB)x * (0)2 : 0.

Die Komplexe des Komplexbüschels und die Kongruenzen des Kongruenzbüschels

baben eine und dieselbe (reelle oder imaginäre) Regelschar zweiter Ordnung genein,

bestehend aus Komplexstrahlen des linearen Komplexes l-'

Drei lineare Kongruenzen des C|-Raumes, die nicht in einem Kongruenzbüschel

liegen, bestimmen einen Kongruenzbündel des Cl-Raumes, die mit ihnen inzidenten

d"äi ilrrrar.n Komplexe des l-o-11numes bedingen in diesem einen Komnle{tffel Die

linearen Kongruen}en des Kongruenzbündels und die linearen Komplexe des Komplex-

bündels haben zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) Komplexstrahlen von F gemein'

Vier unabhängige lineare Komplexe des t-o-Raumes werden durch ein Komplexgesbüsch

verbunden, aie viet mit ihnen inzidenten linearen Kongruenzen durch ein Kongruenz-

gebüsch.

B. Der gegebene lineare Komplex l- bedingt sowohl in seinem Cl-Raume als aueh

in seinem t-olRurr*" je eine polare Korrelation. Sind Z lnPr: 0 und E TrPi: 0 die

Gleichungen zweier linearen Kongruenzen Ct,Cl des Cl-Raumes und damit aueh die

Gleichunlen der mit ihnen inzidenten linearen Komplexe l-1, l-i des I'o-Raumes, so hat

die bilineare Bedingung
xrx!, * xrlL * X1XL * XyXL - 161,;: o

einen doppelten geometrisohen Ursprung:

Von den beiden linearen Kongruenzen Ct,Ci geht jede im 'geschart in-

volutorischen Raume der anderen in sich über. Die beiden linearen Komplexe fr, l'i
sind füreinander nullinvariant, jeder von ihnen geht im Nullraume des anderen in sich

über. Die beiden Leitgeraden jeder der beiden Kongruenzen sind ie im gesehart in-

volutorischen Raurne der anderen einand.er zugeordnet. Die beiden Kongruenzen haben

eine (reelle oder imaginäre) Regelschar zweiter Ordnung gemein, bestehend aus Komplex-
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sürahlen von l-. Die beiden Leitgeradenpaare der Kongruenzen sind daher vier Leit-
strahlen dieser Regelschar, Werden die beiden linearen Kongruenzen Ct, CI als kon-

iugierte Kongruenzen des Cl-Raumes bezeichnet, die beiden linearen Komplexe t-1, I'i
als koniagierte Komplere des l-o-Raumes, so folgt:

etpt * azpz * agps I aq,pa * asps: 0

folgt die Gleichung

des Gebüsches der konjugierten Kon- | des Gebüsches der konjugierten Komplexe:
Igruenzerf :

X,,(aupr* afl) * ),2@spzf azps) * Lr(a*"* aspal * Xn@apr* a&s):0
oder:

. lä^,0, -p,lltr 
t'L "l:0.

14 
troo oul

Die linearen Kongruenzen und die zugehörigen Gebüsche konjugierter Kongruenzen
sind als Polkongruenzen :ulr'Ld. Polarkongruenzgebüsche im polaren C]-Raume des linearen
Komplexes l- einander zugeordnet, die linearen Komplexe und die zugehörigen Ge-
büsche konjugierter Komplexe als Polkomplere und Polarkomplergebüsche im polaren
l-o-Raume von l-.

Ist die gegebene lineare Kongruenz Co parabolisch, der mit ihr inzidente lineare
Komplex also ein spezieller Komplex (Nr.2), so gilt:

a7* a3* a?* af;* af;: Q.

In Worten:

Einer gegebenen linearen Kongruenz Ct

des Cl-Raumes sind die cos linearen Kon-
gruenzen eines Kongruenzgebüsches kon-
jugiert. Aus der Gleichung von Cil

Das Polarkongruenzgebüsch einer para-
bolischen Kongruenz C" gehl durch seine
Polkongruenz Co.

4. Zwei lineare Kongruenzen des C1-

Raumes werden durch einen Büschel sol-
cher'Kongruenzen verbunden. Den oo1 Kon-
gruenzen des Büschels sind die ooa linearen
Kongruenzen seines P olarlnngruenzbündels

im polaren Cl-Raume konjugiert. Aus
der Gleichung des Kongruenzbüschels:

5

2 (a, * xb)p,:O,
1t? '

tourtral tür ldathematik, Btl. U4. E€ft 4.

Einem gegebenen linearen Komplexe l-x

des l-o-Raumes sind die co3 linearen Kom-
plexe eines Komplexgebüsches kopjugiert.
Aus der Gleichung von l-r:

Das Polarkomplexgebüsch eines speziel-
len Komplexes l-, geht durch seinen Pol-
komplex l-,.

Zwei lineare Komplexe des l-o-Raumes
werden durch einen Büschel solcher Kom-
plexe verbunden. Den oo1 Komplexen
des Büschels sind die co2linearen Komplexe
seines Polarkomplerbünilels im polaren
l-o-Raume konjugiert. Aus der Gleichuno
des Komplexbüschels:

-oo< x{1oo,
30

Der lineare Komplex f besteht aber aus den Leitgeraden der parabolischen Kon-
gruenzen (Nr.2) seines polaren Cl-Raumes und ebenso aus den Achsen der speziellen

Komplexe seines I'o-Raumes, er ist daher das Inzidenzgebilde seines polaren Cl-Raumes
und seines polaren Fo-Raumes.
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folgt mit Hilfe der beiden Beziehungen

arXl1- a2X2* ag,'s* atAa-as).s:0,
brx, * brx, * b"x, * bnxn - bux,u : g

die Gleichung des zugeordneten

Polarkongruenzbündels: I Polarkomplexbündels:

lpr'pn -Psl lP, Pn -Pul lP, Pn -Pul
1.rl a, an ou | * ).rl a, an aul * xul o, oo au 

I 
: 0

lbrbn bul lbrbn bul lb"bn oul

oder:

4 xrh P+

3

4 looo a4

a

2 X".b. b.
I lI +

Die Kongruenzen des Kongruenzbüschels und die Komplexe des Komplexbüschels
gehen durch ein und dieselbe in l'enthaltene Regelschar zweiter Ordnung. Die Strahlen
dieser Regelschar sind sowohl die Leitgeraden der co1 parabolischen Kongruenzen des

Polarkongruenzbündels, als auch die Hauptachsen der oo1 speziellen Komplexe des

Polarkomplexbündels.

II. Die Noethersche Abbililung.

6. Ist I-: 0 die Gleichung eines gegebenen linearen Strahlenkomplexes I-, so

läßt sich mit ihrer Hilfe eine der Plückerschen Linienkoordinaten aus der qua-
dratischen Plückerschen Fundamentalrelation P2:0 (Nr.l) eliminieren. Die og
Strahlen des linearen Strahlenkomplexes erscheinen dann als die os Punkte der Hyper-
fläche zweiter Ordnung Pz im vierdimensionalen Raume. Ein ausgewählter Punkt ,4

der Hyperfläche entspricht einem Komplexstrahle a.' Die stereographische Projektion
aus -/. in den diametralen dreidimensionalen Tangentialraum bildet die ooa Komplex-
strahlen auf die cos Punkte dieses dreidimensionalen Raumes ab. Dabei sind im drei-
dimensionalen Bildraume eine reelle Ebene e und ein in ihr liegender (imaginEirer oder

reeller) Kegelschnitt /c2 als Fundamentalgebilde ausgezeichnet, sodaß sich die linien-
geometrischen Theoreme auf einen Bildraum mit euklidischer oder pseudoeuklidischer
Metrik bdziehen lassen. Hat - wie in Nr. I - die Fundamentalrelatior P2 : 0 die Form

p?+ pZ+ p!+ t7*p7+ PZ:0,
und ist po : 0 die Gleichung des linearen Komplexes l-, so wird nach Anfügen der stereo-
graphischen Projektion die Abbildung in rechtwinkligen Koordinaten wiedergegeben
durch:

QPt: 4r, QPz:4U, QPs: 42, QPE: frz + A2 * zz -4, QPs: frz + Uz * zz * 4.
Eine gegebene lineare Kongruenz des Komplexes

Xflt* Xzpz* Xaps* X&** Xtpa:0
geht über in die Kugel

n2 * uz * zz * #^(Ltr * lz1 I xsz * 14+ l,sl:0.
Werden in der Kugelgleichung

nz + Uz * zz -2(an { FA * yz) f ö : 0

a-
D

b-c
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die Größen e,0, T, g, ö als Kugelkoordinaten benutzt, wobei für den Radius g die Gleichung
e2 + ff * y' -p2-d : 0 grlt, so folgt:

- 2xt
le* Au' u:#+, r:#+' e- 2/trTETE+E-rt,

1** Ia '

ö__g4nLa* ls'
Die parabolischen linearen Kongruenzen werden auf die Nullkugeln abgebildet. Die
Orthogonalitätsbedingung zweier Kugeln K(u, fl, T, ö, Q) ,rnd K,(ol, f,, 1,, d,, Q,),
nämlich

2(au' | 0f' + yy') -(ö + ö') : 0,
geht über in

lrXi* lrXL* hX6* la,XL-XrLtu:9.
Zwei einander senkrecht schneidende Kugeln entsprechen konjugierüen linearen Kon-
gruenzen im polaren Cl-Raume des Komplexes I-. Eine Kugel und ihre Kreise gehen
aus einer linearen Strafilenkongruenz und ihren Regelscharen zweiter Ordnung hervor.
Die Polarentheorie des linearen Komplexes (Abschnitt I) mit ihren Begrifien polkon-
grru.enz - Polarkongruenzgebüsch, Kongruenzbüschel - Polarkongruenzbündel usf. steht
der Theorie der orthogonalen Kugeln gegenüber. Insbesondere entsprioht dabei der durch
eine lineare Kongruenz bedingten gescharten Involution die Inversion an einer Kugel.

6. Ein Strahlenkomplex z-ten Grades I-, schneidet den linearen Komplex l- in
einer Kongtuenz C!, vom Bündel- und Feldgrade z. Sie ersoheint im Punkteraum als
algebraische Fläche 2n-ter Ordnung mit dem fundamentalen Kegelschnitt ftr als
z-fache Kurve. Der Strahlenkomplex l-, darf dabei nicht durch den Strahl o gehen,
der das Zentrum der stereographischen Projektion abgibt. Zwei Strahlenkomplexe
f^,fn der ordnungen nx und z schneiden zwei Kongruenzen Ctr, c; in den linearen
Komplex, und diese beiden Kongruenzen haben eine Regelschar ffiz*" von der Ordnung
2mn gemein. Die Bilder der beiden Kongruenzen C#,,Cf sind zwei Flächen von den
Ordnungen 2m,2n. Sie enthalten den fundamentalen Kegelschnitt als rz- bzw. als
z-fache Kurve und durchdringen einander außerdem in einer algebraischen Raumkurve
von der Ordnung 2mn, dem Bilde der Regelschar ffiz".

?. In der Noetherschen Abbildung repräsentieren (Fig. t) die oos Unisekanten s
des fundamentalen Kegelschnittes &2 (die Minimalgeraden der zugehörigen Metrik) die
oos Strahlenbüschel .tsiu" Ordnung des linearen Kämplexes l-. Von den ms Komplex-
strahlenbüsoheln liegt einer in der unendlichfernen Ebene, sein Mittelpunkb ist der
unendlichferne Punkt der Komplexhauptachse. Von den oos mit dem fundamentalen Kegel-
schnitt inzidenten Strahlen soll nunmehr ein Strahl a als Bild dieses unendlichfernen
Komplexstrahlenbüschels in der Noetherschen Abbildung ausgezeichnet werden (Fig. L).
Eine gegebene Fläche zweiter Ordnung durch den fundamentalen Kegelschnitt &z schneidet
u in einem nicht auf /t2 liegenden Punkt ,S,. Die Flache zweiter Ordnung repräsentiert
eine lineare Kongruenz und der Punkt .S, den unendlichfernen Strahl i dieser Kon-
gmenz. Der lineare Komplex enthält oo2 Parallelstrahlenbüschel, je or von ihnen gehen
duroh denselben unendlichfernen Komplexstrahl s und ihre Mittelpunkte erfüllen diesen
Strahl. Im Bildraume entsprechen den oo2 Parallelstrahlenbüscheln die oo2 mit dem

30*
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fundamentalen Kegelschnitte und rnit n inzidenten Geraden p. Je o1 von ihnen gehen

durch denselben Punkt ,S, von zz, erfüllen also einen Strahlenkegel zweiter Ordnung.

Eine Regelschar zweiter Ordnung ffiz des linearen Strahlenkomplexes bildet sich

in einen zwei Punkte des fundamentalen Kegelschnittes enthaltenden Kegelschnitt
ra ab. Eine parabolische Regelschar $2 des Komplexes ist nunmehr dadurchausgezeichnet,
daß der entsprechende Kegelschnitt pz außerdem die Gerade a in einem Punkte schneidet.

ilI. Difforentialgoometrisehe Eigenschafton iler im linoaren Strahlonkomplexe
enthaltensn Regelseharon.

8. Eine gegebene Regelschar des linearen Komplexes wird durch die (erweiterte)

Noethersche Abbildung in eine Raumkurve verwandelt, und es wird ein Raumkurven-

punkt P, seine Tangente t, sein Schmiegungskreis h2 und seine Schmiegungskugel 112

ins Auge gefaßt. Jedoch sind die Ausdrücke Schmiegungskreis und Schmiegungskugel

wieder auf die Metrik des Bildraumes mit dem Kegelschnitt k2 als Fundamentalgebilde

zu beziehen. Die Schmiegungskugel des Raumkurvenpunktes P repräsentiert die lineare

Schmiegungskongruenz art n.g.1näche längs des KÄmplexstrahles p. Diese hat mit,

der Regelfläche vier benachbarte Strahlen gemein und schmiegt sich ihr näher an als

alle übrigen linearen Kongruenzen. Im Schmiegungskreise erkennen wir die im linearen

Komplexe enthaltene Regelschar des längs p oskulierenden Hyperboloides wieder.

9. Die vorhergehenden Betrachtungen ermöglichen eine besonders einfache Ab-

leitung der wichtigsten speziellen Typen von Regelstrahlen der im linearen Komplexe

enthaltenen Regelscharen.
a) Der Torsalstraltl.
Das Bogenelement ds einer Raumkurve im Bildraume sende seine Tangente t

durch einen Punkt des fundamentalen Kegelschnitles k2. Die Raumkurve stellt eine

mit ihrer Regelschar im linearen Komplexe enthaltrene Regelfläcle dar, der Berührungs-

punkt P aber repräsentiert einen Torsalstrahl der Regelfläche. Er schneidet seinen

Nachbarregelstrahl, denn er liegt mit ihm in einem Strahlenbüschel erster Ordnung,

dargestellt durch die Tangente l.

Fig. 1.
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b) Der Torsalstrahl höherer Ordnung.
Berührt im Element ds die Tangente I ra-fach, so liegt ein Torsalstrahl (z - l)-ter

Ordnung erster Art vor. Es sind z benachbarte Regelstrahlen miteinander inzident. -Konstruiert man in der Umgebung des Raumkurvenpunktes P die Tangentenfläche
der Raumkurve, so mag die Tangentenfläche den fundamentalen Kegelschnitt von z-ter
Ordnung berühren. Die in der Raumkurve abgebildete Regelfläche hat dann an der
Stelle p einen Torsalstrahl (z - t)-ter Ordnung zweiter Art. Von z aufeinander folgenden
Regelstrahlen schneidet jeder nur den folgenden, aber nicht den übernächsten.

c'1 Der zylindrische Regelstraltl.
Das Bogenelement der Raumkurve sende seine Tangente durch einen Punkt des

fundamentalen Kegelschnittes ftz und außerdem durch einen Punkt der Gerad.en zr.
Der durch den Berührungspunkt P dargestellte Regelstrahl liegt mit dem Nachbar-
regelstrahl in einem Parallelstrahlenbtischel erster Ordnung von Komplexstrahlen (?).

dl Der S cheitelregelstrahl.
Das oskulierende Hyperboloid der Regelfläche an der betrachtreten Stelle ist durch

den Kegelschnitt dargestellt, der die Bildkurve oskuliert und durch die beiden funda-
mentalen Punkte der Schmiegungsebene hindurchgeht (8). Bei Hyperoskulation
dieses Kegelschnittes heißt der dargestellte Regelstrahl ein Scheitelregelstrahl.

e) Der Wenderegelstrahl.
Geht der oskulierende Kegelschnitt nicht nur durch die beiden Fundamental-

punkte der Schmiegungsebene, sondern trillt er die Gerade a nooh in einem Punkte,
so ist die durch den oskulierenden Kegelschnitt dargestellte oskulierende Regelfläche
zweiter Ordnung ein Strahlenparaboloid (?). Der betrachtete Punkt der Raumkurve
repräsentiert einen Wenderegelstrahl.

f) Der mehrlache Regelstrahl.
Ein Knotenpunkt, eine Spitze oder ein isolierter Punkt der Raumkurve im Bild-

raume sind bzw. die Bilder des mehrfachen Regelstrahles, des Rückkehrregelstrahles
oder des isolierten Regelstrahles der Regelschar im linearen Strahlenkomplex.

Es lassen sich noch weitere spezielle Typen von Regelstrahlen auf diesem Wegg
charakterisieren und aus den *ogrg.b.rr." TVpÄ können Siigularitäten höherer Ordnung
durch gegenseitige Überlagerung abgeleitet werden. Eine abwickelbare Regelschar
des linearen Komplexes besteht aus Torsalstrahlen. Die Tangentenfläche ihrer Bild-
kurve geht daher durch den fundamentalen Kegelschnitt ftz. Den abwickelbaren Regel.
scharen entsprechen also die Minimalkurven des Bildraumes.

IY. Die Involutionen im linearen Strahlenkomplexe.
10- Die coa Strahlen eines linearen Strahlenkomplexes sind bekanntlich involuto-

risch gepaart
a) im Nullraume eines gegebenen für l- nullinvarianten linearen Strahlenkom-

plexes l-'.
b) im geschart involutorischen Raume einer gegebenen im linearen Strahlen-

komplexe l- enthaltenen linearen Strahlenkongruenz C|.
c) im polaren Raume einer gegebenen einscharig im linearen Strahlenkomplexe l-

enthaltenen Regelfläche zweiten Grades .R2.

Trotz dieser dreifachen Möglichkeit sind nur zwei versehiedene Arten von In-
volutionen im linearen Strrahlenkomplexe zu untersoheiden, denn die Fälle a) und b)
führen auf dieselben Involutionen.
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Die linearen Strahlenkomplexe l- und l-' seien füreinander nullinvariant. Dann

ist im Nullraume von f' einem gegebenen Komplexstrahle s von l- ein zweiter Komplex-

strahl s1 von l- als konjugierter Strahl involutorisch zugeordnet; gehört der Strahl st

auch dem Komplexe l-' an, so fällt er mit .s zusammen. Die durch den Nullraum von

f' hervorgerufene Involution im Komplexe l- hat also co2 Doppelstrahlen; sie erfüllen

eine lineare Strahlenkongruenz Cl, die Schnittkongruenz der linearen Komplexe l- und J''.

Die füreinander nullinvarianten Komplexe l-, l-' weisen einer gegebenen Ebene z
zwei Nullpunkte P, P, zu, die auf einem gemeinsamen Komplexstrahle g liegen. Die

Punkte P, P, sind homologe Punkte im geschart involutorischen Raume der linearen

Kongruenz Cl, erfüIlt von allen gemeinsamen Komplexstrahlen. Sind nä-hmlich wieder

s, s, zwei im Nullraume von I" konjugierte Komplexstrahlen von l- und g ein mit s und

s, inzidenter gemeinsamer Strahl beider Komplexe, so ist der Ebene sg : rr als

Nullpunkt zugeordnet

durch l- der Punkt s g: P ,

,, f' 1) ,, sr9 - Pr'
Zugreioh ist der Ebene 'o T,Ilo"l,T:iHllr':?':T':

,,F,' ,, srg - Pr.
Die Punkte P, P, und ebenso die Ebenen z, z, sind einanderalso involutorisch zugeordnet,

und diese Involution ist gesohart involutorisch, weil konjugierte Punkte P, Pt aul einem

gemeinsamen Strahle g der beiden Komplexe liegen und konjugierte Ebenen ivr:EL durch

einen solchen Strahl gehen.

Die mit s und mit s, inzidenten gemeinsamen Strahlen beider linearen Komplexe

liegen in der linearen Kongruenz Cl und erfüllen daher eine Regelschar zweiter Ordnung.

Wenn der gemeinsame Komplexstrahl g diese Regelschar durchläuft, so beschreiben

die konjugierten Punkte P, P, des geschart involutorischen Raumes die Strahlen s, st.

Die Komplexstrahlen s, $1 des linearen Komplexes [- sind also nicht nur konjugierte

Strahlen im Nullraume des linearen Komplexes l-', sondern auch konjugierbe Strahlen

im geschart involutorischen Raume der linearen Kongruenz Cl. Hiernach gilt:

Eine Inpolution erster Art im linearen Strahlenkomplene ist bedingt darch den Null-
rawm eines lür f nullinvarianten linearen Strahlenkontpleres f' und zugleich durch den

geschart inpolutorischen Raurn der den beülen Kompleren f und' I' gemeinsamen linearen

Kongruenz Cl. Konjugierte Stahlen d,er Involntion erstet Art sind so+vohl im Nullraume

eon f' als anch im geschart inpolutorischen Raume von C! einand,er zageord,net. Die In'
volution hat itie az Strahlen d,er linearen Kongruenz Cl zu Doppelstrahlen.

Die zweifache Bestimmung der Involution erster Art erscheint selbstverständlich,

wenn bedacht wird, daß die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes l- (Abschnitt I)
zwei versohiedene Formen annimmt, je nachdem der I'o-Raum der coa für I- nullinvarian'

ten linearen Komplexe oder der Cl-Raum der ooa in l- enthaltenen linearen Kongtuenzen

den Ausgangspunkt bildet.
11. Der lineare Komplex ist, polarinvariant für jetle einscharig in ihm enthaltene

Regelflache fiu zweiten Grades 3). Hieraus folgt:
Eine Incolution zweiter Art im linearen Stahlenkomplene f ist bedingt d,urch d'en

polaren Raum einer einscharig im linearen Komplen I enthaltenen Flache zweiter atd'nung R2.

i
I

I

I

s) Reye, Geometrie der Lage 2, stuttgarü 190?, s. 11?. Der Satz geht auJ v. staudü zurück.
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Koniugierte Strahlen d'er Involution sinil rcziproke Polaren lür d,ie Fläche zweiter Ord-
nung R2. Dic Inpolution hat d,ie aL Regelstrah.len von Rz zu Doppelstrahlen.

Der lineare Strahlenkomplex trägt oa Involutionen erster Art und ms Involutionen
zweiter Art. Von einer Klassilikation dieser Involutionen im einzelnen soll hier abge-
sehen werden.

12. Will man sich in der Geometrie des linearen Strahlenkomplexes t- mit dem
Efiett der Noetherschen Abbildung begnügen, so scheinen aie ür.tffiffi ag N*. ro
und 11 entbehrlich zu sein. Die Kollineationen des linearen Komplexes in sich werden
nach Anwendung der Noetherschen Abbildung durch quadraiische Cremonatrans-
formationen im dreidimensionalen Bildraume wiedergegeben. Es gibt zwei Arten invo-
lutorischer guadratischer Cremonatransformatiotrrn, orrd aus ihnen ist auf die beiden
Arten von Involutionen im linearen strahlenkomplex zu schließen.

Die eine involutorische quadratische Transformation ist durch die Inversion dar-
gestellt. Eine Fläche zweiter Ordnung Cr durch den fundamentalen Kegelschnitt /ca
ordnet der Ebene e dieses Kegelschnittes den Pol C nti zweiinverse Punkte p, pr liegen
auf demselben Strahle durch das Inversionszentrum C, jeder in der Polarebene des
andern. - Das ZentruÄ C werde als Ecke fr!: frz:'*r:0 des Koordinaterrtrt"u-
eders gewählt, die Ebene e als cn : 0. Es sei gz frr, *o *rl: 0 die Gleichung des Kegels
aus C durch den fundamentalen Kegelschnitt fts, soda-ß sich die Gleichung där Flache Cz
schreibt:

g2(frt, fr2, rsl - cn!: g

Dann ist die Inversion wiedergegeben durch:

(c Konstante).

r'r: nlr: rt": r'n: firfi4: fizfi.: frsfi.i v'ßy!a4r
c

Damit ist die Involution erster Art im linearen Komplex I- durch eine Inversion dargestellt.
Es isü auch ersichtlich, daß die Involution durch den geschart involutorischen Raum
einer im Komplexe enthaltenen linearen Kongruenz Cl hervorgerufen wird, weil die
Inversion die coz Punkte der Fläche zweiter Ordnung C2 zu Fixpunktu* hat. Daß dieselbe
Involution auch durch den Nullraum eines für den linearen Komplex l- nullinvarianten
linearen Strahlenkomplexes l-' bedingt wird (10), geht aus der Noetherschen Ab-
bildung allein nicht hervor, weil der dreidimensionale Bil,ilraum die Geometrie des linearen
Komplexes von innen, aber nicht von außen zeigt. Dasselbe Mißgeschick erleidet die po-
larentheorie des Komplexes bei der Abbildung. Die Vorteile aÄ ellitaung liegen hier
in anderer Richtung:

13. Die Wahl des unendlichfernen Kugelkreises zum fundarqentalen Kegel-
schnitte /ra führt die Darstellung der Involution erster Art auf die Transformation durch
reziproke Radienvektoren an einer (reellen oder imaginären) Kugel zurück. Die Kugel Cr
und ihre _og Orthogonalkugeln repräsentieren eine lineare Kongruenz Cl und das zu-
gehörige Polargebüsch der ms konjugierten linearen Kongruenzen; jede von ihnen isü
im geschart involutorischen Raum von C| invariant.

Die durch eine Inversion an einer Kugel in sich überführbaren Flächen hat Moutarda)
behandelt und als anallagmatiscäe Flächen [ezeichnet. Sie werden hier selbstinperse Flächen
genannt. Eine für die Kugel Cz selbstinverse Fläche F ist Hüllfläche von oz Orthogonal-
kugeln von G. Die ooa Mittelpunkte der umhüllten Kugeln erfüLllen eine Flache, den

I It."*4 Sur la traasformation par rayons vecteurs r6ciproques, Nouv. Arur. (Z) I (1864), S. A06-309. -Sur les surfaces anallagmatiques du quatriöme ordre, ebenda ß. Oae_fSS.


