Die Geometrie des linearen Strahlenkomplexes
gegriindet auf seine Polarentheorie,

Von G. Haenzel in Karlsruhe.

In der Geometrie des Strahlenraumes spielt der lineare Strahlenkomplex eine
dhnliche Rolle wie die Fliache zweiter Ordnung und Klasse in der Geometrie des Punkte-
und Ebenenraumes. Daraus ergibt sich die Frage nach der Existenz einer durch den
linearen Strahlenkomplex bestimmten polaren Korrelation, die der polaren Korrelation
der Flache zweiter Ordnung und Klasse im Punkte- und Ebenenraum entspricht. Viel-
fach glaubt man im Nullraume des linearen Strahlenkomplexes die Analogie zum polaren
Raume der Fliche zweiter Ordnung zu sehen. Diese Auffassung ist unberechtigt. Einmal
ist der lineare Strahlenkomplex nicht das Inzidenzgebilde seines Nullraumes in dem
Sinne wie die Fliche zweiter Ordnung die Inzidenzfliche ihres polaren Raumes dar-
stellt; auBerdem werden im Nullraume Punkt und Ebene als Elemente einander zu-
geordnet, wihrend doch in einer polaren Korrelation der Strahlengeometrie nur Strahlen-
gebilde als Pol und Polargebilde einander gegeniibertreten miiiten. Deutet man end-
lich die Linienkoordinaten als Punkte eines Hyperraumes, so erscheint die Korrelation
des Nullraumes iiberhaupt als involutorische Perspektivitit in diesem Hyperraume.
Nun bedingt der lineare Strahlenkomplex wirklich eine polare Korrelation im Strahlen-
raume, und zwar als ihr Inzidenzgebilde. Die Grundlagen dieser Polaritit werden im
folgenden zuerst entwickelt.

In den weiteren Abschnitten kommt eine Abbildung des linearen Strahlenkomplexes
auf den dreidimensionalen Punkteraum zur Anwendung, auf die zuerst M. Noether?!)
algebraisch hingewiesen hat. Sie wurde spéater von S. Lie sowie von F. Klein zur For-
mulierung und zum Beweise mancher liniengeometrischen Theoreme benutzt. Die
Noethersche Abbildung liefert nicht nur eine Isomorphie zu der in unserem ersten Ab-
schnitt abgeleiteten Polarentheorie, sondern ihre weitere Ausgestaltung ermoglicht
eine einfache Darstellung bekannter und neuer Theoreme iiber die Geometrie der im
linearen Strahlenkomplexe enthaltenen Strahlenkongruenzen und Regelscharen. Im
Anschluf an die aufgestellte Polarentheorie des linearen Komplexes ergibt sich die bis-
her unbekannte Theorie seiner Involutionen und seiner involutorisch selbstgescharten
Kongruenzen und Regelscharen. Eine weitere Arbeit iiber die Geometrie des linearen
Komplexes soll sich hier anschliefen.

I. Die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes.
1. Ausgehend von den Pliickerschen Linienkoordinaten
P = %Y. — .Y, (L,k=1,...,4)

1y M. Noether, Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexen Variablen, Nachr. d. Kgl. Ges
d. Wissenschaften zu Gittingen 1869, Nr. 15.
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einer gegebenen Geraden XY werden durch die linearen Substitutionen

0P1 = P12 + Daq, QPs = (.P13 + Pas), 0Ps = (P1a — Pas),
0Pz = UPss — P12), 0Ps = UPaz — P1s), 0P¢ = (P1a + P2s)
die sechs neuen Linienkoordiaten p,(i =1, ..., 6) eingefiihrt. Die Pliickersche Funda-

mentalrelation zwischen den Linienkoordinaten hat dann die Form:
PP=pi+p;+pi+pi—pi+pi=0.
Die Invariante eines gegebenen linearen Strahlenkomplexes mit der Gleichung Z’f a,p,=0
schreibt sich:
(¢ =a} 4+ a + a3 + af — a2 + a}.
Die simultane Invariante zweier linearen Strahlenkomplexe mit den Gleichungen
Zap,=0 und 2bp, = 0 lautet:
(6B) = ayby + a3y + azbs + agby — azb; + agbg.
Die sechs Gleichungen
p;,=0 (i=1,2,...,6)
stellen sechs Fundamentalkomplexe?) dar, deren urspriingliche Gleichungen aus den
obigen Substitutionen folgen. Jeder von ihnen ist fiir die fiinf iibrigen nullinvariant,
Je vier Fundamentalkomplexe haben zwei (reelle oder konjugiert imaginiire) wind-

schiefe Strahlen gemein, die Leitgeraden der Schnittkongruenz der beiden iibrigen
Fundamentalkomplexe. So gehen die vier linearen Strahlenkomplexe mit den Gleichungen

p,=0 (7i=1""’4)
durch die Geraden
u: T, =2,=0
und
v: Ty =123=0,

Die lineare Strahlenkongruenz Cy mit den Leitgeraden u, v ist dargestellt durch
P1a = Pgz = 0 oder durch p; = pg = 0.

Ein gegebener linearer Strahlenkomplex kann bei geeigneter Wahl des Koordinaten-
tetraeders stets durch

Pe=Puu+ Ps=0

wiedergegeben werden.

2. Der gegebene lineare Strahlenkomplex I' mit der Gleichung ps = 0 enthilt
oo lineare Kongruenzen; sie bilden eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe, den
Ci-Raum des Komplexes . Fiir den Komplex I' sind co? lineare Strahlenkomplexe
nullinvariant; sie bilden gleichfalls eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe, den
Fo-Raum des Komplexes I'. Die Gleichung

Z‘f Ap, =0

zwischen den Linienkoordinaten und den Parametern 4; hat unter diesen Umstéinden
eine doppelte geometrische Bedeutung: Fiir jedes Verhiltnis der A; stellt sie eine in I
enthaltene lineare Strahlenkongruenz und einen fiir I nullinvarianten linearen Komplex

dar. Dabei geht dieser Komplex immer durch jene Kongruenz. Die obige Gleichung
kennzeichnet also gleichzeitig das Element des C}-Raumes und das Element des I';-Raumes

%) F. Klein, Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten Grades, Math. Annalen 2 (1870).
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des linearen Komplexes I'. Beide Raume sind zueinander perspektiv. Der Ci-Raum
enthilt oo hyperbolische und oo* elliptische lineare Kongruenzen; ihre Leitgeraden
sind je zwei im Nullraume von I einander zugeordnete Strahlen. Der Ci-Raum ent-
hilt co® parabolische lineare Kongruenzen, deren je vereinigte Leitgeraden mit je einem
Komplexstrahle von I zusammenfallen. Die Parameterwerte 2; der parabolischen
Kongruenzen unterliegen der Bedingungsgleichung: '

R+ B+ E+8—58=0.
Gleichzeitig kennzeichnet diese Gleichung im [;-Raum von I die o3 speziellen linearen
Komplexe, deren Achsen die Leitgeraden jener co® parabolischen Kongruenzen sind.

Zwe lineare Komplexe des I'y-Raumes und die beiden mit ihnen inzidenten linearen
Kongruenzen des C;-Raumes von I'mit den Gleichungen 2ap,=0, 2%b,p, = 0 haben
die Invarianten (x)2 () und die simultane Invariante (xf) (Nr. 1). Jene werden durch
einen Biischel linearer Komplexe, diese durch einen Biischel linearer Kongruenzen ver-
bunden; beide Biischel sind zueinander perspektiv und werden mittels eines Para-
meters » dargestellt durch:

22 (a, + #b)p; =0, —o< < 4 ™.
Die Parameterwerte #,, %, der beiden speziellen Komplexe des Komplexbiischels und
der beiden parabolischen Kongruenzen des Kongruenzbiischels sind die Wurzeln der
Gleichung:
()2 + 2(xB)x + (B)* = 0.

Die Komplexe des Komplexbiischels und die Kongruenzen des Kongruenzbiischels
haben eine und dieselbe (reelle oder imaginire) Regelschar zweiter Ordnung gemein,
bestehend aus Komplexstrahlen des linearen Komplexes .

Drei lineare Kongruenzen des Ci-Raumes, die nicht in einem Kongruenzbiischel
liegen, bestimmen einen Kongruenzbiindel des Ci-Raumes, die mit ihnen inzidenten
drei linearen Komplexe des [',-Raumes bedingen in diesem einen Komplexbiindel. Die
linearen Kongruenzen des Kongruenzbiindels und die linearen Komplexe des Komplex-
biindels haben zwei (reelle oder konjugiert imaginire) Komplexstrahlen von I gemein.
Vier unabhéngige lineare Komplexe des [y-Raumes werden durch ein Komplexgesbiisch
verbunden, die vier mit ihnen inzidenten linearen Kongruenzen durch ein Kongruenz-
gebiisch.

3. Der gegebene lineare Komplex I' bedingt sowohl in seinem Ci-Raume als auch
in seinem [y-Raume je eine polare Korrelation. Sind X4,p,= 0 und 2 Xp,=0 die

Gleichungen zweier linearen Kongruenzen Cj, Ci des Ci-Raumes und damit auch die
Gleichungen der mit ihnen inzidenten linearen Komplexe I, I des Tg-Raumes, so hat
die bilineare Bedingung

My 4 A+ oy Al — Agdy =0
einen doppelten geometrischen Ursprung:

Von den beiden linearen Kongruenzen C, Ci geht jede im geschart in-
volutorischen Raume der anderen in sich iiber. Die beiden linearen Komplexe Iz, I';
sind fiireinander nullinvariant, jeder von ihnen geht im Nullraume des anderen in sich
iiber. Die beiden Leitgeraden jeder der beiden Kongruenzen sind je im geschart in-
volutorischen Raume der anderen einander zugeordnet. Die beiden Kongruenzen haben
eine (reelle oder imaginire) Regelschar zweiter Ordnung gemein, bestehend aus Komplex-
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strahlen von I'. Die beiden Leitgeradenpaare der Kongruenzen sind daher vier Leit-

strahlen dieser Regelschar.

Werden die beiden linearen Kongruenzen C;, C; als kon-

jugierte Kongruenzen des Cj-Raumes bezeichnet, die beiden linearen Komplexe I;, 3
als konjugierte Komplexe des I'-Raumes, so folgt:

Einer gegebenen linearen Kongruenz C,

des Ci-Raumes sind die oo® linearen Kon-
gruenzen eines Kongruenzgebiisches kon-

Einem gegebenen linearen Komplexe I';

des 'y-Raumes sind die o3 linearen Kom-
plexe eines Komplexgebiisches kopjugiert.

jugiert. Aus der Gleichung von Cj: Aus der Gleichung von [:
@31 + P2 + @3pg + G4py + a5p5 =0
folgt die Gleichung
des Gebiisches der konjugierten Kon- | des Gebiisches der konjugierten Komplexe:
gruenzerm:

M(aspy + a1ps) + As(azps + aaps) + As(asps + asps) + Ay(aspy + ayps;) =0

oder:

4 |
& Ap, —Ds
Y =0.
2 Aa, a,
1 T %

Die linearen Kongruenzen und die zugehorigen Gebiische konjugierter Kongruenzen
sind als Polkongruenzen und Polarkongruenzgebiische im polaren Ci-Raume des linearen
Komplexes I' einander zugeordnet, die linearen Komplexe und die zugehorigen Ge-
biische konjugierter Komplexe als Polkomplexe und Polarkomplexgebiische im polaren

I',-Raume von T.

Ist die gegebene lineare Kongruenz C, parabolisch, der mit ihr inzidente lineare
Komplex also ein spezieller Komplex (Nr. 2), so gilt:

a2+ a2+ a2 +ai—a2=0.

In Worten:
Das Polarkongruenzgebiisch einer para-

bolischen Kongruenz C, geht durch seine

Polkongruenz C,.

Das Polarkomplexgebiisch eines speziel-
len Komplexes I, geht durch seinen Pol-
komplex [,.

Der lineare Komplex I" besteht aber aus den Leitgeraden der parabolischen Kon-

gruenzen (Nr.2) seines polaren Ci-Raumes und ebenso aus den Achsen der speziellen
Komplexe seines 'y-Raumes, er ist daher das Inzidenzgebilde seines polaren Cj-Raumes

und seines polaren [Iy-Raumes.

4. Zwei lineare Kongruenzen des Ci-
Raumes werden durch einen Biischel sol-
cher Kongruenzen verbunden. Den oo! Kon-
gruenzen des Biischels sind die co2 linearen
Kongruenzen seines Polarkongruenzbiindels

im polaren Ci-Raume konjugiert. Aus
der Gleichung des Kongruenzbiischels:

5
3 (a, + #b) p,=0,

Journal fiir Mathematik, Bd. 174. Heft 4.

Zwei lineare Komplexe des [y-Raumes
werden durch einen Biischel solcher Kom-
plexe verbunden. Den oo! Komplexen
des Biischels sind die oo? linearen Komplexe
seines Polarkomplexbiindels im polaren
[y-Raume konjugiert. Aus der Gleichung
des Komplexbiischels:

— oo << <<+ >,
30
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folgt mit Hilfe der beiden Beziehungen

a2y + @yl + asds + @42y —azi; =0,
biAy + bydy + bads + bydy — b5 =0
die Gleichung des zugeordneten

Polarkongruenzbiindels: | Polarkomplexbiindels:
|P1 Pa — Ps P2 Pa — Ps Ps Pa —Ps
Mlagay  ag|+ Ay azap  a5|+ A3|az e, a5|=0
by by b5 by by by | bs by b5
oder:

2 4p; Py —Ps

%'liai a, a,|=0.
3
Zib, b, by

Die Kongruenzen des Kongruenzbiischels und die Komplexe des Komplexbiischels
gehen durch gin und dieselbe in I' enthaltene Regelschar zweiter Ordnung. Die Strahlen
dieser Regelschar sind sowohl die Leitgeraden der oo! parabolischen Kongruenzen des
Polarkongruenzbiindels, als auch die Hauptachsen der oo! speziellen Komplexe des
Polarkomplexbiindels.

II. Die Noethersche Abbildung.

5. Ist =0 die Gleichung eines gegebenen linearen Strahlenkomplexes I, so
148t sich mit ihrer Hilfe eine der Pliickerschen Linienkoordinaten aus der qua-
dratischen Pliickerschen Fundamentalrelation P2 =0 (Nr.1) eliminieren. Die 03
Strahlen des linearen Strahlenkomplexes erscheinen dann als die co® Punkte der Hyper-
flache zweiter Ordnung P? im vierdimensionalen Raume. Ein ausgewihlter Punkt 4
der Hyperfliche entspricht einem Komplexstrahle a. Die stereographische Projektion
aus A in den diametralen dreidimensionalen Tangentialraum bildet die co® Komplex-
strahlen auf die co® Punkte dieses dreidimensionalen Raumes ab. Dabei sind im drei-
dimensionalen Bildraume eine reelle Ebene ¢ und ein in ihr liegender (imaginérer oder
reeller) Kegelschnitt k2 als Fundamentalgebilde ausgezeichnet, sodaB sich die linien-
geometrischen Theoreme auf einen Bildraum mit euklidischer oder pseudoeuklidischer
Metrik beziehen lassen. Hat — wie in Nr. 1 — die Fundamentalrelation P? = 0 die Form

pit+pitpitpi—pi+ =0,
und ist pg = 0 die Gleichung des linearen Komplexes I', so wird nach Anfiigen der stereo-

graphischen Projektion die Abbildung in rechtwinkligen Koordinaten wiedergegeben
durch:

epy=4x, epr=4y, eps=4s eP=2+ Y+ —4 eps=2+ 4+ 2+ 4.
Eine gegebene lineare Kongruenz des Komplexes

Mpy+ APy + A3ps + 44py + Asps =0
geht iiber in die Kugel

4
o+ Yyt + 2+ ﬁ7(11x+ Ay + Az — A+ 25) = 0.
4 5
Werden in der Kugelgleichung
22+ yt+ 22 —2ex+ fy + y2) +6=0
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die GréBen «, 8, y, o, 6 als Kugelkoordinaten benutzt, wobei fiir den Radius o die Gleichung
o + f2 4 y2 —0* — 6 = 0 gilt, so folgt:

we T2 =y 2, VR B B+ A2
Pt A’ b+ VT Ay @ 2o+ 4 ’
5= Hl—12)

Die parabolischen linearen Kongruenzen werden auf die Nullkugeln abgebildet. Die
Orthogonalititsbedingung zweier Kugeln K(«, 8, v, 8, 0) und K'(o' p', 9", 6, 0),
namlich

oo’ + B+ yy') —(0+6') =0,
geht iiber in
MA A Aol + Aghs 4 AA — 2505 = 0.

Zwei einander senkrecht schneidende Kugeln entsprechen konjugierten linearen Kon-

gruenzen im polaren Cj-Raume des Komplexes I'.  Eine Kugel und ihre Kreise gehen
aus einer linearen Strahlenkongruenz und ihren Regelscharen zweiter Ordnung hervor.
Die Polarentheorie des linearen Komplexes (Abschnitt I) mit ihren Begriffen Polkon-
gruenz — Polarkongruenzgebiisch, Kongruenzbiischel — Polarkongruenzbiindel usf. steht
der Theorie der orthogonalen Kugeln gegeniiber. Insbesondere entspricht dabei der durch
eine lineare Kongruenz bedingten gescharten Involution die Inversion an einer Kugel.

6. Ein Strahlenkomplex n-ten Grades I', schneidet den linearen Komplex I in

einer Kongruenz C, vom Biindel- und Feldgrade n. Sie erscheint im Punkteraum als
algebraische Fliche 2n-ter Ordnung mit dem fundamentalen Kegelschnitt k2 als
n-fache Kurve. Der Strahlenkomplex I, darf dabei nicht durch den Strahl a gehen,
der das Zentrum der stereographischen Projektion abgibt. Zwei Strahlenkomplexe

Fm Ta der Ordnungen m und n schneiden zwei Kongruenzen €, C? in den linearen
Komplex, und diese beiden Kongruenzen haben eine Regelschar ®*" von der Ordnung
2mn gemein. Die Bilder der beiden Kongruenzen Cp, C? sind zwei Flichen von den
Ordnungen 2m,2n. Sie enthalten den fundamentalen Kegelschnitt als m- bzw. als
n-fache Kurve und durchdringen einander auBerdem in einer algebraischen Raumkurve
von der Ordnung 2mn, dem Bilde der Regelschar $%*™.

7. In der Noetherschen Abbildung représentieren (Fig. 1) die co® Unisekanten s
des fundamentalen Kegelschnittes k2 (die Minimalgeraden der zugehorigen Metrik) die
o0? Strahlenbiischel erster Ordnung des linearen Komplexes I. Von den co® Komplex-
strahlenbiischeln liegt einer in der unendlichfernen Ebene, sein Mittelpunkt ist der
unendlichferne Punkt der Komplexhauptachse. Von den co® mit dem fundamentalen Kegel-
schnitt inzidenten Strahlen soll nunmehr ein Strahl u als Bild dieses unendlichfernen
Komplexstrahlenbiischels in der Noetherschen Abbildung ausgezeichnet werden (Fig. 1).
Eine gegebene Fliche zweiter Ordnung durch den fundamentalen Kegelschnitt k2 schneidet
u In einem nicht auf %2 liegenden Punkt S,. Die Fliche zweiter Ordnung représentiert
eine lineare Kongruenz und der Punkt S, den unendlichfernen Strahl S dieser Kon-
gruenz. Der lineare Komplex enthélt co? Parallelstrahlenbiischel, je co! von ihnen gehen
durch denselben unendlichfernen Komplexstrahl s und ihre Mittelpunkte erfiillen diesen
Strahl. Im Bildraume entsprechen den co? Parallelstrahlenbiischeln die 02 mit dem

30*
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fundamentalen Kegelschnitte und mit u inzidenten Geraden p. Je oo! von ihnen gehen
durch denselben Punkt S, von u, erfilllen also einen Strahlenkegel zweiter Ordnung.

Fig. 1.

Eine Regelschar zweiter Ordnung %2 des linearen Strahlenkomplexes bildet sich
in einen zwei Punkte des fundamentalen Kegelschnittes enthaltenden Kegelschnitt
r?ab. Eine parabolische Regelschar 2 des Komplexes ist nunmehr dadurch ausgezeichnet,
daB der entsprechende Kegelschnitt p? auBerdem die Gerade u in einem Punkte schneidet.

I1I. Differentialgeometrische Eigenschaften der im linearen Strahlenkomplexe
enthaltenen Regelscharen.

8. Eine gegebene Regelschar des linearen Komplexes wird durch die (erweiterte)
Noethersche Abbildung in eine Raumkurve verwandelt, und es wird ein Raumkurven-
punkt P, seine Tangente ¢, sein Schmiegungskreis % und seine Schmiegungskugel ik
ins Auge gefaBt. Jedoch sind die Ausdriicke Schmiegungskreis und Schmiegungskugel
wieder auf die Metrik des Bildraumes mit dem Kegelschnitt 42 als Fundamentalgebilde
zu beziehen. Die Schmiegungskugel des Raumkurvenpunktes P reprisentiert die lineare
Schmiegungskongruenz der Regelflidche lings des Komplexstrahles p. Diese hat mit
der Regelfliche vier benachbarte Strahlen gemein und schmiegt sich ihr néher an als
alle iibrigen linearen Kongruenzen. Im Schmiegungskreise erkennen wir die im linearen
Komplexe enthaltene Regelschar des lings p oskulierenden Hyperboloides wieder.

9. Die vorhergehenden Betrachtungen ermoglichen eine besonders einfache Ab-
leitung der wichtigsten speziellen Typen von Regelstrahlen der im linearen Komplexe
enthaltenen Regelscharen.

a) Der Torsalstrahl.

Das Bogenelement ds einer Raumkurve im Bildraume sende seine Tangente ¢
durch einen Punkt des fundamentalen Kegelschnittes k2. Die Raumkurve stellt eine
mit ihrer Regelschar im linearen Komplexe enthaltene Regelfliche dar, der Beriihrungs-
punkt P aber reprasentiert einen Torsalstrahl der Regelfliche. Er schneidet seinen
Nachbarregelstrahl, denn er liegt mit ihm in einem Strahlenbiischel erster Ordnung,
dargestellt durch die Tangente t. ’
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b) Der Torsalsirahl héherer Ordnung.

Beriihrt im Element ds die Tangente ¢ n-fach, so liegt ein Torsalstrahl (n — 1)-ter
Ordnung erster Art vor. Es sind n benachbarte Regelstrahlen miteinander inzident. —
Konstruiert man in der Umgebung des Raumkurvenpunktes P die Tangentenfliche
der Raumkurve, so mag die Tangentenfliche den fundamentalen Kegelschnitt von n-ter
Ordnung beriihren. Die in der Raumkurve abgebildete Regelfliche hat dann an der
Stelle p einen Torsalstrahl (n — 1)-ter Ordnung zweiter Art. Von n aufeinander folgenden
Regelstrahlen schneidet jeder nur den folgenden, aber nicht den iibernichsten.

¢) Der zylindrische Regelstrahl.

Das Bogenelement der Raumkurve sende seine Tangente durch einen Punkt des
fundamentalen Kegelschnittes k2 und auBerdem durch einen Punkt der Geraden u.
Der durch den Beriihrungspunkt P dargestellte Regelstrahl liegt mit dem Nachbar-
regelstrahl in einem Parallelstrahlenbiischel erster Ordnung von Komplexstrahlen (7).

d) Der Scheitelregelstrahl.

Das oskulierende Hyperboloid der Regelfliche an der betrachteten Stelle ist durch
den Kegelschnitt dargestellt, der die Bildkurve oskuliert und durch die beiden funda-
mentalen Punkte der Schmiegungsebene hindurchgeht (8). Bei Hyperoskulation
dieses Kegelschnittes heiBt der dargestellte Regelstrahl ein Scheitelregelstrahl.

e) Der Wenderegelsirahl.

Geht der oskulierende Kegelschnitt nicht nur durch die beiden Fundamental-
punkte der Schmiegungsebene, sondern trifft er die Gerade u noch in einem Punkte,
so ist die durch den oskulierenden Kegelschnitt dargestellte oskulierende Regelfliche
zweiter Ordnung ein Strahlenparaboloid (7). Der betrachtete Punkt der Raumkurve
représentiert einen Wenderegelstrahl.

f) Der mehrfache Regelstrahl.

Ein Knotenpunkt, eine Spitze oder ein isolierter Punkt der Raumkurve im Bild-
raume sind bzw. die Bilder des mehrfachen Regelstrahles, des Riickkehrregelstrahles
oder des isolierten Regelstrahles der Regelschar im linearen Strahlenkomplex.

Es lassen sich noch weitere spezielle Typen von Regelstrahlen auf diesem Wege
charakterisieren und aus den angegebenen Typen kénnen Singularitidten héherer Ordnung
durch gegenseitige Uberlagerung abgeleitet werden. Eine abwickelbare Regelschar
des linearen Komplexes besteht aus Torsalstrahlen. Die Tangentenfliche ihrer Bild-
kurve geht daher durch den fundamentalen Kegelschnitt 42. Den abwickelbaren Regel-
scharen entsprechen also die Minimalkurven des Bildraumes.

IV. Die Involutionen im linearen Strahlenkomplexe.
10. Die oo® Strahlen eines linearen Strahlenkomplexes sind bekanntlich involuto-
risch gepaart
a) im Nullraume eines gegebenen fiir I' nullinvarianten linearen Strahlenkom-
plexes I". : ‘
b) im geschart involutorischen Raume einer gegebenen im linearen Strahlen-

komplexe I' enthaltenen linearen Strahlenkongruenz Cj.
¢) im polaren Raume einer gegebenen einscharig im linearen Strahlenkomplexe I’
enthaltenen Regelfliche zweiten Grades R2 :
Trotz dieser dreifachen Moglichkeit sind nur zwei verschiedene Arten von In-
volutionen im linearen Strahlenkomplexe zu unterscheiden, denn die Fille a) und b)
fihren auf dieselben Involutionen. :
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Die linearen Strahlenkomplexe I' und I’ seien fiireinander nullinvariant. Dann
ist im Nullraume von I"" einem gegebenen Komplexstrahle s von I' ein zweiter Komplex-
strahl s; von I als konjugierter Strahl involutorisch zugeordnet; gehort der Strahl s,
auch dem Komplexe I an, so fallt er mit s zusammen. Die durch den Nullraum von
I" hervorgerufene Involution im Komplexe I' hat also 0o® Doppelstrahlen; sie erfiillen
eine lineare Strahlenkongruenz Ci, die Schnittkongruenz der linearen Komplexe I" und I

Die fiireinander nullinvarianten Komplexe I, I weisen einer gegebenen Ebene =
zwei Nullpunkte P, P, zu, die auf einem gemeinsamen Komplexstrahle g liegen. Die
Punkte P, P, sind homologe Punkte im geschart involutorischen Raume der linearen
Kongruenz Ci, erfiillt von allen gemeinsamen Komplexstrahlen. Sind nahmlich wieder
s, 5, zwei im Nullraume von I’ konjugierte Komplexstrahlen von I' und g ein mit s und
s, inzidenter gemeinsamer Strahl beider Komplexe, so ist der Ebene sg == als
Nullpunkt zugeordnet

durch T der Punkt sg= P,
2 " 5 » $i§=Py.
Zugleich ist der Ebene s;g = z; als Nullpunkt zugeordnet
durch I’ der Punkt sg=P.
» r o, ’ 58 = P 1
Die Punkte P, P, und ebenso die Ebenen =, , sind einanderalso involutorisch zugeordnet,
und diese Involution ist geschart involutorisch, weil konjugierte Punkte P, P, auf einem
gemeinsamen Strahle g der beiden Komplexe liegen und konjugierte Ebenen =, 7, durch
einen solchen Strahl gehen.

Die mit s und mit s, inzidenten gemeinsamen Strahlen beider linearen Komplexe
liegen in der linearen Kongruenz C1 und erfiillen daher eine Regelschar zweiter Ordnung.
Wenn der gemeinsame Komplexstrahl g diese Regelschar durchliuft, so beschreiben
die konjugierten Punkte P, P, des geschart involutorischen Raumes die Strahlen s, s,.
Die Komplexstrahlen s, s, des linearen Komplexes I' sind also nicht nur konjugierte
Strahlen im Nullraume des linearen Komplexes [, sondern auch konjugierte Strahlen
im geschart involutorischen Raume der linearen Kongruenz C}. Hiernach gilt:

Eine Involution erster Art im linearen Strahlenkomplexe ist bedingt durch den Null-
raum eines fiir I nullinvarianten linearen Sirahlenkomplexes T' und zugleich durch den
geschart involutorischen Raum der den beiden Komplewen I und I gemeinsamen linearen
Kongruenz Cy. Konjugierte Strahlen der Involution erster Art sind sowohl im Nullraume
von I’ als auch im geschart involutorischen Raume von C} einander zugeordnet. Die In-
volution hat die oo® Strahlen der linearen Kongruenz Ci zu Doppelstrahlen.

Die zweifache Bestimmung der Involution erster Art erscheint selbstversténdlich,
wenn bedacht wird, daB die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes I (Abschnitt I)
zwei verschiedene Formen annimmt, je nachdem der Iy-Raum der oo fiir ' nullinvarian-
ten linearen Komplexe oder der Ci-Raum der oot in I' enthaltenen linearen Kongruenzen
den Ausgangspunkt bildet.

11. Der lineare Komplex ist polarinvariant fiir jede einscharig in ihm enthaltene
Regelfliche R? zweiten Grades?3). Hieraus folgt:

Eine Involution zweiter Art im linearen Strahlenkomplexe T .ist bedingt durch den
polaren. Raum einer einscharig im linearen Komplex T enthaltenen Fliche zweiter Ordnung Rz,

3) Reye, Geometrie der Lage 2, Stuttgart 1907, S. 117. Der Satz geht auf v. Staudt zuriick.
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Konjugierte Strahlen der Involution sind reziproke Polaren fiir die Fliche zweiter Ord-
nung R®.  Die Involution hat die oo' Regelstrahlen von R? zu Doppelstrahlen.

Der lineare Strahlenkomplex trigt co# Involutionen erster Art und co® Involutionen
zweiter Art. Von einer Klassifikation dieser Involutionen im einzelnen soll hier abge-
sehen werden.

12. Will man sich in der Geometrie des linearen Strahlenkomplexes ' mit dem
Effekt der Noetherschen Abbildung begniigen, so scheinen die Uberlegungen der Nr. 10
und 11 entbehrlich zu sein. Die Kollineationen des linearen Komplexes in sich werden
nach Anwendung der Noetherschen Abbildung durch quadratische Cremonatrans-
formationen im dreidimensionalen Bildraume wiedergegeben. Es gibt zwei Arten invo-
lutorischer quadratischer Cremonatransformationen, und aus ihnen ist auf die beiden
Arten von Involutionen im linearen Strahlenkomplex zu schlieBen.

Die eine involutorische quadratische Transformation ist durch die Inversion dar-
gestellt. Eine Fliche zweiter Ordnung C? durch den fundamentalen Kegelschnitt k2
ordnet der Ebene ¢ dieses Kegelschnittes den Pol C zu; zwei inverse Punkte P, P, liegen
auf demselben Strahle durch das Inversionszentrum C, jeder in der Polarebene des
andern. — Das Zentrum C werde als Ecke T, = 2z = 23, = 0 des Koordinatentetra-
eders gewihlt, die Ebene ¢ als 2, = 0. Es sei @*(Zy, Tp, T3) = 0 die Gleichung des Kegels
aus C durch den fundamentalen Kegelschnitt 2, sodaB sich die Gleichung der Fliche C?
schreibt:

@2 (%1, Ty, T5) —ca} =0 (c Konstante).
Dann ist die Inversion wiedergegeben durch:

2
BTy T WY = Ly Ty By Wy By Ty s b (xl’cx—~—2’ %)

Damit ist die Involution erster Art im linearen Komplex I' durch eine Inversion dargestellt.
Es ist auch ersichtlich, daB die Involution durch den geschart involutorischen Raum

einer im Komplexe enthaltenen linearen Kongruenz Ci hervorgerufen wird, weil die
Inversion die co? Punkte der Fliche zweiter Ordnung €2 zu Fixpunkten hat. DaB8 dieselbe
Involution auch durch den Nullraum eines fiir den linearen Komplex I' nullinvarianten
linearen Strahlenkomplexes [ bedingt wird (10), geht aus der Noetherschen Ab-
bildung allein nicht hervor, weil der dreidimensionale Bildraum die Geometrie des linearen
Komplexes von innen, aber nicht von auBen zeigt. Dasselbe MiBgeschick erleidet die Po-
larentheorie des Komplexes bei der Abbildung. Die Vorteile der Abbildung liegen hier
in anderer Richtung:

13. Die Wahl des unendlichfernen Kugelkreises zum fundamentalen Kegel-
schnitte & fithrt die Darstellung der Involution erster Art auf die Transformation durch
reziproke Radienvektoren an einer (reellen oder imaginéren) Kugel zuriick. Die Kugel C?

und ihre oo® Orthogonalkugeln repriisentieren eine lineare Kongruenz C} und das zu-
gehorige Polargebiisch der co® konjugierten linearen Kongruenzen; jede von ihnen ist
im geschart involutorischen Raum von C! invariant. s

Die durch eine Inversion an einer Kugel in sich iiberfithrbaren Flichen hat Moutard*)
behandelt und als anallagmatische Flachen bezeichnet. Sie werden hier selbstinverse Flichen
genannt. Eine fiir die Kugel C? selbstinverse Fliche F ist Hiillfliche von oo? Orthogonal-
kugeln von C2. Die oo? Mittelpunkte der umhiillten Kugeln erfiillen eine Fliche, den

“) Moutard, Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques, Nouv. Ann. (2) 8 (1864), S. 306—309. —
Sur les surfaces anallagmatiques du quatridme ordre, ebenda S. 536—B539.



