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Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. III.

Von G. Haenzel und F. Reutter in Karlsruhe.

Im AnschluB an die beiden vorhergehenden Abhandlungen!) wird im folgenden
eine Theorie der Oskulation in der linearen Strahlenkongruenz entwickelt (Abschnitt I).
Die Bestimmung des oskulierenden Hyperboloides lings eines Regelstrahles fithrt auf
zwei weitere mit einer gegebenen Regelfliche R verkniipfte Regelflichen: Die Haupt-
achsenfliche der oskulierenden Hyperboloide, bedeckt von den Tripeln von Haupt-
achsen der oskulierenden Regelfliche zweiten Grades einer Regelfliche R, und die
Evolutenregelfliche. Wihrend die erstere eine Begleiterin jeder Regelfliche ist, kann
man von einer Evolutenregelfliche nur bei den in der linearen Kongruenz enthaltenen
Regelfliichen sprechen. Dort spielen sie die gleiche Rolle wie die Evolute einer Kurve
in der Ebene.

Das Hauptziel der Arbeit aber ist die Behandlung einer neuen Flichenklasse. Die
friither behandelten Ringsysteme von Regelflichen zweiten Grades?) in Verbindung
mit dem Begriffe konjugierter Richtungen *) in der linearen Kongruenz fithren jetzt

___mit*Hilfe von Differentialgleichungen auf merkwiirdige, bisher ganz unbekannte Flichen
und Flichensysteme, die in der hyperbolischen und der elliptischen linearen Kongruenz
enthalten sind (Abschnitt II). Die allgemeinen Typen dieser neuartigen transzendenten
Regelflichen sind im polaren Raume einer (reellen oder imaginéiren) Regelfliche zweiten
Grades autopolar und konnen sie zur Asymptotenfliche haben. Sonderfille dieser
Flichensysteme vermitteln ein neues Theorem iiber den polaren Raum der Regelfliche
zweiten Grades (Abschnitt III).

I. Die Hauptachsenfliche der oskulierenden Hyperboloide und die Evolutenregelschar
in der linearen Kongruenz.

1. Fiir eine Parameterdarstellung einer gegebenen Regelschar i sind die homo-

genen Linienkoordinaten p; (i = 1, 2, .. ., 6) Funktionen eines reellen Parameters ¢. Die

sechs Funktionen

(1) P;=pP; (t) .
seien bis auf einzelne &-Werte einschlieBlich ihrer ersten und zweiten Ableitungen stetig
differenzierbar. Einen Regelstrahl s mit dem Parameterwert ¢ greifen wir heraus. Die

% langs s oskulierende Regelschar R? zweiter Ordnung liBt sich als Schnitt von drei
linearen Strahlenkomplexen bestimmen, analytisch daher durch die drei folgenden

1) G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine u. angew. Mathematik 173
(1935), S.91—113. Angefiihrt als Abhandlung I. — Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. II, Journ. f. d.
reine u. angew. Mathematik 175 (1936), S.169—181. Angefiihrt als Abhandlung IL

2) Abhandlung II, Abschnitt IIL

3) Abhandlung II, Abschnitt IV.
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Gleichungen in laufenden Koordinaten p; darstellen:
P1Pa(ty) + Paps(t) + Paps(ty) + Papr(ts) + Pspa(t) + Peps(ty) =0,
(2) ['plpi (t) + pops(t) + Psps(ty) + Papi(t) + Psps(t) + Peps(ty) =0,
p1pY () + Papy (8) + Papg’ () + Papi’ (t) + Psp3’ () + Peps’ (1) = 0.
Die Koeffizienten der bestimmenden linearen Komplexe sind die Funktionswerte der
p;(t) und ihrer ersten beiden Ableitungen an der Stelle £. Zur Abkiirzung gilt fiir die
weitere Darstellung:

pit) p ) p(0) |

{p;pep} = | pi(1) p(t) p(0)

@) pl @ pl
Mit Benutzung dieser Abkiirzung werden folgende Koeffizienten eingefiihrt:

3y = {paDsDs}, 22 = {PaPaPs}s @33 = {PsP1Ps}, @as = {P2PrPs}s

19 = 3 [{PaPsPe} + (P2Pals}], 013 = 3 [{pspsps}+ {Pap1ps}], @a=1% [{pap1ps}+ {P2Psps}],
@33 = 3 [{PaP1Ps} +{P2DsPs}]; Gaa= 1% [{pep1pa}+ {Papsbs}], @a=1 [{p2p1p6} + {P3P1P6}]-

Das oskulierende Hyperboloid (Paraboloid) R? mit der Regelschar %* hat in homo-
genen. Punktkoordinaten z, ..., 24 die Gleichung

3,2 + Agay + A3e%s + auxi + 2(ay9%y T + A1 T3+ Q14T Ty + AgaTs Ty + A24T3 Ty + Aag3 %) =0.
Die zugehorige bilineare Form liefert fiir den Mittelpunkt (y:ya:ys:y,) des
oskulierenden Hyperboloides die drei Gleichungen .

20391 + @Y+ GsYs + @a¥a =0,
MrpYy + 28559 + - AssYs + Yy =0,
. Q3Y +  Qas¥s + 20303 + tasYs = 0.
Der Mittelpunktsort des oskulierenden Hyperboloides R* (Regelschar R?) fiir die all-
gemeine Regelfliche R (Regelschar %) ist eine Raumkurve m,, ihre analytische Gleichung
lautet:
lay, @3 @) |20y @4y Q3 lzau g Qg4 |2au Ay 43|
(5)  Y1:¥Yai¥siYs= Qg 2055 Gga|i| Gup Gy Qo |l Gy 2a99 gy |:| Ay 209 Oz |-
|34 g3 205, 15 Gy 2055 | | @13 gy gy ’ @ys Ay 205

Nach den Gleichungen (3) und (1) sind sdmtliche a; Funktionen von ¢, und es
handelt sich in (5) um eine Parameterdarstellung des Mittelpunktortes m, der osku-
lierenden Hyperboloide. Jeder feste Wert von ¢ bedingt nach (1) den oskulierten Regel-
strahl der Regelfliche R und nach (5) den Mittelpunkt des oskulierenden Hyperboloides.
Gleichung (4) stellt fiir festes ¢ das oskulierende Hyperboloid selbst dar. Aus ihr er-
geben sich seine Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenléngen.

2. Die Regelschar %, deren oskulierende Hyperboloide im vorhergehenden Ab-
schnitte konstruiert wurden, liege in einer (hyperbolischen, parabolischen oder ellip-
tischen) linearen Kongruenz. Alle ihre oskulierenden Hyperboloide sind gleichfalls in
der Kongruenz enthalten. Die durch Gleichung (5) dargestellte Mittelpunktskurve m,
der oskulierenden Hyperboloide liegt in der Fluchtebene der Kongruenz, da die Mittel-
punkte aller in der Kongruenz einscharig enthaltenen Flichen zweiten Grades die Flucht-
ebene erfilllen. Die Hauptachsen der oskulierenden Hyperboloide liegen im Haupt-
achsenkomplex der linearen Kongruenz.

Der Hauptachsenkomplex der linearen Strahlenkongruenz wurde von Herrn
Jolles ) untersucht, und zwar rein synthetisch. Die oo® einscharig in der Kongruenz

4) St. Jolles, Die Hauptachsenflichen der Biischelscharen aus den einscharig in einer linearen Strahlenkongruenz
enthaltenen Flichen zweiten Grades, Journ.f.reine u.angew. Mathematik 172 (1935), S.1—24.
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enthaltenen Flichen zweiten Grades bilden bekanntlich eine lineare Mannigfaltigkeit
dritter Stufe, einen Gebiischverband. Jeder Punkt der Fluchtebene x der Kongruenz
ist der Mittelpunkt von oo Flichen dieser Mannigfaltigkeit. Sie bilden eine Biischel-
schar konzentrischer Flichen. Jede Gerade ¢ der Fluchtebene trigt die Mittelpunkte
von oo? einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flichen zweiten Grades. Sie bilden
ein Biindelheer solcher Flichen, und die Gerade t ist die Zentragerade des Biindel-
heeres. Das Biindelheer umfaft co® Biischelscharen von Flichen zweiten Grades, deren
Mittelpunkte die Zentragerade erfilllen. Darunter sind oco! Biischelscharen konzen-
trischer Flichen. Das Biindelheer 1dBt sich durch diese Biischelscharen konzentrischer
Fldchen erschopfen. Der Gebiischverband aller in der linearen Kongruenz enthaltenen
Flachen zweiten Grades kann aus oo? Biindelheeren mit je einer Zentrageraden zu-
sammengesetzt werden. Die Zentrageraden sind die Strahlen der Fluchtebene.

Die Hauptachsen der einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flichen zweiten
Grades bilden den quadratischen Hauptachsenkomplex der linearen Kongruenz. Die im
quadratischen Hauptachsenkomplexe enthaltenen Regelflichen werden Hauptachsen-
flichen genannt. So erfiillen die Hauptachsen einer Biischelschar konzentrischer Flichen
zweiten Grades einen Kegel zweiter Ordnung als Hauptachsenfliche der Biischelschar.
Eine Biischelschar von Flichen zweiten Grades mit einer eigentlichen Zentrageraden ¢
hat zur Hauptachsenﬂache eine biquadratische Regelfliche 7% mit ¢ als Gerade dreifacher
Punkte.

3. Die Mittelpunktskurve m, der oo! oskulierenden Hyperboloide einer Regel-
fliche R liegt in der Fluchtebene u der linearen Kongruenz. Jeder Punkt von m, ist der
Mittelpunkt eines Kegels zweiter Ordnung des Hauptachsenkomplexes. Die Regelfliche R
gibt so AnlaB zur Entstehung einer allgemeinen Kegelreihe mit der Zentrakurve m,. Die
Anwendung der Hauptachsentransformation auf Gleichung (4) bestimmt auf jedem Kegel
der Kegelreihe die Hauptachsen des oskulierenden Hyperboloides. Daher folgt:

Die oot Hauptachsentripel der oskulierenden Hyperboloide einer Regelfliche R erfiillen
die ,,Hauptachsenfliche der oskulierenden Hyperboloide*. Sie hat den Mittelpunktsort der
die Regelfliche R oskulierenden Hyperboloide zur dreifachen Kurve.

Von den co® Durchmessern eines oskulierenden Hyperboloides liegt einer in der
linearen Kongruenz. Die Mittelpunktskurve m, ist also Leitkurve einer weiteren in der
Kongruenz enthaltenen Regelschar, erfiillt von oo! Durchmessern der oo! oskulierenden
Hyperboloide. Mit anderen Worten:

Die in der linearen Kongruenz enthaltenen oo Durchmesser der oskulierenden H yper-
boloide einer Regelfliche R erfiillen die ,,Evolutenregelschar von R. Ihre Tragerfliche heifit
die Evolutenregelfliche; sie hat die (reellen oder konjugiert imagindren) Leitgeraden der
Kongruenz und den Mittelpunktsort der oskulierenden Hyperboloide zu Leitkurven.

Erinnern wir uns an die schon frither benutzte Abbildung der linearen Kongruenz
durch Verwandlung in eine Fliche zweiten Grades mit anschlieBender stereographischer
Projektion. Der Hauptachsenkomplex der linearen Kongruenz und damit die Haupt-
achsenfliche der oskulierenden Hyperboloide, sowie ihre Mittelpunktskurve werden von
der Abbildung nicht erfaBt. Wohl aber die Evolutenregelschar der oskulierenden Hyper-
boloide. Wird die Regelfliche R der Kongruenz auf die Kurve r abgebildet, so geht die
Evolutenregelschar auf die Evolute der Kurve r iiber. Die Normalen der Kurve r ent-
sprechen den oo! parabolischen Regelscharen der linearen Kongruenz, welche die Regel-
schar R in konjugierten Richtungen 3) schneiden. Da die Evolute von den Kurven-
normalen umbhiillt wird, ergibt sich der Satz:

Die Evolutenregelﬂache einer Regelfliche R ist die Hiillfldche der oo! zur Regelﬂache R
kon jugierten Strahlenparaboloide.




239 Haenzel- Reutter, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. 111,

Die FuBpunkttransformation ebener Kurven, die Inversion, die Transformation
ebener Kurven durch Polaren®) in bezug auf einen Kreis und andere Theoreme
finden in gleicher Weise in allen Einzelheiten ihre Gegenbilder in der Geometrie der
linearen Kongruenz. Doch handelt es sich bei den entsprechenden Transformationen der
linearen Kongruenz um spezielle Beispiele zu einer allgemeinen Theorie der Beriihrungs-
transformationen in der Liniengeometrie.

II. Die Trajektorflichen der Ringsysteme von Regelflichen zweiten Grades.

4. Zwei gegebene Flichen zweiten Grades H3, Hj werden von zwei Ringsystemen
von Regelflichen zweiten Grades umhiillt ¢). Die oo! Flichen des einen Ringsystems be-
riihren die beiden Leitflichen H}, Hj gleichartig, die oo! Flichen des anderen Ringsystems
beriihren sie ungleichartig. Die Mittelpunktsorte der Flichen beider Ringsysteme sind
zwei ebene Kurven vierter Ordnung in der Fluchtebene; die in der Kongruenz enthaltenen
Durchmesser dieser Flichen erfiillen zwei Regelscharen vierter Ordnung. Die schon hiufig
benutzte Abbildung der Kongruenz durch Verwandlung in eine Fliche zweiten Grades
mit anschlieBender stereographischer Projektion bildet die beiden Leitflichen H;, Hj auf
zwei Kreise K3, K ab, die Flachen der beiden Ringsysteme aber auf die (gleichartigen
und ungleichartigen) Berithrungskreise von K3, K3 (Fig. 1—6). Die zwei feste Kreise
K3, K beriihrenden Kreise sind schon von J. Steiner eingehend behandelt worden. Ein

Fig. 3.

5) S. Lie, Geometrie dér Berithrungstransformationen, Leipzig 1896, Kap. I, § 3.
%) Abhandlung II. Nr.S8.
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solches System von (gleichartigen oder ungleichartigen) Beriihrungskreisen heifle ein
Steinersches Kreissystem. Merkwiirdigerweise ist bisher eine Familie von Kurven un-
bekannt geblieben, die als senkrechte Trajektorien der Steinerschen Kreissysteme erhalten
werden konnen. Trotz dieser einfachen Erzeugungsart stellt diese Kurvenfamilie unter
der groBen Zahl von transzendenten Kurvenarten keine uninteressante Erscheinung
dar. Wir nennen sie kurz Kreistrajektorien.

5. Die vollstindige Untersuchung der Kreistrajektorien kann auf eine Anzahl
Differentialgleichungen zuriickgefithrt werden. - Sie liefert folgende Ergebnisse, die fiir
die spiteren liniengeometrischen Betrachtungen von Bedeutung sind:

a) Die Kreistrajektorien erster Art. Die Leitkreise K, K2 haben keine reellen
Schnittpunkte. Der eine Leitkreis Kf schlieBft den andern ein und die oo! Kreise des
Kreissystems beriihren beide Leitkreise ungleichartig (Fig.1). Durch reelle Kreisver-
wandtschaft kann Fig. 1 in Fig. 4 verwandelt werden: Beide Leitkreise schliefen einander
aus und werden von den Kreisen des Kreissystems gleichartig beriihrt. In beiden Fillen
gibt es einen und nur einen reellen Orthogonalkreis 0? zu den oo! Kreisen des Kreis-
systems. Sind K(z, y), K:(z, y), O(z, y) die Potenzen der drei Kreise K3, K3, 0%, so0
sind die Kreistrajektorien erster Art die Integralkurven der Differentialgleichung

(6) gyl y - 0(z, y) + zV— Ky(, y) - Ky(, y)
z - 0(z, y) — yV— Ki(2, y) - Ky(a, y)

mit der Diskriminantenkurve

(7) Oz(xr y) * Kl(xa y) - Kz(xa .7/) - (2% + y2)2 =0.
Die Kreistrajektorie erster Art beginnt daher in einem Punkte S; des Leitkreises K; mit
zwei Zweigen, die in S, eine Spitze bilden. Jeder hat einen reellen Wendepunkt. Beide
Zweige nihern sich dem reellen Kreise O* asymptotisch von auBlen, ihn in entgegen-
gesetztem Umlaufsinne umkreisend. Eine zweite Spitze hat die Kreistrajektorie im
Punkte S, von K3 Thre beiden Zweige nihern sich dem Asymptotenkreise O% von innen
in entgegengesetztem Umlaufsinne. Bei jedem vollen Umlauf zweier duBeren oder zweier

inneren Zweige entstehen je zwei Doppelpunkte. Die Kreistrajektorie ist fiir ihren Asym-
ptotenkreis selbstinvers.

In Fig. 1 ist zudem z = 0, y = 0 isolierter Punkt der Kurve.

i)
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b) Die Kreistrajektorien zweiter Art. Die beiden Leitkreise schlieBen einander ein
und werden gleichartig beriihrt (Fig. 2). Durch eine geeignete reelle Kreisverwandtschaft
entstehen daraus zwei einander ausschlieBende Leitkreise mit ungleichartiger Beriihrung
durch die co' Kreise des Kreissystems. Die Kreistrajektorie zweiter Art hat in einem
Punkte §; des einen Leitkreises eine Spitze. Die beiden von dort ausgehenden Zweige er-
reichen mit je einem reellen Wendepunkte den anderen Leitkreis, wo sich weitere Zweige
mit Spitzen ansetzen usf. Die Kreistrajektorien zweiter Art sind fiir einen imaginiren
Kreis O selbstinvers. In Fig. 2 ist zudem = 0, y = 0 isolierter Punkt der Kurve.

Ist die Quadratwurzel aus dem Radienverhiltnis der Leitkreise V% = {;— eine
2

rationale Zahl, so sind die Kreistrajektorien zweiter Art in Fig. 2 algebraische Kurven.
Ein beweglicher Kurvenpunkt kehrt dann nach Durchlaufen einer endlichen (geraden)
Anzahl von Spitzen und Wendepunkten an seine Ausgangsstelle zuriick. Die Kreis-
trajektorie schlieBt sich um den inneren Leitkreis nach ein oder mehreren Umliufen. Ist
m die Zahl der Umléufe, n die Zahl der Spitzen auf jedem der beiden Leitkreise und g eine
ganze Zahl, so lautet die SchlieBungsbedingung:

. e
8) . m_(n—Vnf_ (—1F €=2,34...).
n 2Yryrs 2g
Es gibt daher nur eine algebraische Kreistrajektorie zweiter Art, die sich nach einem
Umlauf schlieBt, sie hat innerhalb dieses Umlaufes vier Spitzen auf jedem Leitkreise.
Die niichsthohere algebraische Kurve schlieBt sich nach vier Umldufen mit sechs Spitzen
auf jedem Leitkreise usf.

¢) Die Kreistrajektorien dritter Art. Die beiden Leitkreise beriihren einander
duBerlich oder innerlich in einem Punkte B (Fig. 3). Ein Punkt S, des einen und ein
Punkt Sy des anderen Leitkreises sind Spitzen. Die vier von ihnen paarweise ausgehenden
Kurvenzweige beriihren einander in B. Es kommen zwei oder keine reellen Wendepunkte
vor. Zu den Kreistrajektorien dritter Art gehort ein reeller Kreis 0% Fiir ihn ist jede
andere Kreistrajektorie selbstinvers.

d) Die Kreistrajektorien vierter Art. Die Leitkreise haben zwei reelle Schnittpunkte
Py, P,. Das eine Kreissystem besteht aus den gleichartig, das andere aus den ungleich-
artig beriihrenden Kreisen (Fig.5). Die Kreistrajektorie vierter Art hat Spitzen auf
beiden Leitkreisen. Ihre Zweige beriihren einander paarweise in den Knotenpunkten
Py, P,. Reelle Wendepunkte kénnen paarweise auftreten. In P,, P, beriihrt die Kreis-
trajektorie einen reellen Kreis, fiir den sie selbstinvers ist.

e) Die Kreistrajektorien fiinfter Art. Ist der eine Leitkreis ein Punkt K, (Fig. 6),
so durchsetzt die Kreistrajektorie fiinfter Art die ool Kreise, die durch diesen Punkt
gehen und den zweiten Leitkreis K3 beriihren. Die Kreistrajektorie fiinfter Art hat eine
Spitze S, einen asymptotischen Punkt K, den ihre beiden Zweige in entgegengesetztem
Sinne umkreisen; sie besitzt im allgemeinen zwei reelle Wendepunkte und oo Doppel-
punkte. Der inverse Punkt K] des asymptotischen Punktes K, in bezug auf Kj ist iso-
lierter Punkt.

Die Ausartung des zweiten Leitkreises fiihrt auf ein Biischel von Kreisen als Ortho-

gonaltrajektorien. Die Fille a)—e) konnen durch reelle Kreisverwandtschaften nicht
ineinander iiberfiihrt werden.

6. Die co' Kongruenzrichtungen durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s sind
paarweise konjugiert und bilden eine Involution konjugierter Richtungen. Fiihren zwei
30*
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(algebraische oder transzendente) Regelscharen $;, R, der Kongruenz in zwei konju-
gierten Richtungen durch s, so ist jede die Regelschar %, langs s beriihrende Regelschar
zweiter Ordnung polarinvariant fiir jede R, lings s berithrende Regelschar zweiter Ord-
nung. Insbesondere gilt das von den beiden oskulierenden Regelscharen und den beiden
beriihrenden parabolischen Regelscharen zweiter Ordnung 7). Zwei Systeme von Regel-
scharen der Kongruenz, die einander iiberall in konjugierten Richtungen durchdringen,
heiBen konjugierte Systeme von Regelscharen, die Systeme ihrer Trégerflichen konjugierte
Flichensysteme. Dabei sei daran erinnert, da die Abbildung der linearen Kongruenz
durch Deutung als Fliche zweiten Grades und stereographische Projektion die konju-
gierten Flichensysteme der Kongruenz in die orthogonalen Kurvennetze der Bildebene
verwandelt.

Ihre Umkehrung fiihrt daher die Kreissysteme und die in Nr. 5 behandelten ortho-
gonalen Kreistrajektorien in die Ringsysteme von Flichen zweiten Grades (Nr.4) und
ihre konjugierten Flidchensysteme iiber. Die konjugierten Flédchen der Ringsysteme
werden im folgenden als Trajektorflichen bezeichnet. Soll von den Kreistrajektorien der
Ebene auf die Trajektorflichen der linearen Kongruenz geschlossen werden, so ist fiir die
elliptische Kongruenz von den Kreistrajektorien der euklidischen Geometrie auszugehen,
fiir die hyperboliseche Kongruenz von denen der pseudoeuklidischen Geometrie.

Da aber die Untersuchung der Kongruenz allein mittels Abbildungen unvoll-
kommen bleibt, werden die Trajektorflichen zuerst unmittelbar in der linearen Kon-
gruenz betrachtet und erst nachtréglich wird ihre durch die Abbildung vermittelte Ver-
wandtschaft mit den ebenen Kreistrajektorien herangezogen.

A. Die Trajektorflichen in der elliptischen linearen Kongruenz.

7. Die elliptische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben:
9) Pa—Ps=0, Ps—ps=0.
Zwei einscharig in der Kongruenz enthaltene (reelle) Strahlenhyperboloide H3, Hj, die
ohne Einschrénkung der Allgemeinheit konzentrisch angenommen werden kénnen und
keinen reellen Strahl gemein haben, werden bestimmt durch die Gleichungen
(10) Fe=a,ps+ ap1 =0, Tb=>bps+byp=0.
a,, ay haben gleiche Vorzeichen, ebenso by, ;. Die beiden linearen Strahlenkomplexe
I, [y mit diesen Gleichungen schneiden die Kongruenz in den Regelscharen §7, $2 der
Hyperboloide H3, H;. Die beiden Strahlenhyperboloide H 2 H: sind die Leitflachen zweier
Ringsysteme von Flichen zweiten Grades. Die oo Flichen des ersten Ringsystems be-
rithren die Leitflichen ungleichartig, und die Darstellung ihrer oo Regelscharen mittels
des Scharparameters 2 lautet:
(11) Va_l (Vaybyp, — V‘_l?b:lh) — (Vayby + Vayby) [Vasdps + Va, — 22aypel = 0
(—oo <A <+ 00).
Die oo! Flichen des zweiten Ringsystems berithren die Leitflichen gleichartig und ihre
ool Regelscharen haben die Parametergleichung
(11") Vay(Vasbapy + Vaybypa) — (Varby —Vauby) Vasdps + Vay — 2aspel = 0
(—o0 < 2 <+ o0).
Berithrt eine Fliche des einen oder des anderen Ringsystems die Leitfliche H7 langs des

7) Abhandlung II, S.178.

(13
Die

(1%)
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Regelstrahles r(p;), so ist ihre Gleichung bestimmt durch den Parameterwert

gleichzeitig ist

Ein solches Ringsystem sendet durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s(p;) im Ring-

gebiet zwischen den Leitflachen H?, H zwei reelle Flachen zweiten Grades, bedingt also
ein doppeltes ,,Richtungsfeld. Die beiden Flachenparameter 2, A, dieser Richtungen
sind bestimmt durch

o Ps(v aybypy F Varb1ps) + Pe V— Tals,

Mo = s
Gy P1Pa P by £ Vaabl
dazu gehort
0 5 e @ Ps Va4b4171 Va1b1P4) — Ps V"‘ Tuls rb

Uy P1P4(l‘ ayby £ V%

Die oberen Vorzeichen betreffen das Ringsystem erster Art (ungleichartige Berithrung),
die unteren das Ringsystem zweiter Art (gleichartige Beriihrung). Die Bestimmung der
konjugierten Flichen fithrt auf die Differentialgleichung der Trajektorflichen (Nr.. 6)
erster und zweiter Art:

(12) — pyV—Tulhdps + (ps [Vaabyp: & Vaybypal — ps Y—Tals) dps
+ (— ps [Vasbapy £ Varbips] — psV/— Talu)dps = 0.
Mit Hilfe der Kongruenzgleichungen (9) und der Pliickerschen Fundamentalbeziehung
wird p, eliminiert:
L _BEE
Pa

Dann ist die linke Seite der Differentialgleichung (12) der Trajektorflichen &quivalent
einer Differentialform in zwei inhomogenen Verinderlichen z, y:

frdz + f2dy.
Ps

Mit — P8 = 5 und — 25 = y erhdlt man
. Pa Pa

(13) {/1 = — [y (Vagh, (* + v F Varby) + aV—[aa(@* + ) —a:][ba(2® + ) — b1

' fa= @ (Vagb, (22 + 92) F Vayb) — yV—1[aa(s® + y*) —a1] [ba(2® + ¥*) — b1]

Die Differentialgleichung (12) der Trajektorflichen geht jetzt iiber in

) o =YV + ) FVab] + oV — o= + 8 — al b= + ") — 6]
z [Vagby(a® + ¥2) F Varb ] — yV—[ay(2® + ¥2) — ay] [ba(2® + %) — bl]

b
Setzt man% =1, bl = r% und deutet ry, r, als die Radien der Kreise K%, K2 in Fig. 1, so
4 4

ist die Differentialgleichung (14) der Trajektorflichen mit der Differentialgleichung (6)
der Kreistrajektorien in Nr. 5 identisch. Das war zu erwarten, weil die Abbildung der
elliptischen linearen Kongruenz auf die euklidische Bildebene die Trajektorflédchen in die
Kreistrajektorien verwandelt. Wegen der Invarianz gegen Drehungen um den Anfangs-
punkt ist die Differentialgleichung (14) durch Anwendung von Polarkoordinaten
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separierbar:
15 dp _ V— (00" —a) (bs0* —b1) |
o @ e
e Va4b4 0* + Va,b,

und hat das Integral 8)
V— (a40® — ay) (by0® — by)
Vasbs0® + Vayby
e o dinougt
s g 2 . T
Vayb, Vagbs At Tg V— (a0 ay) (b0 by) l/alb4+ C (—z<C<+a)

T -7 Gtg a, 0% — a4y ayby

l/a1 ay by b4
fiir das konjugierte Flichensystem des Ringsystems erster Art und 8)
= (aaei: ay) (bg0* — by)
Va4b4 . V‘h by
e 4
. Vayby + Vayby (— arc tg Y — (aa0* — 1) (ba0®— by) V‘j_ﬂg) LE (—nSCet)

A T - R
Varaibabe: arcctg a0 ay ayby

fiir das konjugierte Flachensystem des Ringsystems zweiter Art. Geht man den ange-
deuteten Weg zuriick, indem man zu Linienkoordinaten zuriickkehrt, so erhilt man aus (16)
bzw. (16’) das Integral der Differentialgleichung (12) in Linienkoordinaten. Als konju-
giertes Flachensystem zum Ringsystem erster Art ergeben sich die Trajektorflichen erster

Art mit der Gleichung ®)
2ups + (1 — #°) Ps
(1 — 1®) ps — 2D5 ;
— _— e ‘ —
T ) : b T Sl
— aro tg ——V Tl -, +]/a‘1b, Vs lﬁtégv rl‘ rbl/gl—bb—‘" =0 (—oo<pu<+400),
l/a4b4 P1— Valb1P4 l/ala,,bl by g a a0,
als konjugiertes Flichensystem zum Ringsystem zweiter Art die Trajektorflichen zweiter
Art mit der Gleichung?):
2ups + (1 — 1) D5
(1 — p*)ps —20Ps
4

— arc tg .___V—‘ r“r_b___ +Va‘1b4 ¥ a‘b‘( i :gl_/___rr_“ljl’l/‘_ll_bﬁ>=0 (—oo <p<400).
Vasbsapy + Vaybips V"fl‘hblb; Wy 4

Als Flichenparameter im System der Trajektorflichen dient u = tg g Den Ring-

(16) ¢ = arctg

(16") ¢ = arc tg

(17) arc tg

(17") arctg

systemen R, R’ erster und zweiter Art von Fliachen zweiten Grades mit den Gleichungen
(11), (11") sind die Systeme T 7" von Trajektorflichen erster und zweiter Art mit den
Gleichungen (17), (17") konjugiert. Die Diskriminantenfliche A der Differentialgleichung

) Tn Gleichung (16) ist s Tg oder ArGtg 7u setzen, jo nachdem ?‘—”‘&i'il V“l—';‘l <1 Beide Aus-
+ +

driicke stellen jedoch Zweige eines einzigen Gebildes dar, da sich %t g und ArCtg fiir alle Argumente 2 gemeinsam

durch In Il_-i_-_z ausdriicken lassen. In Gleichung (16) ist (im 3. Glied) sowohl die Funktion arc tg als auch

1—2
arc ctg zu beriicksichtigen.
%) Fiir die Integrationskonstante ¢ der Gleichungen (16) u. (16") ist C = 2arctg u zu setzen.




Haenzel-Reutter, DieGeometrie der linearen Strahlenkongruenz. 111, 239

(12) der Trajektorflichen hat die Gleichung

(18)  A(p;) = 4p3pi(Vasbs py + Vayb, ps)’ (a4p1 + a1py) (b4py + bypy) = 0

und enthélt die beiden Paare von konjugiert imaginiren Kongruenzstrahlen-
biischeln erster Ordnung p; = 0, p, = 0 mit je einem reellen gemeinsamen Strahle. Diese
beiden Strahlen sind isolierte Strahlen der Diskriminantenfliche. Ferner gehoren die
beiden einscharig in der Kongruenz enthaltenen Strahlenhyperboloide H3, H: mit den
Gleichungen (10) der Diskriminantenfliche an. Thre Regelscharen bestehen aus den Riick-
kehrregelstrahlen der Trajektorflichen. Endlich gehort eine Fliche 02 zweiten Grades
zur Diskriminantenfliche. Thre Regelschar hat die Gleichung:

(19) 02:Va4b4plil/a1b1p4=0, Po—pPs =0, ps—pg=0
und ist singulires Integral der Differentialgleichung (12). Die weitere Untersuchung
der Systeme 7, T’ von Trajektorflichen und der Diskriminantenfliche mit Hilfe der
Gleichungen (12)—(19) gibt folgende Resultate:

Zwet einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide
H}, Hy mit zwei gemeinsamen kon jugiert imagindren Regelstrahlen bestimmen ein Ringsystem R
von ool sie ungleichartig beriihrenden Strahlenflichen zweiten Grades. Durch einen gegebenen
Kongruenzstrahl des Ringgebietes zwischen den Leitflichen gehen zwei reelle Flichen des
Ringsystems R. Dem Flichensystem R (Gleichung 11) ist ein Flichensystem T (Gleichung 17)
von ool transzendenten Trajektorflichen erster Art konjugiert. Jede Trajektorfliche schneidet
die oot Flichen des Ringsystems in konjugierten Richtungen. Das System T der Trajektor-
flichen erster Art enthilt aufer oo! transzendenten Flichen ein reelles Strahlenhyperboloid O2.
Es ist fiir die oot Flichen des Ringsystems R polarinvariant und die Asymptotenfliche aller
Trajekiorflichen.

Jede reelle transzendente Trajektorfliche erster Art hat einen Regelstrahl s, der duperen
Leitfliche H} zum Riickkehrregelstrahl. Beide in s, anseizende Flichenschalen haben Jje einen
reellen. Wenderegelstrahl und nihern sich dem Strahlenhyperboloid 02 asymptotisch von
aupen in enigegengesetztem Umlaufsinne, wobei sie einander unendlich oft in je einem
Regelstrahl schneiden. Ebenso ist ein Regelstrahl s, der inneren Leitfliche H; Riickkehr-
regelstrakl der Trajektorfliche; die beiden von s, ausgehenden Flichenschalen nihern sich
dem Strahlenhyperboloid O* asymptotisch von innen in entgegengesetztem Umlaufsinne.
Die Trajektorfliche ist fiir ikre Asymptotenfliche O* autopolar.

Die Wenderegelstrahlen aller Trajektorflichen erster Art erfiillen die Regelschar eines
Strahlenhyperboloides W2, ihre Riickkehrregelstrahlen erfiillen die Regelscharen der Strahlen-
hyperboloide Hy, H. Die Flichen H3, Hz, W* und. die reelle Asymptotenfliche O° liegen in
einem Biischel von Regelflichen zweiten Grades.

Die Abbildung der Kongruenz auf die euklidische Bildebene verwandelt die Tra-
jektorflichen erster Art in die Kreistrajektorien erster Art (Nr. ba). Die konjugierten
Flachensysteme R, T' gehen also in die orthogonalen Kurvensysteme der Fig. 1 tber.
Sind die Leitflichen H}, Hj koachsiale Rotationshyperboloide, so liefern auch die achsen-
normalen Schnitte durch die Flachensysteme R, T die Fig. 1.

Zwet einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyper-
boloide Hy, Hy mit zwei gemeinsamen konjugiert imagindren Regelstrahlen bestimmen ein Ring-
system R’ von ool sie gleichartig beriihrenden Strahlenflichen zweiten Grades. Dem Flichen-
system R’ (Gleichung 11') ist ein Flichensystem T’ (Gleichung 17') von oot Trajektorflichen
zweiter Art konjugiert. Die Flichen beider Systeme schneiden einander in konjugierten
Richtungen. Eine Trajektorfliche zweiter Art liuft im ganzen Ringgebiet zwischen He, H
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hin und her. Jede reelle Flichenschale beriihrt dabei die gorhergehende und die folgende in
einem Riickkehrregelsirahl, so daB die Riickkehrregelstrahlen abwechselnd auf H: oder H,
liegen. Auf jeder Trajektorfliche zweiter Art liegt zwischen zwel aufeinanderfolgenden Riick-
kehrregelstrahlen ein reeller Wenderegelstrahl. Das System T’ der Trajektorflichen zweiter
Art enthilt aufer oot transzendenten Regelflichen eine imagindre Regelfliche O* zweiten
Grades. Sie ist fiir die oo Flichen des Ringsystems polarinvariant. ‘

Die Trajektorfliche zweiter Art ist fiir die imagindre Regelflache O autopolar.

Dabei ist in Gleichung (17') fiir das dritte Glied sowohl arc tg als auch arc ctg zu
beriicksichtigen. Die durch den arc tg dargestellten Flichenteile sind zu den durch den
arc ctg dargestellten Fléchenteilen in bezug auf die imagindre Regelfliche O* rezi-
prok polar.

Die Wenderegelstraklen der Trajektorflichen aweiter Art erfiillen die Regelschar eines
Strahlenhyperboloids W2, ihre Riickkehrregelstrahlen erfiillen die Regelscharen der Strahlen-
hyperboloide H3, Hy. Die Flichen HE, H, W* und die imaginire Regelfliche O® liegen
in einem Biischel von Regelflichen zweiten Grades.

Die Abbildung der Kongruenz auf die euklidische Bildebene verwandelt die Tra-
jektorflichen zweiter Art in die Kreistrajektorien zweiter Art (Nr. 5b, Fig. 2). In der
Zeichnung sind nur die dem arc tg der Gleichung (17’) entsprechenden Fliachenteile
beriicksichtigt. Sind die Leitflachen koachsiale Rotationshyperboloide, so entsteht
Fig. 2 auch unmittelbar als achsennormaler Schnitt der Flidchensysteme R, T”. l_

8. Mit Benutzung von kartesischen rechtwinkligen Koordinaten z, y, z lassen sich
die Trajektorflichen erster Art darstellen durch die Gleichung:

2puz—(1—p) gl/[—¢14(fl="+ ¥9) +au(1+29)][0a(2® + 9*) — b1 (1 +2%)]

arct

arc tg%-——arc-tg

(20) s Vasby(a®+ ) +V arby(1+27)
L Vab—Vaby o TV e+ )+ ol +A)][ba(a"+y*)—b(1 +z2)]vﬂ —0
Va,asby b, Ctg ay(2®+y?)—a,(1+2%) azb, ’
die Trajektorflichen zweiter Art durch die Gleichung:
arctgl—arctgz___———w”zmii—/_‘.zl——arctgl/[_a‘(xz+&Fal(1+zz)l[bl_(f_+ )—hd -+
@y - (1—nt)2+r2p Vagby(a® + y*)—Varb(1 +2°)

+ VEF’—;'FV@( are tgV[—a4(x2+y2)+al(i+z’)][b4(x2+y2)———b1(1 +_§ij ‘ a_l_b_4_) —0.

4 arcctg ag(2® +y?)—ay(1+2) a,by
Vaya4b1b, :

Ist in der Gleichung (17) oder.(20’) die Zahl
_Vah+Vad,

Vayasb,b,

rational, so lassen sich die simtlichen arc tg-Glieder nach dem Additionstheorem der
arc tg-Funktion zu einem einzigen Gliede zusammenfassen. Die Trajektorflichen zweiter
Art sind in diesem Falle algebraisch. Ein beweglicher reeller Regelstrahl, der die Fliche
beschreibt, kehrt nach Durchlaufen einer endlichen (geraden) Anzahl von Riickkehr-
regelstrahlen und Wenderegelstrahlen in seine Ausgangslage zuriick. Die SchlieBungs-
bedingung der algebraischen Trajektorflichen ist derjenigen der algebraischen Kreis-
trajektorien analog (Gleichung 8):.

Eine algebraische Trajektorfliche sweiter Art schlieft sich reell nach einer endlichen
Anzahl m von Umliufen im Ringgebiet zwischen zwei Strahlenhyperboloiden. Ist 2n die
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Anzahl der unterwegs angetroffenen Riickkehrregelstrahlen (sowie der reellen Wenderegel-
strahlen), so gilt:

—1)2
L 1),wo g=23,4,...

n 2g

Die Umlaufzahlen der verschiedenen Typen algebraischer Trajektorflichen zweiter Art sind
die Quadrate der natiirlichen Zahlen.

9. In Fig. 1 sind die beiden Spitzen S§;, S, der Kreistrajektorie inverse Punkte fiir
ithren Asymptotenkreis 0%, und die ganze Kurve besteht aus Paaren inverser Punkte fiir
diesen Kreis. Insbesondere werden die oo Doppelpunkte der Kurve durch die Inversion
am Kreise 0* auf der Geraden S;, S, involutorisch zu Paaren geordnet. Die Schnitt-
punkte von S, S, mit 0% sind die Doppelelemente der Involution und die beiden Haufungs-
punkte der Kurvendoppelpunkte. Da zwei fiir einen Kreis inversen Punkten der Bildebene
zwei reziprok polare Kongruenzstrahlen in bezug auf eine Fliche zweiten Grades ent-
sprechen, ergibt sich folgendes Theorem:

Eine Trajektorfliche erster Art ist autopolar im polaren Raume ihrer Asymptoten-
flache O2, ihre Regelstrahlen sind Paare von reziproken Polaren fiir das Strahlenhyper-
boloid O*. Insbesondere, ordnet dieses die beiden Riickkehrregelstrahlen und die beiden
isolierten Strahlen der Trajektorfliche einander zu und paart ebenso ihre oo' Doppelregel-
strahlen involutorisch. Die Riickkehrregelstrahlen, isolierten Regelstrahlen und die Doppel-
regelsirahlen der Trajektorfliche liegen in einer fir O* autopolaren Regelschar R? zweiter
Ordnung. Die beiden reellen Schnittstrahlen dieser Regelschar R2 mit der Regelschar der
Asymptotenfliche O sind Hdufungsstellen der Doppelregelstrahlen, ohne selber der Trajektor-
flache anzugehiren.

10. Die vollstindige Behandlung der iibrigen Arten von Trajektorﬂachen der
elliptischen linearen Kongruenz fithrt auf folgende Ergebnisse:

Zwer einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide
H3, Hy, die einander lings eines Regelstrahles b beriihren, bestimmen ein Ringsystem R
von Strahlenflichen zweiten Grades. Die oo Flichen des Ringsystems beriikren die beiden
Leitflichen Hj, Hy ungleichartig oder gleichartig, je nachdem H und H einander ein-
schliefen oder ausschliefen. Dem Flichensystem R ist ein System T von Trajektorflichen
dritter Art konjugiert. Eine Trajektorfliche dritter Art geht bei der Abbildung der Kon-
gruenz in eine Kreistrajektorie dritter Art iiber (Fig. 3). Das Flichensystem T von Trajektor-
flichen dritter Art enthalt ein reelles Strahlenhyperboloid O%. Es ist fiir die oo Flichen
zweiten Grades des Ringsystems R autopolar und beriihrt die Hyperboloide H,, Hy lings
ihres gemeinsamen Strahles b.

Eine Trajektorfliche dritter Art hat einen Riickkehrregelstrahl s, auf dem Hyper-
boloid H; (Bildpunkt S,) und einen Riickkehrregelstrahl sg auf dem Hyperboloid H; (Bild-
punkt Sg). Die vier von den beiden Riickkehrregelstrahlen ausgehenden Flichenschalen
umschliefen das Hyperboloid O® paarweise von aufen und innen und beriihren es lings
des Regelstrahles b (Bildpunkt B). Die Trajektorﬂache dritter Art ist fiir das Hyperboloid
O? autopolar.

Zwei Leitflichen H;, Hj, die einander in zwei reellen Regelstrahlen r,, r, schneiden,
fihren in entsprechender Weise auf zwei Ringsysteme und damit auf die Trajektor-
flachen vierter Art in der elliptischen linearen Kongruenz. Durch die beiden Tripel
von Gleichungen

" Hy=p1+pi+2p;=0, pp—ps=0, ps—psg=0,
(&) H2=P1+P4+%P5=0, Po—Ps =0, psg—pg=0

Journal fir Mathematik. Bd. 178, Heft 4. 31
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sind zwei Strahlenhyperboloide H2, Hy gegeben, die einander in den reellen Strahlen
r: pp=ps=0, m=—1 P=P=T1 D= +1,

Ty: P2=P5=0, P1="‘1, P3=Ps=“1s PA:"*'1

schneiden. Durch sie sind zwei Systeme von Trajektorflichen vierter Art bedingt. Die

Gleichungen der Regelscharen dieser beiden Systeme von Trajektorflichen vierter Art

lauten:
y—HHd _

(23) %3y 24pg + (pr— Pa)

(22') A Tg

2pg + MpL— Pa) + A Tg ______l—ngz_‘s__ aAr Tg
2

a0y (—1<A<+1),

1

‘71—‘1201

24pg + (p1— Pa)
1—c¢ .nd 6 =1— 2a® gesetzt ist. Die Gleichungen

wWo a =
V2 + 2¢
(232 01=P1+2P5+P4=0,
-(23) 02=P1’_2P5+P4'—=0

stellen zwei Regelscharen zweiter Ordnung dar. Thre Trigerflichen 0; 0% sind selbst
Trajektorflichen im ersten bzw. zweiten Flichensystem und sind fiir die oo! Regel-

flichen des ersten bzw. zweiten Ringsystems autopolar. Alle Trajektorflichen vierter

Art des ersten Flichensystems sind fir 0% autopolar, alle Trajektorfldchen des zweiten

Flichensystems sind es fir 0% Die Fig. 5 zeigt die Bilder der Trajektorflichen vierter

Art. Im ganzen ergibt sich das Resultat:
Zwei einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide

H?, HS (Bildkreise Ki, K2), die einander in zwet reellen Regelstrahlen ry, T schneiden,
bestimmen zwet Ringsysteme ¢on Regelflachen zweiten Grades. Die oo Flichen des einen
Ringsystems beriikren die beiden Leitflachen H3, Hj gleichartig, die oo Flichen des an-
deren Ringsystems beriihren sie ungleichartig. Jedem der beiden Ringsysteme ist ein

System von Trajektorflichen vierter Art konjugiert.
Die Trajektorfliche vierter Art (Gleichung 22 oder 22') ist i. a. transzendent und hat
oier Riickkehrregelstrahlen sg, St Se S;. Sie hat vier reelle Flichenschalen, deren zwel,

tg, tg, vOM Riickkehrregelstrahl sq (Bildpunkt Sg) zum Riickkehrregelstrahl sq (Bildpunkt Se)
fiihren, wdihrend die beiden anderen, lg, tg YON Sg (Bildpunkt Sg) nach s (Bildpunkt S%)
laufen. Auferdem beriihren die Schalen tg, te einander um Regelstrahl ry (Bildpunkt P,)
und die Schalen tg, tg beriihren einander im Regelstrahle Ty (Bildpunkt Py). Diese vier
Flichenschalen werden in den Regelstrahlen 1y und Ty paarweise von einer Regelfliche 0;
2weiten Grades beriihrt und die Trajektorfliche vierter Art ist fiir die Regelfliche 0% auto-
polar. Die Regelstrahlen und insbesondere die Riickkehrregelstrahlen s, g, und Sg, Sg
sind paarweise reziproke Polaren im polaren Raume von 0;

Fiir rationale Werte von a in (22) oder fiir rationale Werte von Y1 —a?in (22")

ist die Trajektorﬂa'iche vierter Art algebraisch.

11. Von zwei Regelscharen {7, §; zweiter Ordnung der elliptischen linearen Kon-
gruenz sei die erste in zwei konjugiert imaginére Strahlenbiischel erster Ordnung zer-
fallen. Ihre beiden Ebenen gehen durch den reellen Kongruenzstrahl k. und je eine

der beiden konjugiert imaginéren Leitgeraden. Die zweite Regelschar &% liege auf dem

Strahlenhyperboloid K3. Der reelle Kongruenzstrahl & sei die reziproke Polare von

k, im polaren Raume von K2. Die oot einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flichen
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zweiten Grades, die K3 berithren und durch &, gehen, bilden ein entartetes Ringsystem.
Sein Bild ist das Kreissystem in Fig. 6, gebildet aus allen Kreisen, die den festen Kreis
K2 beriihren und durch den Punkt K, gehen. Die Kreistrajektorien fiinfter Art aber
stellen die Trajektorflichen fiinfter Art dar, und es folgen die Sitze:

Durch eine Regelfliche K3 zweiten Grades und einen Kongruenzstrahl k, ist ein ent-
artetes Ringsystem R von ool Regelflichen zweiten Grades bestimmt, die K} beriihren und
durch k, gehen. Durch einen reellen Kongruenzstrahl gehen keine oder zwet reelle Flichen
des Ringsystems, je nachdem der Strahl von ky, durch die Fliche K; getrennt wird oder nicht.
Dem entarteten Ringsystem ist ein System T von transzendenten Trajektorflichen fiinfter
Art konjugiert.

Die Trajektorfliche fiinfter Art besital zwei konjugiert imagindre windschiefe Leit-
geraden und zwei reelle Flichenschalen 1, t;, die einander in dem Riickkehrregelsirahl s,
(Bildpunkt S,) beriikren und je einen reellen Wenderegelstrahl enthalten. Beide Flichen-
schalen haben den Kongruenzstrahl ky zum asymptotischen Strahl, indem sie ihn in ent-
gegengeseiztem Umlaufsinne umkreisen ; dabei entstehen oo Doppelregelstrahlen der Trajekior-
fliche, in denen ihre beiden Schalen einander schneiden. Endlich hat die Trajektorfliche
fiinfter Art einen isolierten Regelstrahl k. Die Strahlen ky, ki sind reziproke Polaren fiir K.

Die ool transzendenten Regelflachen eines Systems T von Trajektorflichen fiinfter
Art haben ikren asymptotischen Regelstrahl ky und thren isolierten Regelstrahl ky gemein-
sam. Ihre Riickkehrregelstrahlen erfiillen die Regelschar eines Strahlenhyperboloides K5
und die Strahlen ky, k| sind zwei reziproke Polaren fiir K.

Im polaren Raume der Regelfliche K; entspricht der Trajektorfliche fiinfter Art
mit dem Riickkehrregelstrahl s;, dem asymptotischen Regelstrahle %, und dem isolierten
Regelstrahle k; eine andere Trajektorfliche fiinfter Art mit dem Riickkehrregelstrahle
s;, dem isolierten Regelstrahle &k, und dem asymptotischen Regelstrahle %] (Fig. 6).

Zerfallen zwei Regelscharen zweiter Ordnung 87, ® der elliptischen linearen
Kongruenz bzw. in zwei konjugiert imaginire Strahlenbiischel erster Ordnung mit dem
reellen gemeinsamen Strahle r; und in zwei konjugiert imaginire Strahlenbiischel erster
Ordnung mit dem reellen gemeinsamen Strahle r,, so sind ry, r, und die Leitgeraden
der Kongruenz die Grundstrahlen eines Biischels von oo! Regelscharen zweiter Ordnung.
Das konjugierte Flichensystem ist gleichfalls ein Biischel von Regelscharen zweiter
‘Ordnung, und die Trigerflichen beider Biischel sind fiireinander autopolar. Es ergeben
sich daher keine weiteren Trajektorflichen.

Die fiinf verschiedenen Arten von Trajektorflichen in der elliptischen linearen
Kongruenz konnen durch keine reellen Kollineationen ineinander iiberfiihrt werden.

B. Die Trajektorflichen in der hyperbolischen linearen Kongruenz.
12. Die hyperbolische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben:
(24) Pe—pPs =0, ps+ps=0.
Zwei einscharig in der Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide Hj, Hj, die ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit konzentrisch angenommen werden konnen und ein-
ander in zwei reellen Regelstrahlen ry, r, schneiden, sind bestimmt durch die Gleichungen
(25) Fe = a3py + a4p1 = 0, My = bypg + bypy =0
mit a, > 0, ;> 0, b; > 0, b, > 0 oder sgn @, = — sgn a, und zugleich sgn b, = —sgnb,?).
Die beiden linearen Strahlenkomplexe I, I, mit diesen Gleichungen schneiden die Kon-
10) Die Fille a, >0, a, >0, b, >0, b, <0 oder b, >0, b, >0, a, >0, ay <O fiihren auf Ringsysteme
aus imagindren Flichen zweiten Grades mit imaginiren Polarsystemen,
. 31*



244 Haenzel- Reutter, DieGeomelrie der linearen Strahlenkongruenz. I11.

gruenz in den Regelscharen ©%, 5 der Hyperboloide H? H; Thre beiden gemein-
samen Regelstrahlen ry, 7, haben die Gleichungen:

| p1=Ps=0, ps = Ps und py =py=0, ps = — Pe-
Die beiden Strahlenhyperboloide werden von zwei Ringsystemen von je oo' Regel-

flichen zweiten Grades umhillt. Die Fléchen des ersten Ringsystems beriihren .=
ungleichartig, die des zweiten berithren gleichartig. Die Gleichungen ihrer oo! Regel-

scharen sind:
(26) Vas (Vagbaps—Varbypa)— (VarbatVasb) [V@lps—ﬁjga_——_@ps]ﬂ}(_oo<A<+°o).
(26") Va, (Vagbapy + Vaybypa)— (Va‘b4—1/a4b1) [Vay 2ps— V22ay—ay pel=0
Jedes der beiden Flichensysteme sendet durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s(p;)
zwei (reelle oder imaginére) Regelflichen zweiten Grades, bedingt also in der Kongruenz
ein doppeltes Richtungsfeld. Die beiden Flichenparameter sind:
3y — 21 Ps(Vesbaps F Varbipa) —pe/+ Talo
| ’ %4 p1pa(Varby =+ Vaghy)
Ganz wie in Nr. 7 dieser Abhandlung ist nun die Differentialgleichung der beiden Ring-

systemen konjugierten Flachensysteme aufzustellen und zu integrieren. Die konjugierten
Flachensysteme 7', T bestehen aus Trajektorflichen sechster und siebenter Art mit

den Gleichungen
2g (1 + #*) ps + 21Ps W
Gtg (1 + #*) ps -+ 21Ps
| g VTals Vagby— Vagby( are tg)TalTo]/a1ba)_
| — U e o T ab)
4 9V“4b4l’1-‘/a1b1l’4 Vaya,byb, i L ey
i oore T8 (L4 ) ps + 2ups
i Gtg (1 + ) ps + 2105
g VTal aby + Vagby o g VTaTs [a1by
| T o e a e e | =0
i 8Vagbspy +_V‘11b1P4 Va,azb,bs g la

(27) Ar

1 <p<g1).

agby

(e nd
In jeder Gleichung gilt im ersten und zweiten Glied Ar ét% fiir py< ps, im dritten

Gliede von (27') Ut gtgg jo nachdem Lrlfﬂl/‘;—llgg 1. In (27) ist im dritten Glied
a 4Y1
sowohl die Funktion arc tg als auch arc ctg zu beriicksichtigen.

Die Diskriminantenfliche der Differentialgleichung lautet:
(28) 4(p) = 4P?P3(VZ7’_4P1 +) a1b1p4)2 (a,p, + a,p;) &, p, + b,py) = 0.
Die beiden durch a,py + azp; = 0 und b, py + byps = 0 gegebenen Regelscharen zweiter

Ordnung $3, 9; werden von den Riickkehrregelstrahlen der Flichensysteme 7' T’ von
Trajektorflichen sechster und siebenter Art erfiillt. Die beiden Gleichungen

Vagbyps + Vaybyps =0 und Vaybypr — Vaybypy =0
stellen gleichfalls zwei Regelscharen zweiter Ordnung dar, deren Trigerflichen 05, 0;
als singuldre Integralflichen zur Diskriminantenfliche gehoren. Das Hyperboloid 0;
ist eine spezielle Trajektorfliche sechster Art, O eine solche siebenter Art.
Aus den Gleichungen (27) und (27"), welche die (in der Kongruenz enthaltenen)
Regelscharen der Trajektorflichen sechster und siebenter Art bestimmen, erhdlt man
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die Gleichungen dieser Flichen in kartesischen Koordinaten:

Ty o Tg2uz 4+ (1 + p?)
(29) mt@ttg? n Gtg (1 + u2)z+ 2p

_ o B Ve =) + a(T— A (b — ) + by(l — )]

Ctg Vagbs (y* — 2%) — Vayb, (1 — 22)
+ Valqu_aT_l@( arc tg V[au(y*— )+ a,(1—2%)1[bs(y°— 2%) + by (1—2%)] @_,) —0
VWIZ —arcctg ay(y*—a?) + a,(1—22) aby ’
nNoe 28 Y o T 2pz 4 (1 4 p?)
R ey M e I 510 |
o T8 Vel — ) + (T =) [0, — &) + b, (L — 2)]
Ctg Vasbs (y* — 2?) +Vasb, (1 — 22)
1 Varbs & Vasb g, T Viady* — o) + ay(T = A0y — o) + oL — 9] | fashy _
y Ctg ay(y* — 2%) 4 a,(1 — 22) asb, )

a,ayb,b,
In (29) und (29’) gilt im zweiten Gliede Ar Tg oder Ar €tg, je nachdem |z|=1. (In
samtlichen Gliedern ist fiir Argumentwerte x> 1 der At g p durch den Ar Gtg u zu
ersetzen.) Ihre Schnittkurven senkrecht zur z-Achse, z = konst., erhalten mit 2 — o Ging,

=eCojg fir y=u1,]2]21 baw. s =0C0f ¢, y =0 Ging fir y=z, |z|<1
die Form:
2 —_— 2 2 J— 1
(30) ¢ = At gg V[aAQ o= i(i z )]&9 + bi(1 —z?)]
tg V%ba@z = Valbl(i_zz)

_ Vapa—Vagh, ( are tg V{a,e* + a;(1—)][bag* + 5,0—2] | /arb,

)+c (—oo<c<+00),

170—_1041711;, arc ctg 4,08 F a,(1—22) a5,
' g V[aye* + ay(1 — )] [b,0" + by(1 — )]
(30°) ¢ = At il | [0
@tg Vad b4 92 + Val b1(1 —22)
Varby + Vasby o, To Viase® + a(T— )1 [be* + b (T — )17 /agh
_h_______m 4 1 a 1 azby ™ '
i/dla4b;b_4 r@tg 0,0* + a,(1 —2%) a,b, il [~5058 Lido)

Die Schnittkurve des Hyperboloides 07 mit der Ebene z = konst. ist die Hyperbel mit
der Gleichung

(31) Vagba(y* — a?) + Vaby(1 —22) = 0.
Geht jetzt in der Gleichung (30) p? - — -Z—lg—l (1 — 2%), so nihert man sich der durch
Vs

(31) gegebenen Hyperbel; gleichzeitig ergibt sich :

Iim ¢ = joo.

o'—>— ?::—: (1—2%)
o

Die Trajektorflichen sechster Art haben daher das reelle Strahlenhyperboloid 0} zur
Asymptotenfliche ihrer imaginiren Flichenschalen. Das Gesamtergebnis lautet folgender- -
maBen:

Zwei einscharig in der hyperbolischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyper-
boloide H:, H: mit zwei reellen gemeinsamen Regelstrahlen ry, ry bestimmen ein Ringsystem R
von ool sie ungleichartig beriihrenden Strahlenflichen zweiten Grades (Gleichung 26). Dem
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Flichensystem R ist ein Flichensystem T von oo transzendenten Trajektorflichen sechster
Art konjugiert (Gleichung 27 und 29). Durch einen gegebenen Kongruenzstrahl gehen zwei
reelle oder imaginire Flichenschalen des Systems T. Die Regelscharen von H2, Hj, bestehen
aus den Riickkehrregelstrahlen der Trajektorflichen sechster Art. Zu den Trajektorflichen
sechster Art gehort aufer oot transzendenten Flichen ein reelles Strahlenhyperboloid 03; es
ist fiir die oot Strahlenflichen sweiten Grades des Ringsystems autopolar. Die transzendente
Trajektorfliche sechster Art hat das reelle Strahlenhyperboloid 0% zur Asymptotenfliche
ihrer imaginiren Flichenschalen und ist fiir OF autopolar.

Dabei ist in Gleichung (27) und (29) im dritten Gliede sowohl arc tg als auch
arc ctg zu beriicksichtigen. Die durch den arc tg dargestellten Flichenteile sind zu den
durch den arc ctg dargestellten Flichenteilen in bezug auf das Strahlenhyperboloid 0;
reziprok polar.

Die Strahlenkyperboloide H2, H; bestimmen auferdem ein Ringsystem R' von ool

sie gleichartig beriihrenden Strahlenflichen zweiten Grades (Gleichung 26"). Dem Flichen-
system R’ ist ein Fldichensystem T’ von ool transzendenten Trajektorflichen siebenter Art

konjugiert (Gleichung 97" und 29'). Das Flichensystem R’ enthalt ein reelles Strahlen-
hyperboloid 0;. Es ist fir die oot Flichen zweiten Grades des Ringsystems R’ autopolar. Die
iranszendente Trajektorfliche siebenter Art hat mit dem Strahlenhyperboloid 0 die beiden
reellen. Regelstrahlen 14, T3 gemein und ist fir 0; autopolar.

V—a}b"*'-————?‘—lh rational, so ist die Tra-
. Va,a,b,b4

jektorflache siebenter Art algebraisch, ein Verhalten, das dem der Trajektorfliche
sweiter Art in Nr. 8 bei gleicher Vorbedingung entspricht. Eine SchlieBungsbedingung
wie dort ist damit im Reellen nicht erfillt, weil €g im Reellen keine periodische Funk-

tion 1st.

Ist in Gleichung (29’) der Ausdruck 7z =

= A B E B B s m A =

g &

B E

FE1 F5ed
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Fig. 7 stellt einen Schnitt senkrecht zur z-Achse durch die Flichensysteme R, R’
dar. Die Hyperbeln %2, 72 sind die Schnittkurven der Hyperboloide H}, Hj. Sie werden
von den Flichen zweiten Grades der Ringsysteme R oder R’ ungleichartig oder gleich-
artig beriihrt. Die reellen Flichen beider Ringsysteme erfiillen den Bereich B. (Als
Beispiele der ungleichartigen und der gleichartigen Beriihrung sind die Hyperbeln r
und 7} verzeichnet, m}, m, sind die entsprechenden Mittelpunktsorte.) Die reellen trans-
zendenten Trajektorflichen sechster und siebenter Art erfiillen gleichfalls den Bereich B,
wiihrend im Streifenbereiche B zwischen den Hyperboloiden keine reellen Flichen-
schalen dieser Flichen verlaufen. Die reelle Asymptotenfliche O fiir die imaginiren
Schalen der Trajektorflichen sechster Art verlduft im Bereiche B (Schnittkurve 03).
Die Hyperbel o; ist die Schnittkurve des Hyperboloides 0;.

t ; )
»
hi .
&
D
A %
q
-

Fig. 8.

b

o

-
.’\

In Fig. 8 ist die Kurve #; der Schnitt einer Ebene senkrecht zur z-Achse mit der
Trajektorfliche sechster Art (Gleichung 30, ¢ = 0), in Fig. 9 stellt die Kurve #; den
entsprechenden Schnitt durch die Trajektorflache siebenter Art dar (Gleichung 30’, ¢ = 0).

Endlich ergibt sich, daB die Trajektorflichen sechster und siebenter Art nur kon-
jugiert imaginére windschiefe Wenderegelstrahlen besitzen. Ihr geometrischer Ort ist
ein reelles Strahlenhyperboloid W2 im Bereiche B (Schnittkurve % in Fig. 7).

13. Zwei reelle mit ihren Regelscharen in der Kongruenz enthaltene Regelflichen
zweiten Grades, die einander lings eines Kongruenzstrahles beriihren, sind Leitflichen
eines Ringsystems von Regelflichen zweiten Grades. Die konjugierten Flichen sind die
Trajektorflichen achter Art. Eine Trajektorfliche achter Art ist fiir eine reelle Strahlen-
fliche 0* zweiten Grades autopolar.

Zwei je einscharig in der Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide H?, H} mit
zwei konjugiert imaginiren gemeinsamen Regelstrahlen bedingen in der Kongruenz ein
Ringsystem R gleichartig beriihrender und ein Ringsystem R’ ungleichartig beriihrender
Flichen zweiten Grades. Die beiden zu R, R’ konjugierten Flichensysteme T, T’ be-
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stehen aus Trajektorflichen neunter Art. Die beiden Strahlenhyperboloide H?, H} seien
durch die beiden Gleichungstripel

Hy=p, + ps+2cps =0, pe—pPs=0, ps+ps=0,
: 2
H2=P1+P4+?P5=0: pe—ps =0, ps+ps=0

gegeben. Sie schneiden einander in den reellen Leitgeraden der Kongruenz und in den
konjugiert imaginédren Regelstrahlen

n: p=—1, pa=ps=0, =+4+i, pp=+1, pg=—1

rg: p=—1, p= ps=0, Pa=‘-' pa=+1, ps=+2.

Die Gleichungen der beiden Systeme T, 7' von Trajektorflichen neunter Art
lauten dann:

(32) are tg 235 1+ 1_(1(’ 1 :p a) + arct gVHlo —are t, VH‘gz =0
P+ (Pr—Pa) 2 2 ] Ry P
2p¢ + A (pr— pa) V H\H,0 Y —H, H,y6
32’) arc tg —£8 1 4 +arct 1 2 I—ataretgl —Lr"2— =
(32) 8“27'Pe+ (P1—P4) T €0, —1—d g]/ — a20,
wo 6 =1—2a% a= 1721_5—2—0—2 gesetzt ist. Die Gleichungen

O,=p1+2p5+pi=0, Op=p—2p5+ps=0
stellen zwei Regelscharen zweiter Ordnung der hyperbolischen linearen Kongruenz dar.
Thre Trégerflichen O, OF liegen bzw.in den Systemen 7, 7°. Die Trajektorflichen
neunter Art des Systems 7' sind fiir rationale Werte von a algebraische Flichen, die

Trajektorfliichen des Systems 7 smd es fiir rationale Werte von /1 — a®. Insbesondere
erhiilt man das Ergebnis:

Die Trajektorfliche neunter Art ist fiir eine reelle Regelfliche (0% oder O3) zweiten
Grades autopolar. Sie hat mit ihr auper den beiden reellen Leitgeraden zwei konjugiert
imagindre Regelstrahlen gemein.
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14. Durch eine einscharig in der hyperbolischen Kongruenz enthaltene Regel-
flache K? zweiten Grades und einen nicht auf ihr liegenden Kongruenzstrahl % sind
oc! einscharig in der Kongruenz enthaltene Flichen zweiten Grades bestimmt, die K2
beriihren und durch % gehen. Sie bilden ein entartetes Ringsystem der Kongruenz. Die
eine Leitfliche K2 sei bestimmt durch

K = a,p, + a;py = 0.
Die andere zerfillt in die beiden reellen Ebenen E;, E, durch % und die beiden Leitgeraden
der Kongruenz. Fiir die folgende analytische Darstellung fallt der Strahl %k mit dem
in der Kongruenz enthaltenen Durchmesser von K2 zusammen. Die konjugierten Regel-
flichen dieses entarteten Ringsystems sind die Trajektorflichen zehnter Art.

Die Regelschar der Trajektorfliche zehnter Art wird in die hyperbolische lineare
Kongruenz durch einen transzendenten Strahlenkomplex eingeschnitten mit der Gleichung

g (1 + 0?) ps + 20 pg K _ g K -
(24) gIt@tg(i+<12)10.;+2<r105+l/auvl %@tgl’awl_o bde =44

Im ersten Gliede ist 9t Tg oder At Ctg zu setzen, je nachdem py < pg oder Ps > Pe-
Im dritten Gliede heiBt es %t Tg oder Yr Ctg, je nachdem a,p, > K oder ayp; < K.
Fir die Trajektorflichen selbst gilt die Gleichung
e I8Y o 8202+ (L +0Y) | 1/alF— ) T a(i —7)
Ctg z Ctg (1 + o2)z + 20 ay(y* — 2?)
oy 28] /%(y?—2*) + a,(1 —2°)
g | L =0.

Im zweiten Gliede gilt %r g fiir |z| > 1, Ar Gtg fiir |z] < 1. Die Schnittkurve der
Trajektorfliche zehnter Art senkrecht zur z-Achse hat mit z — e Ging, y=p0Cof ¢
fir y=2z, |2/ =1 baw. 2 = 9 Cof ¢, y = o Gin ¢ fiir y=2, |z 1 die Gleichung
ag0® + a,(1 — 22 Tg1/as0* + a,(1 — 22
(34) g = _l/ 40 a“le(2 )+ mr@tg 40 a‘].e(2 )
Aus ihr ist zu ersehen:
lim ¢(]z] > 1) = lim ¢(|z| < 1) = ico.
o*—>+0 e*—>—0

+c¢ (—oo<e<+o0).

Mit anderen Worten:

Eine Trajektorfliche zehnter Art ist konjugierte Regelfliche fiir ein entartetes Ring-
system der hyperbolischen Kongruenz gebildet aus oo' Regelflichen zweiten Grades, die eine
gegebene Regelfliche K2 zweiten Grades beriihren und durch einen gegebenen Strahl k gehen.
Die Trajektorfliche zehnter Art ist transzendent. Sie hat den Strahl k zum asympiotischen
Regelstrahl ihrer imagindren Flichenschalen.

Fig. 10 zeigt in der Kurve #,, den Schnitt einer Trajektorfliche zehnter Art senk-
recht zur z-Achse (Gleichung 34, ¢ = 0).

15. Die parabolische lineare Kongruenz scheidet fiir die Untersuchung der Trajektor-
flichen aus. Denn einmal liegen in der parabolischen linearen Kongruenz keine Ring-
systeme von Regelfléichen zweiten Grades, da alle einscharig in der Kongruenz enthaltenen
Regelflichen zweiten Grades einander ohnehin lings der vereinigten Leitgeraden der
Kongruenz beriihren. Zum andern artet auch der Begriff der konjugierten Richtung
in der parabolischen Kongruenz aus. Ein vorgegebener Kongruenzstrahl s liegt in einem
Strahlenbiischel erster Ordnung von Kongruenzstrahlen, dessen Ebene o durch s und
die vereinigten Leitgeraden geht und dessen Mittelpunkt S der Schnittpunkt von s

mit den vereinigten Leitgeraden der Kongruenz ist. Einer jeden durch s gehenden
Journal fiir Mathematik. Bd. 178, Heft 4, 32
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Fig. 10.

Richtung ist aber die durch den Strahlenbiischel S(o) gegebene Richtung konjugiert.
Die Involution konjugierter Richtungen durch einen Kongruenzstrahl ist eine para-
bolische. Weitere Arten von Trajektorflichen gibt es also nicht.

"1IL. Die Trajektorflichen im polaren Raume einer Regelfliche zweiten Grades.

16. Es gibt zehn Arten von transzendenten Trajektorflichen. Die Trajektor-
flichen erster bis fiinfter Art haben zwei konjugiert imaginire windschiefe Leitgeraden,
die Trajektorflichen sechster bis zehnter Art haben zwei reelle Leitgeraden. Die Trajektor-
fliichen erster bis vierter und sechster bis neunter Art sind die allgemeinen. Fir sie gilt
nach Abschnitt IT A, II B das Theorem:

Eine allgemeine Trajektorfliche ist autopolar im polaren Raume einer nicht zerfallenen
(reellen oder imagindren) Strahlenfliche zweiten Grades. Die beiden (reellen oder konjugiert
imaginiren) Leitgeraden der Trajektorfliche sind Leitgeraden der Strahlenfliche zweiten
Grades. Die Regelstrahlen der Trajektorfliche sind paarweise reziproke Polaren des polaren
Raumes.

Im polaren Raume einer reellen Strahlenfliche zweiten Grades liegen:

a) Autopolare Trajektorflichen erster Art. Die vier reellen Schalen der Trajektor-
fliche nihern sich der Inzidenzfliche paarweise von innen und auBien asymptotisch
(Nr. 7—9 u. Fig. 1).

b) Autopolare Trajektorflichen dritter Art. Ihre vier reellen Flichenschalen be-

~ riihren die Inzidenzfliche lédngs eines gemeinsamen Regelstrahles (Nr. 10 u. Fig. 3).
¢) Autopolare Trajektorflichen vierter Art. Ihre vier reellen Schalen beriihren die

Inzidenzfliche paarweise lings zweier reeller Regelstrahlen (Nr. 10 u. Fig. 5).

b) Autopolare Trajektorflichen sechster Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit-
geraden und zwei reelle Regelstrahlen mit der Inzidenzfliche gemein. Thre imaginiren
Schalen haben die Inzidenzfliche zur Asymptotenfliche (Nr.12 u. Fig. 8).

e) Autopolare Trajektorflichen siebenter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit-
geraden und zwei reelle Regelstrahlen mit der Inzidenzfliche gemein (Nr.12 u.
Fig. 9). :
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f) Autopolare Trajektorflichen achter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leitgeraden
mit der Inzidenzfliche gemein und beriihren diese lings eines reellen Regelstrahles
(Nr. 13).

g) Autopolare Trajektorflichen neunter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit-
geraden und zwei konjugiert imaginire Regelstrahlen mit der Inzidenzfliche ge-
mein (Nr. 13).

Im polaren Raume einer imaginidren Fliche zweiten Grades mit reellem Polar-
systeme liegen autopolare Trajektorflichen zweiter Art (Nr. 7—8 u. Fig. 2). Eine solche
Trajektorfliche zweiter Art hat ihre beiden konjugiert imagindren (windschiefen) Leit-
strahlen und zwei konjugiert imaginire (windschiefe) Regelstrahlen mit der Inzidenz-
fliche des polaren Raumes gemein.

17. Die nicht ausgearteten Trajektorflichen sind die einzigen bisher bekannten
transzendenten autopolaren Flichen im polaren Raume einer Fliche zweiten Grades.
Die ausgearteten Trajektorflichen, namlich die Trajektorflichen fiinfter und zehnter
Art, fithren auf eine neue Eigenschaft des Polarsystemes der Regelfliche zweiten Grades.

Eine reelle Regelfliche K2 zweiten Grades und ein sie nicht berithrender reeller
Strahl k& bestimmen ein der Fliche einbeschriebenes Tangentialtetraeder. Der Strahl %
trifit die Regelfliche in zwei reellen oder konjugiert imaginiren Punkten, ist daher mit
zwel reellen oder konjugiert imaginidren Regelstrahlen r;, r, und mit zwei reellen oder
konjugiert imaginéren Leitstrahlen /;, [, inzident. Die drei Strahlenpaare ry, ry, J, Iy
sowie & und seine reziproke Polare k' sind die drei Gegenkantenpaare des Tangential-
tetraeders. Der Strahl & und seine Polare &’ liegen in einer hyperbolischen oder elliptischen

“linearen Kongruenz R; mit den Leitgeraden ry, r,; in dieser Kongruenz ist die Leitschar
der Fliche K* enthalten. Die Strahlen k, k' liegen ferner in einer hyperbolischen oder
elliptischen linearen Kongruenz L; mit den Leitgeraden I, J,; in dieser Kongruenz ist
die Regelschar der Fliche K” enthalten. Die linearen Kongruenzen R}, L; sind beide
gleichzeitig entweder elliptisch oder hyperbolisch. Im ersten Falle bedingen der Strahl &
und die reelle Regelfliche K* zweiten Grades in der elliptischen linearen Kongruenz R;
nach Nr.11 ein System von Trajektorflichen fiinfter Art, ebenso in der elliptischen
linearen Kongruenz L). Im zweiten Falle bedingen sie in der hyperbolischen linearen
Kongruenz R; nach Nr. 14 ein System von Trajektorflichen zehnter Art, ein ebensolches
Flachensystem bedingen sie in der hyperbolischen Kongruenz Lj. Mit Riicksicht auf
Nr. 11 und 14 ergibt sich nunmehr:

Ein Strahl k, der eine Regelfliche K* zweiten Grades in zwei konjugicrt imagindren
Punkten schneidet, bedingt zwei Systeme S,, Sy von je oo transzendenten Trajekiorflichen
finfter Art. Jede Trajektorfliche T fiinfter Art des Flichensystemes S, hat je einen Regel-
strakl r von K* zum Riickkehrregelstrahl und hat den Strahl k zum asymptotischen Strahl
ihrer beiden reellen Flichenschalen; jede Trajekiorfliche Ty fiinfter Art des Flichensystems S,
hat je einen Leitstrahl | von K2 zum Riickkehrregelstrahl und hat den Strahl k zum asymp-
totischen Strahl. Den Flichensystemen S,,S; sind im polaren Raume von K2 zwei eben-
solche Flachensysteme S,, S zugeordnet. Ihre oo Flichen haben die reziproke Polare k'
von k zum asymptotischen Strahl threr reellen Flichenschalen.

In Fig. 6 geht die Kurve 7, aus t; durch Inversion am Kreise 42 hervor. Ihr

asymptotischer Punkt ist K. #; und 7, sind die Bilder zweier durch den polaren Raum
von K* einander zugeordneter Trajektorflichen fiinfter Art mit den asymptotischen
Strahlen k (Bildpunkt K,) und %’ (Bildpunkt K}).
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Ein Strahl k, der eine Regelfliche K* zweiten Grades in zwei reellen Punkten schneidet,
bedingt zwet Systeme S,, S; von je oo! transzendenten Trajektorflichen zehnter Art. Jede
Trajektorfliche Tyy zehnter Art des Flichensystemes S, hat einen Regelstrahl von K2 zum
Riickkehrregelstrahl, jede solche Fliche des Flichensystemes S; hat einen Leitstrahl von K?
zum Riickkehrregelstrahl. Die Flichen beider Flichensysteme aber haben den reellen Strahl k
zum asymptotischen Strahl ihrer imagindren Flichenschalen. Den beiden Flichensystemen
S,, S; sind im polaren Raume von K2 zwei ebensolche Flichensysteme S,, S; zugeordnet.
Ihre oo! Flichen haben die reziproke Polare k' von k zum asymptotischen Strahl ihrer
umagindren Fldchenschalen.

In Fig. 10 ist die Hyperbel %% der Schnitt der Bildebene mit der Regelfliche K2,
der Punkt K ist der Schnittpunkt mit dem Strahle k. In der Kurve t,, schneidet die
Bildebene die Trajektorfliche 7y, Die Spitze S dieser Kurve liegt demnach auf der
Hyperbel k%, weil T, ihren Riickkehrregelstrahl auf K2 hat. Die Kurve #,, endlich geht

aus ¢, durch Inversion an der Hyperbel k% hervor. Sie stellt den Schnitt der zu T,

reziprok polaren Trajektorfliche dar. Die unendlichferne Gerade der Bildebene ist die
reziproke Polare k' von k.

Eingegangen 30. August 1937.
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