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Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. III.
Von G. Eacnzel und F. Rentter in Karlsruhe.

Im Anschluß an die beiden vorhergehenden Abhandlungen 1) wird im folgenden

eine Theorie der Oskulation in der linearen Strahlenkongruenz entwickelt (Abschnitt I).
Die Bestimmung des oskulierenden Hyperboloides längs eines Regelstrahles führt auf
zwei weitere mit einer gegebenen Regelfläche .R verknüpfte Regelflachen: Die Haupt-
achsenlläche der oskulierenden Hyperboloide, bedeckt von.rden Tripeln von Haupt-
achsen der oskulierenden Regelfläche zweiten Grades einer Regelfläche -R, und die

Evolutenregelfläche. Während die erstere eine Begleiterin jeder Regelfläche ist, kann
man von eiler Evolutenregelfläche nur bei den in der linearen Kongruenz enthaltenen
Regelflachen sprechen. Dort spielen sie die gleiche Rolle wie die Evolute einer Kurve
in der Ebene.

Das Hauptziel der Arbeit aber ist die Behandlung einer neuen Flächenklasse. Die
fräher behandelten Hngsystene von Regel-flächen zweiten Grades 2) in Verbindung
mit dem -_$egpi-ffp'..&p-+iugxerter Richtungen 3) in der linearen Kongruenz führen jetzt

--, -*ni+€{fträ'iion Difierentialgleichungen auf merkwürdige, bisher ganz unbekannte Flächen
und Flächensysteme, die in der hyperbolischen und der elliptischen linearen Kongruenz
enthalüen sind (Abschnitt II). Die allgemeinen Typen dieser neuartigen transzendenten
Regefflächen sind im polaren Raume einer (reellen oder imaginären) Regelflache zweiten
Grades autopolar und können sie zur Asymptotenfläche haben. Sonderfälle dieser

Flächensysteme vermitteln ein neues Theorem über den polaren Raum der Regelfläche
zweiten Grades (Abschnitt III).

I. Die Hauptachsenfläche der oskulierenden Eyporboloiilo unil ilio Evolutonregelsohar
in ilor linsaron Kongruenz.

1. Für eine Parameterdarstellung einer gegebenen Regelschar ffi sind die homo-
genen Linienkoordinaten p, (i: !,2r. ..,6) Funktionen eines reellen Parameters t. Die

sechs Funktionen
(t) h: Pa(t\

seien bis auf einzelne t-Werte einschließlich ihrer ersten und zweiten Ableitungen stetig
difierenzierbar. Einen Regelstrall s mit dem Parameterwert t greifen wir heraus. Die
S llngs s oskulierende Regelschar Sz zweiter Ordnung läßt sich als Schnitt von drei
linearen Strahlenkomplexen bestimmen, analyüisch daher durch die drei folgenden
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Gleichungen in laufenden Koordinaten pd darstellen:
(fupiltt) * FzPs(rt) * FaPa(t) * F*Pt(rr) + PaPz(4) * loPs(tr) :0,

(2) lprpl(tl) + F,pLQt) * F*t(tl) + FEpl,(tr) + pspi$) * Fap|(tr) :0,
Iprpl'(rr) * FzpL'(t) 1- Frp'J (r1) + Fapl'(tr) + Bspi(tr) * PeP'"' (4.): o'

Die Koeffizienten der bestimmenden linearen Komplexe sind die Funktionswerte der
pc (r) und ihrer ersten beiden Ableitungen an der Stelle t. Zur A-bkürzrrng gilt für die
weitere Darstellung:

{poquqr} :
p,(t) pkftl n,Q) 

|piu) p'r(L) piq l.p;'(t) p;'(t) pi'(t)l

(3)

(4)

Mit Benutzung dieser Abkürzung werden folgende Koeffizienten eingeführt:
ar : {P&sPr}, azz : {PzPaPa) , ass : {PsPrPe}, a+E: {PtFrPs]r ,

an: tl{pnprpr}*{prpnpu\Jt ats: Ll{,PuPrPu\*{pnptpu}lt dt+: tL{pnptpr)*{PrPrPu}f,
azs: äl{pnprpu}*{prpupr\1, az4: ä[tprprpn]*{prprpu}1s aa': tL{PrPrpu}*{P"PtP.}l'

Das oskulierende Hyperboloid (Paraboloid) r?2 mit der Regelschar S2 hat in homo-
genen.Punktkoordinater frt,.. ., rn die Gleichung :l

orr*?r+ azzr?* a"r*!+ onn*l+2(arrnr*rl ar"rrnrl arnrrtnl ar"rrrr{ arnrrxnl a"orrrn):0 '
Die zugehörige bilineare Form liefert für den Mittelpunkt (h: yz: yr: yn) des '':''!:

oskulierenden Hyperboloides die drei Gleichungen
Zarry1 * anaz * üßUz * auUa: 0,
anAt * 2azzAz * -üzaAz -f azaUa, = 0l . .,
aßAr * 4.w[z * -&gg"-*z**'Qstga,= 0'''"'" 'ii:i€;;r:"

ne" Mittetp"nliso* des oskulierenden Hyperboloides A2 (Regelschar S2) für die all-
gemeine Regelfläohe Ä (Regelsohar ffi) ist eine Raumkurve rnh ihre analytisehe Qleichung
lautet:

lorn atz aßl l}a' otn ar"l 12a, Qtz atEl l2ott atz otri
(5) !Jt: Uz: lJri A+:lorn 2on or"lrl &tz az+ om Iti arr 2an arol:l arr 2ar2 az"i'

I orn ar" 2a""1 | &ta as+ 2orrl I ats az, er'l I ats az" fur"l
Nach den Gleichungen (3) und (1) sind sämtliche a7 Funktionen von t, und es

handelt sich in (5) um eine Parameterdarstellung des Mittelpunktortes ne, der osku-
lierenden Hyperboloide. Jeder feste Wert von t bedingt nach (1) den oskulierten Regel-

strahl der Regelfläche .R und nach (5) den Mittelpunkt des oskulierenden Hyperboloides.
Gleichung (4) stellt für festes I das oskulierende Hyperboloid selbst dar. Aus ihr er-
geben sich seine Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenlängen.

Z. Die Regelschar S, deren oskulierende Hyperboloide im vorhergehenden Ab-
schnitte konstruiert wurden, liege in einer (hyperbolischen, parabolischen oder ellip-
tischen) linearen Kongruenz. Alle ihre oskulierenden Hyperboloide sind gleichfalls in
der Kongruenz enthalten. Die durch Gleichung (5) dargestellte Mittelpunktskurve 14
der oskuiierenden Hyperboloide liegt in der Fluchtebene der Kongruenz, da die Mittcl-
punkte aller in der Kongruenz einscharig enthaltenen Flächen zweiten Grades die Flucht-
ebene erfüllen. Die Hauptaclsen der oskulierenden Hyperboloide liegen im Haupt-
achsenkomplex der linearen Kongruenz.

Der Hauptachsenkomplex der linearen Strahlenkongruenz wurde von Herrn
Jblles a) untersucht, und zwar rein synthetisch. Die oo3 einscharig in der Kongruenz

a) St. Jolles, Die Hauptachsenflächen tlerBüschelschareu aus tlen einscha,rig in einer linearen Strahlen&ongruenz

enthaltenen Flächen zweiten Gratles, Journ. l, reine u. angew. Mathomatik 1?2 (1935)' S. 1-24'
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enlhaltenen Flächen zweiten Grades bilden bekanntlich eine lineare Mannigfaltigkeit
dritter Stufe, einen Gebüschverband. Jeder Punkt der Fluchtebene p der Kongruenz
ist der Mittelpunkt von ool Flachen dieser Mannigfaltigkeit. Sie bilden eine Büschel-
schar konzentrischer Flächen. Jede Gerade I der Fluchtebene trägt die Mittelpunkte
rron ooa einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flächen zweiten Grades. Sie bilden
ein Bündelheer solcher Flächen, und die Gerade t ist die Zentregerad,e des Bundel-
heeres. Das Bündelheer umfaßt oo2 Büschelscharen von Flächen zweiten Grades,.deren
Mittelpunkte die ZenLragerade erfüllen. Darunter sind oor Büschelscharen konzen-
trischer Flächen. Das Bündelheer läßt sich durch diese Büschelscharen konzentrischer

, Flächen erschöpfen. Der Gebüschverband aller in der linearen Kongruenz enthaltenen
Flächen zweiten Grades kann aus oo2 Bündelheeren mit je einer Zentrageraden zu-
sammengesetzt werden. Die Zentrageraden sind die Strahlen der Fluchtebene.

. Die Hauptachsen der einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flächen zweiten
Grades bilden den quadratischen Hauptachsenkomplex der linearen Kongruenz. Die im
quadratischen Hauptachsenkomplexe enthaltenen Regelflächen werden Hauptachsen-
flächen genannt. So erfüllen die Hauptachsen einer Btischelschar konientrischer Flächen
zweiten Grades einen Kegel zweiter Ordnung als Hauptachsenfläche der Büschelschar.
Eine Büschelschar von Flächen zweiten Grades mit einer eigentlichen Zentrageraden f
hat zur Hauptachseirflarhe eine biquadratische Regelflache ?r mit , als Gerade dreifacher
Punkte.

3. Die Mittelpunktskurve m, d.er oo1 oskulierenden Hyperboloide einer Regel-
flache,R liegt in der Fluchtebene p d,er linearen Kongruenz. Jeder Punk|vonm,ist der
Mittelpunkt eines Kegels zweiter Ordnung des Hauptachsenkomplexes. Die Regelfläche -R
gibt so Anlaß zur Entstehung einer allgemeinen Kegelreihe mit der Zentrakurv e m,. Die
Anwendung der Hauptachsen'f,idnsfdrmation auf Gleichung (4) bestimmt auf jedem Kegel
der Kegelrgibe*die#uptachsen des oskulierenden Hyperboioides. Daher iolgt:

' D{C *1 Hauptachsentripel der oslulierenden Hyperboloid,e einer Regel,ftache R erfütten
d,ie ,,Hauptachsenflriche der oshulierenden Hyperboloid,e". Sie hat den Mittelpunktsort d,er
d'ic Regelfläche R osltulierenrJen Hyperboloi.de zar d,reifachen Karve.

Von den ooq Durchmessern eines oskulierenden Hyperboloides liegt einer in d,er
linearen Kongruenz. Die Mittelpunktskurve m, ist also Leitkurve einer weiteren in der
Kongruenz enthalüenen Regelschar, erfüllt von oo1 Durchmessern der oo1 oskulierenden
Hyperboloide. Mit anderen Worten:

Die in der linearen Kongruenz enthaltenen ar Durchmesser d,er oskulierenden Hyper-
boloid'e einer Regelflriche R erlüllen d,ie ,rEoolutenregelschar" von R. Ihre Trägerflriche heißt
d'ie Evolntenregelflriche; sie hat die (reetlen oder konjugiert imaginriren) Leitgerad,en rler
Kongruenz und, den Mittelpunktsort der oskulierenden Hyperboloid,e zu Leitkurven.

Erinnern wir uns an die schon früher benutzte Abbildung der linearen Kongruenz' durch Verwandlung in eine Flache zweiten Grades mit anschließender stereographischer
Projektion. Der Hauptachsenkomplex der linearen Kongruenz und damit die Haupt-
achsenfläche der oskulierenden Hyperboloide, sowie ihre Mittelpunktskurve werden von
der Abbildung nicht erfaßt. Wohl aber die Evolutenregelschar der oskulierenden Hyper-
boloide. Wird die Regelflache ,R der Kongruenz auf die Kurve r abgebildet, so geht die
Evolutenregelschar auf die Evolute der Kurve r über. Die Normalen der Kurve r enL-
sprechen den oo1 parabolischen Regelscharen der linearen Kongruenz, welche die Regel-
schar ffi in konjugierten Richtungen s) schneiden. Da die Evolute von den Kurven-
normalen umhüllt wird,, ergibt sich der Satz:

Die Eaolutenregelfltiche einer Regffiriche R ist die Hüllfltiche der at zur Regelfläche R
lrcnj ugierten S tr altlenp araboloide.

231
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Die Fußpunkttransformation ebener Kurven;,,die Inversion, die Transformation
ebener Kurven durch Polaren 5) in bezug auf einen Kreis und andere Theoreme
finden in gleicher Weise in allen Einzelheiten ihre Gegenbilder in der Geometrie der
linearen Kongruenz. Doch handelt eB sich bei den entsprechenden Transformationen der
linearen Kongruenz um spezielle Beispiele zu einer allgemeinen Theorie der Berührungs-
transformationen in der Liniengeometrie.

II. Die Trajektorflächen iler Ringsysteme von Regelflächen zweiton Grailes.
4. Zwei gegebene Flächen zweiten Grades H?,,H| werden von zwei'Rings5rstemen

von Regelflächen zweiten Grades umhtillto). Die ool Flächen des einen Ringsystemsbe-
rühren die beiden Leitflächen n?, n|gleichartig, die oo1 Flächen des anderen Ringsystems
berühren sie'ungleichartig. Die Mittelpunktsorte der Flächen beider Ringsysteme sind
zwei ebene Kurven vierter Ordnung in der Fluchtebene; die in der Kongruenz enthaltenen
Durchmesser dieser Flächen erfüllen zwei Regelscharen vierter Ordnung. Die schon haufig
benutzie Abbildung der Kongruenz durch Verwandlung in eine Flache zweiten Grades
mit anschließender stereographischer Projektion bildet die beiden Leitllächen El, hfr, auf
zwei Kreise K\, K'r.ab, die Flächen der beiden Ringsysteme aber auf die (gleichartigen
und ungleichartigen) Berührungskreise von Kl, f! 1fig. 1-6). Die zwei feste Kreise
K|, KZ berührenden Kreise sind schon von J. Steiner eingehend behandelt worden. Ein

Fig. 1.

Fg. 3.

5) S. Lie, Geometrie der Berährungsbansformationen,
6) Abhanilluag II. Nr.8.
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Fig. 6.

solches System von (gleichartigen oder ungleichartigen) Berührungskreisen heiße ein
Steinersches 

-Kreissystem. Merkwürdigerweise ist bisher eine Familie von Kurven un-
bekannt geblieben, die als senkrechte Trajektorien der Steinerschen Kreissysteme erhalten
werden können. Trotz dieser einfachen Erzeugungsart stellt diese Kurvenfamilie unter
der großen Zahl von transzendenten Kurvenarten keine uninteressante Erscheinung
dar. Wir nennen sie kurz Kreistrajektorien.

6. Die vollständige Untersuchung der Kreistrajektorien kann auf eine Anzahl
Difierentialglei.cbungen zurüekgeführd werden' Sie liefert folgende Ergebnisse, die für
die späteren liniengeometrischen Betrachtungen von Bedeutung sind:

a) Die Kreistrajektorien erster Art. Die Leitkreise 1(1, X?, Aaben keine reellen
Schnittpunkte. Der eine Leitkreis Kl schließt den andern ein und die oo1 Kreise des
Kreissystems berühren beide Leitkreise ungleichartig (Fig. t). Durch reelle Kreisver-
wandtschaft kann Fig. t in Fig. 4 verwandelt werden: Beide Leitkreise schiießen einander
aus und werden von den Kreisen des Kreissystems gleichartig berührt. In beiden Fällen
gibt es einen und nur einen reellen Orthogonalkreis O2 zu den oo1 Kreisen des Kreis-
systems. Sind K1(r, A), Kz(r,A), O(r,y) die Potenzen der drei Kreise K?, 14,O2, so

sind die Kreistrajektorien erster Art die Integralkurven der DifTerentialgleichung

(6) y':a'?\*'a).+"1@" n ' O(n, a) - a /-Tr@, a\:Tr@, fr
mit der Diskriminantenkurve

(7\ O'(r, A) . Kt(x, A) . Kz@, U) . @2 * A')z :0 .

Die Kreistrajektorie erster Art beginnt daher in einem Punkte .S, des Leitkreises Kl mit
zwei Zweigen, die in J, eine Spitze bilden. Jeder hat einen reellen Wendepunkt. Beide
Zweige nähern sich dem reellen Kreise Oz asymptotisch von außen, ihn in entgegen-
gesetztem Umlaufsinne umkreisend. Eine zweite Spitze hat die Kreistrajektorie im
Punkte Srvon Kf,. Ihre beiden Zweige nähern sich dem Asymptotenkreise 02 von innen
in entgegengesetztem Umlaufsinne. Bei jedem voilen Umlauf zweier äußeren oder zweier
inneren Zweige entstehen je zwei Doppelpunkte. Die Kreistrajektorie ist für ihren Asym-
ptotenkreis selbstinvers.

In Fig. t ist zudem fi : 0, A : 0 isolierter Punkt der Kurve.

4.-Y*,
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b) Die Kreistrajektorien zweiter Art. Die beiden Leitkreise schließen einander ein
und werden gleichartig berührt (Fig. 2). Durch eine geeignete reelle Kreisverwandtschaft
entstehen daraus zwei einander ausschließende Leiükreise mit ungleicharbiger Berührung
durch die ool Kreise des Kreissystems. Die Kreistrajektorie zweiter Art hat in einem
Punkte J, des einen Leitkreises eine Spitze. Die beiden von dort ausgehenden Zweige er-
reichen mit je einem reellen Wendepunkte den anderen Leitkreis, wo sich weitere Zweigemit Spitzen ansetzen usf. Die Kreistrajektorien zweiter Art sind für einen imaginären
Kreis O2 selbstinvers. In Fig. 2 ist zudem fr: A, U :0 isolierter punkt der Kurve.

Ist die Quadratwurzel aus dem Radienverhältnis der Leitkrei ," llE: Z eineVr, q
rationale Zahl, so sind die Kreistrajektorien zweiter Art in Fig. 2 atgebraische K-urven.
Ein bgweglicher Kurvenpunkt kehrt dann nach Durchlaufen äitrrr *dti.hen (geraden)
Anzahl von Spitzen und Wendepunkten an seine Ausgangsstelle zurück. Di; Kreis-
trajektorie schließt sich um den inneren Leitkreis nach ein o-cler mehreren Umläufen. Ist
m die Zahl der Umläuf e, n die Zahl der Spitzen auf jedem der beiden Leitkreise und g eine
ganze Zahl, so lautet die Schließungsbedingung:

(g:2r3,4,...).
Es gibt daher nur eine algebraische Kreistrajektorie zweiter Art, die sich nach einem
Umlauf schließt, sie hat innerhalb dieses Umlaufes vier Spitzen auf jedem Leitkreise.
Die nächsthöhere algebraische Kurve schließt sich nach vier Umlaufen mit sechs Spitzen
auf jedem Leitkreise usf.

e) Dte Kreistraiektorlfru dritter Art. Die beiden Leitkreise berühren einander
äußerlich oder innerlich ini_inem puntte,A (Fig,Q). Ein pu*t rSa des einen und ein
3+1,5u des'ander+n Leitkreises sind spiizen.:Diä viri" +;nihnen pJ;"iJ;;sgÄ"rra"r,
Kurvenzweige berühren einander in B. Es kommen zwei oder keine reellen Wenäepunktevor. Zu d,en Kreistrajektorien dritter Art gehört ein reeller Kreis O2. Für ihn ist leaeandere Kreistrajektorie selbstinvers.

d) Die Kreistraiektorien pierter Art. Die Leitkreise haben zwei reelle Schnittpunkte
Pr, Pr. Das eine Kreissystem besteht aus den gleichartig, das andere aus den ungleich-artig berührenden Kreisen (Fig. 5). Die Kreistrajektorie vierter Art hat Spitzen aufbeiden Leitkreisen- Ihre Zweige berühren einandir paarweise in den Knotänpunkten
Pr, Pz. Reelle Wendepunkte können paarweise auftreien. In Pr, P, berührt die Kreis-
trajektorie einen reellen Kreis, für den sie selbstinvers ist.

e) Die Kreistrajektorien lünlter Art. Ist der eine Leitkreis ein Punkt l(, (Fig. 6),
so durchsetzt rlie Kreistrajektorie fünfter Art die oo1 Kreise, die durch diesen punkt
gehen und den zweiten Leitkreis K! bertihren. Die Kreistrajektorie fünfter Art hat eine
Spitze Jr, einen asymptotischen Punht ffr, den ihre beiden Zweige in entgegengesetztem
Sinne umkreisen; sie besitzt im allgemeinen zwei reelle Wendepunkte und oo1 Doppel-
punkte. Der inverse Punkt ({ des asymptotischen Punktes K, in bezug auf. Kf,ist iso-

Die Ausartung des zweiten Leitkreises führt auf ein Büschel von Kreisen als Ortho-gonaltrajektorien. Die Fälle a)-e) können durch reelle Kreisverwandtschafüen nicht
ineinander überführt werden.

6. Die oo1 Kongru'enzrichtungen durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s sind
paarweise konjugiert und bilden eine Involutiqn konjugierter Richtungen. Führen zwei

30*
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(algebraische oder transzendente) Regelscharen S., Sr der Kongruenz in zwei konju-
gierten Richtungen durch s, so ist jede die Regelschar ffit l:ings s berührende Regelschar
zweiter Ordnung polarinvariant für jede ffi2 längs s berührende Regelschar zweiter Ord-
nung. Insbesondere gilt das von den beiden oskulierenden Regelscharen und den beiden
berührenden parabolischen Regelscharen zweiter Ordnung 7). Zwei Systeme von Regel-
scharen der Kongruenz, die einander überall in konjugierten Richtungen durchdringen,
heißen konjugierte Systeme von Regelscharen, die Systeme ihrerTrägerflächen konjugierte
Flächensysteme. Dabei sei daran erinnert, daß die Abbildung der linearen Kongruenz
durch Deutung als Fläche zweiten Grades und stereographische Projektion die konju-
gierten Flächensysteme der Kongruenz in die orthogonalen Kurvennetze der Bildebene
verwandelt.

Ihre Umkehrung führt daher die Kreissysteme und die in Nr. 5 behandelten orüho-
gonalen Kreistrajektorien in die Ringsysteme von Flächen zweiten Grades (Nr.4) und
ihre konjugierten Flächensysteme über. Die konjugierten Flachen der Ringsysteme
werden im folgenden als Trajektorflrichen bezeichnet. Soll von den Kreistrajektorien der
Ebene auf die Trajektorflächen der linearen Kongruenz geschlossen werden, so ist für die
elliptische Kongruenz von den Kreistrajektorien der euklidischen Geometrie auszugehen,
für die hyperbolisehe Kongruenz von denen der pseudoeuklidischen Geometrie.

Da aber die Untersuchung der Kongruenz allein mittels Abbildungen unvoll-
kommen bleibt, werden die Trajektorflächen zuerst unmittelbar in der linearen Kon-
gruenz betrachtet und erst nachträglich wird ihre durch die Abbildung vermittelte Ver-
wandtschaft mit den ebenen Kreistrajektorien herangezogen.

A. Die Trajektorflächen in iler elliptischen linearen Kongruonz.

?. Die elliptische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben:

(9) Pz- Ps : 0, Ps- Pa: 0 '

Zwei einscharig in der Kongruenz enthaltene (reelle) Strahlenhyperboloide A!,, Hf,, aie
ohne Einschränkung der Allgemeinheit konzentrisch angenommen werden können und
keinen reellen Strahl gemein haben, werden bestimmt durch die Gleichungen

(10) lo : arp+ * anpt: 0, fu : btP+ 4- b*h: 0 -

ar, an haben gleiche Vorzeichen, ebenso br, 0n. Die beiden linearen StrabJenkomplexe
t-,, [-r mit diesen Gleichungen schneiden die Kongruenz in den Regelscharen $1, $! der
Hyperboloid e n!, nf,. Die beiden Strahlenhyperboloide H?, HZ sind die Leitflächen zweier
Ringsysteme von Flächen zweiten Grades. Die oo1 Flächen des ersten Ringsystems be-
rühren die Leitflächen ungleichartig, und die Darstellung ihrer oo1 Regelscharen mittels
des Scharparameters ,1 lautet:

(tt ) l/'r({ rfrp, - y' aru'p n) - U;n +' /;n) l/ o, t p, a / a, - tz aopJ : 0
(-oo < ]'. < * "o).

Die oo1 Ftächen des zweiten Ringsystems berühren die Leitflächen gleichartig und ihre
oo1 Regelscharen haben die Parametergleichung

(tL' ) l/ o, (1/ a nu np, + | arn, p n) - Vnn - l/ ;F) lV o 
^t' 

p u + / aL=Fa rPol : 0
(-oo <1< *-).

Berührt eine Fläche des einen oder des anderen Ringsystems die Leitfläche H\längs des
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Regelstrahlos r(pn), so ist ihre Gleichung bestimmt, durch den Parameterwert

^: - d,,
gleichzeitig isl,

11s :1/ir- 1?aa: - ff.
Ein solohes Ringsystem sendet durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s(p;) im Ring-

gebiet zwischen den Leitflächen Hl, Hf, zwei reelle Flächen zweiten Grades, bedingt also

äin doppeltes ,,Richtungsfeld". Die beiden Flächenparameter lr, X, dieser Richtungen
sind bestimmt durch

, aL pu(/onkpr+ l"tbtp) + p,l/- .,Fb.
/u1 ,2 : _ 

&4. 
_'

dazu gehört

w1 aL Pu(1/anfiP'+ /afi'P'\ - Pul/- fFt
'':r- %' -

Die oberen Vorzeiohen betrefTen das Ringsystem erster Art (ungleichartige Berührung),
die unteren das Ringsystem zweiter Art (gleichartige Berührung). Die Bestimmung der
konjugierten Flächen führt auf die Differentialgleichung der Trajektorflächen (Nr. 6)
erster und zweiter Art:

(12) - p,1/- rTodpn+ brl/i*unp, *lütrpJ- pul:T,r)apu
+ (- pu Ll "nt'p' a1/;T'rJ - pr{J"h)dp, : 0.

Mit Hilfe der Kongruenzgleichungen (9) und der Plückerschen Fundamentalbeziehung
wfud pt eliminiert:

p': --pJ i*p? '
Po'

Dann ist die linke Seite der Dillerentialgleichung (12) der Trajektorflächen äquivalent
einer DifTerentialform in zwei inhomogenen Veränderlichen n, yz

. lritn * lrdy
Mit-P_u:* und -b:u erhält manP+ P+

,, o\ [ f, : -lu U;fr @2 * a'') + l/ arb,) + LV-WJFTFf-ATFIF+F\-ü)t"' llr: n(/ifr,(n'* a')+l/;y'r)-a '

Die DilTerentialgleichung (12) der Trajektorflächen geht jetzt über in

,,,\, aU/a"b'(rz * y2)+ Gnl + *l/
I lltltrirr s: '

Setzt manA : ü,,y: r? und deutet rr, r, als die Radien der Kreise X?, XZinFig. t, soct4 '' b+

ist die Difrerentialgleichung (14) der Trajektorflächen mit der Differentialgleichung (6)
der Kreistrajektorien in Nr. 6 identisch. Das war zu erwarten, weil die Abbildung der
elliptischen linearen Kongruenz auf die euklidisclie Bildebene die Trajektorflächen in die
Kreistrajektorien verwandelt. Wegen der Invarianz gegen Drehungen um den Anfangs-
punkü ist die Dillerentialgleichung (tL) durch Anwendung von Polarkoordinaten
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separierbar:

(15)

und hat das Integral 8)

(16) 9: arctg

!i@:--tüsL=9
l/ffip' T V arb'

rIE
0-:'dp

I
I

:..$1
',:
T
,ü

n
!

l lotbt
v ;i,

_rr?=p*, 
ä,? ryl*,., (-n { c < * n}

l/ atanbtbn

für das konjugierte Flächensystem des Ringsystems erster Art und 8)

(16')E:äfc*m
l/nfir+lr'fr ( atc1gl=@;rz- ü (bnPz-u'\

l-arcctg ü+Qz - trtv;nT,ü' \ V*). t (-n{c <*n)

für das konjugierte Flächensystem des Ringsystems zweiter Art' Geht man den ange-

deuteten weg zurück, i"au* *"t "o 
Linienkoordinaten zurückkehrt, so erhältman aus (16)

bzw. (16,) das Integral der Differentialgleichung (12) in tinienkoordinult";..Als konju-

giertes Flächensystem zum Ringsystem erster Art ergeben sich die Trajektorflächen erster

Art mit der Gleichunge)
.2ppu*(-rr?Pu(17) arctg @1rp,

4trtt
fl
ti,ft{t

"ffi
rddrtr
4Uh4
#
*il
üfu

u
ü
G

. ti-T-fb ,lo,h-v&*Efr!-P- arc 'r y;n ;:Voüo,= -m"
als konjugiertes Flächensystem zum Ringsystem
Art mit der Gleichunge):

zweiter Art die Trajektorflächen zweiter

(17') arcrgS+#=ffi

- arc rrJfr,,- *l{' + t/;F^( ^'" tgl-i'Vm:' (-*<pr<*oo)'
- 

v onbnp, + r"rrpr+ -m \-arc ctg ---f;

Als Flachenparameter im System der Trajektorflächen dient pr :Lg+' Den Ring-

systemen ä, -R'erster und zweiter Art von Flächen zweiten Grades mit den Gleichungen

(tt), (rt,) sind die systeme T, T' von Trajektorflächen erster und zweiter Art mit den

Gleichungen (L7\, (L7"')konjugiert. Die Diskriminantenfläche A der Difierentialgleichung

e; rn Gleichun* (16) isr qrtg oiler !ftGtg zu seüzen, je nachttem lffilffiu, Beide aus'

++
tträcke stellen jedocb Zweige eines einzigen Gebildes clar, da sich llu 5g und ?k6tg für alle Argumente a gomeinsam

ilurch ln l#lausrbäcken 
rassen. In Gleichung (16,) ist (im B. Glie.) sowohl die Funktion arctg ars auoh

arc ctg zu berücksichtigen.
e) Fitu ilie Integrationskonstante C

-0 (-oo<pr<l-*),

ituüh
ff
EM

ütr
"$ttq3e
mt
ft[f,der Gleichungen (16) u. (16') ist C : 2 arctg p nu set'zen'
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(12) der Trajektorflächen hat die Gleichung

(18) A(pu) : +p?pZVnF^n *Varbrpn)' @np, * a*+) (b+h * bflEl :0
und enthält die beiden Paare von konjugiert imaginären Kongruenzstrahlen-
büscheln erster Ordnung pr :0, pa: 0 mit je einem reellen gemeinsamen Strahle. Diese
beiden Strahlen sind isolierte Strahlen der Diskriminantenfläche. Ferner gehören die
beiden einscharig in der Kongruenz enthaltenen Strahlenhyperboloide H?, HZ mit den
Gleichungen (10) der Diskriminantenfläche an. Ihre Regelscharen bestehen aus den Rück-
kehrregelstrahlen der Trajektorflächen. Endlich gehört eine Flache O2 zweiten Grades
zur Diskriminantenfläche. Ihre Regelschar hat die Gleichung:

(19) 9z - 1/afi4h ty'a[tp4 : 0, pz- ps: 0, pa - po : 0
und ist singuläres Integral der Differentialgleichung (L2). Die weitere Untersuchung
der Systeme T, T' von Trajektorflächen und der Diskriminantenfläohe mit Hilfe der
Gleichungen (12)-(19) gibt folgende Resultate:

Zwei einscharig in d'er elliptischen linearen Kongruenz enthaltene StrahlenhEperboloid,e
E?, H7 mit zwei gemeinsamen konjugiert imaginriren Regelstrahlenbestimmen ein RingsEstem R
eon qr sie ungleichartig-berültrenden Strahlenflächen zweiten Grad.es. Durch einen gegebenen
Kongruenzstrahl des Ringgebietes zr.vischen d,en Leitflriehen gehen zwei reelle Ffujchen d,es
Ringsystems R. Dem Fltichensystem R (Gleichung Ll) ist ein Fltichensystem T (Gleichung L7)
eon a! transzendenten Trajektorfltichen erster Art konjngiert. Jed,e Trajektorflriche schneid,et
die xt Fltichen des Ringsystems in konjugierten Richtungen. Das System T d,er Trajektor-
flacheru erster Art enthtilt aufler ar transzend,enten Fkichen ein reelles Strahlenhyperbofoid Oz.
Es ist für d.ic xr Flächen des Ringsystems R polarinvariant und, die Asymptotinfltiche aller
Traj*tnffichen.

Jde reelle transzenilente Trajektotrfläche erster Art hat einen Regelstraltl s, d.er tiußeren
Leffiache H! zum Rückkehrregelstrahl. Bei.d,e in s, ansetzend,e Fkichenschalen haben je einen
reellen Wend,eregelstrahl und nrihern sich dem Strahlenhyperboloid, Oz asymptotisch pan
auSen in entgegengesetztem Umlawfsinne, wobei sie eitzand,er unend,Iich olt in je einem
Regelstrahl schneiden. Ebenso is:t ein Regelstrahl s, d,er inneren Leiffiache He, Rückkehr-
regelstrahl d,er Trajektorfläche; d.ie bei.d,en aon sz au,sgehend,en Fltichenschalen itihern sich
dem Strahlenhyperboloid' Oz asymptotisch von innen in entgegerugesetztem Umlaufsinne.
Die Trajektorfltiche ist lür ihre Asymptotenfläche Oz autopolar.

Die Wenderegelstrahlen alter Trajektorflächen erster Art erlütlen d,ie Regekchar eines
StrahlenhyperboloidesWz, ihre Rückkehnegelstrahlen erlüllen d,ie Regelscharen d,er Strahlen-
hyperboloäte Hl, Hl. Die Fltichen H?, H7, W unit. d,ie reelle Asym,ptatenftache O2 liegen in
einem Büschel ()on Regelflächen zweiten Grad,es.

Die Abbildung der Kongruenz auf die euklidische Bildebene verwandelt die Tra-
jektorflächen erster Art in die Kreistrajektorien erster Art (Nr. 5a). Die konjugierten
Flächensyst'eme ,R, ? gehen also in die orthogonalen Kurvensysteme der Fig. t über.
Sind die Leitflächen A?,, n|koachsiale Rotationshyperboloide, so liefern auch die achsen-
normalen Schnitte durch die Flächensysteme R, T die Fig. t.

Zwe-i einscharig in d,er eltiptischen linearen Kongraenz enthaltene Strahlenhyper-
boloi'ite H1, H?mit zwei gemeinsamen konjugiert imagintiren Regelstrahlenbestimmen ein Ring-
sAstenx R' pon aa sie gleichartig berührend,en Sffahlenfltichen zweiten Grad.es. Dem Fttichei-
sgstem R' (Gleicltung LL') ist ein Fltichensystem T' (Gleichang !7') von. xt Trajektorfltichen
zweiter Art konjugiert. Die Fttichen beid,er Systeme schneid,en einand,er in konjugierten
Richtungen. Eine Trajektorflt)clte zweiter Art ltiuft im ganzen Ringgebiet zwischen H?, Hz



240 H aenael Reutter, Dde Geornch4e d'er linPurm Strahlmlwngruznz' Ill'

hin unil her. Jed,e reelle Fltichenschale berührt ilabet d,ie oorhergehenile unil d,ie lolgende in

einem Rücltlrchrregelstrahl, so d,afi d,ie Rückhehrregektrahlen abwechselnil aul Hl od'er H2'

Iiegen. Auf jeiter Traje)tt;nflache zweiter Art liegt zwßchen zwei aaleinanilerlolgenilen Rück-

kehrregelstrahlen ein ieetter Wenileregelstrahl, Das Sgstem T' d'er Traiektotflachen' zweiter

Art enthtilt auPer xL ttanszend,enten Regelflächen eine imaginäre Regelfltiche Oz zweiten

Grad'es. Sie istt lür itie qt Flächen d'es Ringsystems polarineariant'

Die Trajektorfltiche zweiter Art ist lür itie imaginäre Regelfläche o2 autopolar'

Dabei ist in Gleichung (L7') für das dritte Glied sowohl arc tg als auch arc ctg zu

berücksichtigen. oie aorrrr"a.t u." tg dargestellten Flächenteile sin-d 'i i..t: du13h den

arc ctg dargestellten Flächenteilen in beäug auf die imaginäre Regelflache Oz tezi-

prok polar. 7 -t- -.
Die Wend,eregelsTahlen d,er Trajektorflä,chen zweiter Art erlüllen din Regelschat eines

Strahtenhyperbotoids W2, ihre Rückkihrregelstrahlen erlütten die Regelscharen d'er STahlen-

iiirlrirlr"*,, H?,H,r. oi, Fturhrn H'r,HZ,w' nnd, itie imaginäre Regelflriche o'liegen

iÄ'einern Büschet von Regelfltichen zweiten Grades'

Die Abbildung der Kongruenz auf die euklidische Bildebene verwandelt die Tra-

i.ttornarrr'* zweitä Art in Jie Kreistrajektorien zweiter Art (Nr. 5b, Fig. 2)' In der

Zeichnung sind nur die dem arc tg der Gleichung (17') entsprecheoden Flächenteile

berücksichtigt. sind die Leitflächen koachsiale Rotationshyperboloide, se-$ntstdht

;'t;. t auch"unmittelbar als achsennormaler Schnitt der Fläohensysteme R'', T''
8. Mit Benutzung von kartesischen rechtwinHigen Koordinate\ fr, u, a lassen sich

dieTrajekto,na,nene?ste"l"tdarstellendurchdieGleichung:.-',. :., F+m=frc+4
ar c rs ! - ^,*s\=#il- *, t uMW

(20)

*@3u*Ef, 41,ffi:.-,,,
i;,"W^

die Trajektorflächen zweiter Ari durch die Gleichung:

arctg!-^r"*zm -^*"'ru
(20') 1*o-'* t/;T^+l;i'i arc t'sl 1l4\:o'' !,n'\-ur."tg i Vono'l

f atanbrbn

Ist iri der Gleichung (17') oder'(2O') die ZahI

, :l o'tn + t/^ot
V ar;Jfr

rational, so lassen sich die sämtlichen arc tg-Glieder nach dem Additionstheorem der

arc tg-Funktion zu einem einzigen Gliede zusammenfassen' Die Trajektorflächen zweiter

Art sind in diesem Falle algebäsch. Ein beweglicher reeller Regelstrahl, der die Fläche

beschreibt, kehrt nach Durchlaufen einer endlichen (geraden) Anzahl von Rückkehr-

rö"iri-"rrrln und wenderegelstrahlen in seine Ausgangslage zurück'- Die schließungs-

bedingung der algebraischän Trajektorflächen ist lerjenigen der algebraischen Kreis-

trajektorien'analog (Gleichung 8) :.

Eine algebraische Trajektorfltiche zweiter Art schtießt sich reell nach einer endlichen

Anzah| nx eon untltiulen rä Ringgebiet zwischen zwei strahlenhyperboloiden' Ist 2n die
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Anaüil. d,er unterwegs angetrofrenen Rückltehrregelstrdhlen (sowie d,er reellen Wenderegel-
strahlenl, so gilt: 

m _(g_ r),;: T' wo g:2'3' 4' ' ' '
Dic Umlaulzahleru d.er perschied.enen Typen algebraischer Trajektorflächen zweiter Art sinil
ilie Quadrate der natürlichen Zaltlen.

9. In Fig. { sind die beiden Spitzen Sr, S, der Kreistrajektorie inverse Punkte für
ihren Asymptotenkreis o2, und die ganze Kurve besteht aus Paaren inverser Punkte für
diesen Kreis. Insbesondere werden die oo1 Doppelpunkte der Kurve durch die Inversion
am Kreise o2 auf der Geraden 5r, ^9, involutorisch zu Paaren geordnet. Die Schnitt-
punkte von.9r ^9, mit o2 sind die Doppelelemente der Involution und die beiden Häufungs-
punkte der Kurvendoppelpunkte. Da zwei für einen Kreis inversen Punkten der Bildebene
zwei reziprok polare Kongruenzstrahlen in bezug auf eine Fläche zweiten Grades ent-
sprechen, ergibt sich folgendes Theorem:

Eine Trajel*orfläche erster Art ist autopolar im polaren Raume ihrer Asgmptoten-
fldche O2, ihre Regelstrahlen sind, Paare von reziproken Polaren lür ilas Strahlenhyper^
boloid O2. Insbesondere, ord,net dieses die beiden Rückkehrregelstrahlen und, d,ie bei.d,en
isolierten Strahlen d,er Trajektorfltiche einander zu, and paart ebenso ihre aL Doppelregel-
straltlen involutorisch. D"ie Rückkehrregelstahlen, isolierten Regelstrahkn und, dii-Doppel-
regelstrahlen der Trajektorflriche liegen in einer lür Oz autopolaren Regelschar ftz zweiter
Ordnung. Die beillen reellen Schnittstrahlen dieser Regelschar 82 rnit d,er Regelschar d,er
Asgmptotenfltiche Oz sind, H tiulungsstellen d,er Doppelregelstrahlen, ohne selbier der Trajektor-
flHE anrugehören." lO. Die vollständige Behandlung der übrigen Arten- von Trajektorflächen der
e[ipüiseher linearen Kongruenz führt auf folgendö Ergebnisse:
-',:. .$wei einscharig in d,er elliptischen linearen Kongruenz etlthaltene StrahlenhEperboloid,e

4, n7, d'ie einqnd,er lcings eines Regelstrahles b berühren, bestimmen ein Riigsystem R
t)on Strahlenfldchen zweiten Grades. Die at Fkichen d,es Ringsystems berühren d,ie bei.d,en
Leitfltichen H?, HZ unglei,chartig oiler gleichartig, je nachd,em i1r2, und, Ef, einand,er ein-
schli'eßen od,er ansschliellen. Dem Fltichensystem R ist ein System T pon Trajektorfltichen
dritter Art konjugiert. Eine Trajehtorfltiche dritter Art geht bei d,er Abbililung d,er Kon-
gruenz in eine Kreistrajelttorie dritter Art über (Fig" 4. Das Fltichensystem T von Trajektor-
fltichen dritter Art enthtilt ein reelles Strahlenhyperboloid, O2. Es ist lür d,ie at Flcichen
zweiten Grad,es d,es Ringsystems R autopolar and, berührt die Eyperbotoide H\, Ef, langs
ihres gemeinsün1.en Strahles b.

Eine Trajektorflriche dritter Art hat einen Rückkehrregelstralrl sn aul d,em Hyper-
boloid, nf, @itdpunkt Sn) and, einen Rückkehnegelstrahl su aul d,em Hyperbatoid, Hl @ild-
punkt Su). Die rtier von d,en beiden Rückkehrregelstrahlen ausgehenden Fkichenschalen
umschlieBen d'as Eyperbotoid. Oz paarweise enn aupen und. innen untl berühren es kings
des Regelstrahles b (Bildpunltt B). Die Trajektarfläche dritter Art ist lür d,as Hyperboloid.
Oz autopolar.

Zwei Leitflächen Hl, Af,, die einander in zwei reellen Regelstrahlen rr) rzschneid.en,
Iühren in entsprechender Weise auf zwei Ringsysteme und damit auf die Trajektor-
Ilächen vierter Art in der elliptischen linearen Kongruenz. Durch die beiden Tripel
von Gleichungen

Ht: pt* p* * 2c pu:0, pz-pe:0, pt_ pe:0,
(21) ü 2 ^ ^flz: pr* pn+; fu:0, pz-pt:0, ps-pa:0

Jmrnal ftu ldathematik. Bd. 1?8. Eeft 4. 31
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sind zwei Strahlenhyperboloide H'r, H" gegeben' die einander in den ittt*" 
Strahlen

rtt Pz:Ps:0, U;:-\' Ps:P--s:*L' Pnn=I\'
';', oo'r=or'r:ö', 'p't: _ 1, Pr: Pi- -t' ,!:1 It

schneiden. 
';"J; -*"Jt* '*tt är*'*e von ]raier'to'nacn;i^If,".::%*f":'*fä:, ?l;

älL'il'ü. JJJ:iä;iffJ#' d;J#;;i; dilil von rra j ekr orn ächen vierter Art

lauten:

(zz) lrr gg W+#J * *, nnuEry - a 2rr "uryr.i*^'
(22',\ i6;Tip,-v,J

L-cwo dt: ffiund d - |'-)az gsse\zt ist" Die Gleichungen

(23) Ot:Pt*ZPs*Pn:0'
(23') Or: Pt-ZPu * Pn:O

stellen zwei Regelscharen zweiter Ordnung-dar. Ihre Trägerflächen O"'O?' sind selbst

Trajektorflachen im *rsten bzw. zweite' Flarhrrr*ystem und sind für die oo1 Regel-

flächen des ersten bzw. zweiten nirrgryst.*t-""i"i'"f*' Alle Trajektorflächen vierter

Art des ersten Flächensystems sind für o" autopolar, alle Trajektorflächen des zweiten

Fläehensystems sind ", fü, O!. Die Fig- ä '"igi die Bilder der Trajektorflächen vierter

Art. Im ganzen ergibt sich das Resultat:

zwei einscharig in d,er elliptischen lineaten Kongruenz enthaltene s-trahtenhEperboloid'e

H7, H', (Bililhreise K?, K'r), d'ie einand'e.t in zwei reellen Regelstrahlet| tL' tz schneid'en'

bestimmen zwei Ringsysteme Qon Regelfla'then "*'*"nGrailes'" 
Di" *t Flächen des einen

Ringsystems WrAnren Aie bei,ilen Leitfltichen H1', Hg gleichartig' ilie et Flächen d'es an-

ileren Ringsystems"irirnrrn sie ungteichäii-'-' nai* d'er bJia'n Ringsysteme ist ein

Tgir* voi "fraiektorflächen pierter Art koniugiert'

Die Traiektorfltiche pierter Art (Gteichnn[ zz oar, 22'.) ßt i. a, ffanszendent und hat

pier Rüchkeh*egelsttrahlen s61s[, su, 5[. sie itat (/ier reelle Flüchenschalen' d'eren zwei'

tu, tlu, vom Rücklrchrregelstrahl s6 (Bild'p-an,lt' s6) zum Rück]rchrregelstrahl su (Bitilpnnkt S'u\

führen, währenil d,ie beid,en anderen, tu,f'ur ron s'u (Bild'punkt s'6\ nach s'u @ildpunkt s'u)

laufen. Awßerd,em berühren d,ie Schalen"ru,,ru ,i*ond'er im Regelsttahl r' (Bitd'punkt Pt)

und' d,ie Schalen ttu,itu berühren einand'er im Regetstrahle r' (Bild'punkt P'\' Diese pier

Flächenschalen werd'en in ilen Regelsttahlen r' und' 
" 

poo'*'i" 'on 'in" Regelfläche O\

zweiten Grud,es berührt nnd, die Trajektorfltiche pierter Art,ßt lür d'ie Regetfttiche ol anto'

polar. Die Regeti"s,tl,rahten und, insbeso"ärrt an Rückkehrreg'elstrahlen su' s'u' und' su'' s'u

sind, paarweise reziproke Polaren im polaren Raume {'on O'

Für rationale werte von o in (22) oder für rationaleherte von y7= az in (22')

ist die irajektorflache vierter Art algebraisch'

11.v*,*,i*egelscharens?,n;zweiterordnungderelliptischenlinearenKon-
gruenz sei die "";;.-i;zwei 

konjugi.ä i*"gi"are Straülenbüschel erster ordnung zer-

fallen. Ihre beiden Ebenen gehen aorrr, f,ur reellen Kongruenzstrahl,fu und je eine

der beiden konjugiert imaginären Leitgeraden' Die zweite Regelschar S| tiege auf dem

Strahlenhyperrotlia r3. Der reelle ioo**oto'*trahl ki sei clie reziproke Polare von

k, im polaren Raume uon K'r. Die oo1 einJharig in der Kongruenz enthaltenen Flächen

rrct
S€i!
f:l
st€il!

ertd
drur
(bl
^Ad
Art

g6-u
(.B&I
scfrd
g4Et
f,ffi
ttufr

-&rt i
f,nr-
rdr

üfrd
neldq't
Kang
mrüG(n
dGr ß
Daß I
ffir
sich d

Koqg

l

I

Zwei r

Einsct
ander

t
mit q,
Die be

q
{r i=



E aenz el,- Reutter, Die Geomettrie ilnr l,ivtearm Strahl'enlnngama. I I I.

zweiten Grades, die K2, berühren und durch fr, gehen, bilden ein entartetes Ringsystem.
Sein Bild ist das Kreissystem in Fig. 6, gebildet aus allen Kreisen, die den festen Kreis
K! berühren und durch den Punkt K, gehen. Die Kreistrajektorien fünfter Art aber
stellen die Trajektorflächen fünfter Art dar, und es folgen die Sätze:

Durch eine Regelfltiche K2, zweiten. Grad,es und, einen Kangruenntrahl k, ist ein ent-
afietes Ringsystem R eon aL Regelflrichen zweiten Grad,es bestimmt, d.ie K?, berühren und.
durch k, gehen. Durch einen reellen Kongruenzstrahl gehen keine od'er zwei reelle Fltichen
d,es Ringsystems, je nachd,em d,er Strahl von k1 d,urch d,ie Ftriche Kz, getrennt wird od'er nicht.
Dem entarteten Ringsystem ist ein System T von transzendenten Trajektorflrichen lünlter
Art konjugiert.

Die Trajektorfltiche lünlter Art besitzt zwei konjugiert imaginäre windschiefe Leit-
gerailen unil zwei reelle Fkichenschalen tr, t!r, die einander in dem Rückkehrregelstrahl s,
(Bild,punkt Sr) berühren und je einen reellen Wenderegelstrahl enthalten. Beide Flächen-
schalin haben d.en Kongruenzstrahl k1 ßunx a.sAnxptotischen Strahl,, ind,em sie ihn in ent'
gegengesetztem Umlau.fsinne umhreisen; d,abei entstehen aL Doppelregelstrahlen der Trajektor'
fläche, in denen ihre beiden Schalen einander schneid,en. Enilli,ch hat d,ie Trajektorfläche

lünlter Art einen isolierten Regelstrahlk!r. Die Strahlenkr,hlrsind,reziproke Polarenlür Ki.
Die *t transzend,enten Regelfltichen eines Systems T pon Trajektorflächen fünlter

Art haben ihren asgmptotischen Regelstrahl k, und ihren isolierten Regelstrahl ki gemein-

sanx. Ihre Rückkehrregelstrahlen erlüllen d,ie Regelschar eines Strahlenhyperbotoütes Kf,,
und, d,ie Strahkn k1, k', sind' zwei reziproke Polaren lfu Ki.

Im polaren Raume der Regelfläche Kf, entspricht der Trajektorfläche fünfter Art
mit dem Rückkehrregelstrahl sr, dem asymptotischen Regelstrahle &t und dem isolierten
Rqelstrahle ft{ eine a4dere Trajektor{Iäche fünfter {rt mit dem Rtickkehrregelstrahle
sr, dem isolierten Regelstrahle ft1 und dem asymptotischen Regelstrahle /ci (Fig.6).

Zerfallen zwei Regelscharen zweiter Ordnung S?, ß; der elliptischen linearen
Kongruenz bzw. in zwei konjugiert imaginäre Strahlenbüschel erster Ordnung mit dem
reellen gemeinsamen Strahle r, und in zwei konjugiert imaginäre Strahlenbüschel erster
Ordnung mit dem reellen gemeinsamen Strahle rr, so sind rr, 12 und die Leitgeraden
der Kongruenz die Grundstrahlen eines Büschels vor oo1 Regelscharen zweiter Ordnung.
Das konjugierte Flächensystem ist gleiehfalls ein Büschel von Regelschären zweiter'Ordnung, und die Trägerflächen beider Büschel sind füreinander autopolar. Es ergeben
sich daher keine weiteren Trajektorflächen.

Die fünf verschiedenen Arten von Trajektorflächen in der elliptischen linearen
Kongruenz können durch keine reellen Kollineationen ineinander überführt werden.

B. Die Trajektorflächen in iter hyporbolischon linearen Kongruonz.
12. Die hyperbolische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben:
(24) pz- pa: 0, pa * pu : g.

Zwei einscharig in der Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloid.e H!,.I/!, die ohne
Einschränkung der Allgemeinheiü konzentrisch angenommen werden können und ein-
ander in zwei reellen Regelstrahlen t, 12 schneiden, sind bestimmt durch die Gleichungen

(25\ ln : atpt * aapr: 0, Fo : btpe * bah: 0

mit ar) 0, üa) 0, 0, ) 0, bn) 0 oder sgn d4 : - sgrr a, und zugleich sgn Dn : - sgnür1o).
Die beiden linearen Strahlenkomplexe l-,, l-a mit diesen Gleichungen schneiden die Kon-

r0) Die Fälle ar)O,at)0, är>Q än(0 otler br>O,b4)0, at)0, ae <0 führen auf Ringsysteme
c imaginären Flä,ohen zweiten Gratles mit imaginären Polarsystemen.
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gruenz in den Regelscharen b?,bZ dg.{Vlerboloide ni,,n|' Ihre beiden gemein-

iu*.t Regelstrahl€il r11 t2 haben die Gleichungen:
pt: Pq: p, Pa : Po und Pt :'' Pq: 0'' Ps : - Pa'

Die beiden Strahlonhyperboloide werden von zwei Ringsystemen von i" -t Regel-

flächen zweiten Grades umhüllt. Die Flachen des ersten Ringsystems berühren tft' n7

ungleichartig, die des zweiten berühren gleichartig. Die Gleichungen ihrer oo1 Regel-

scharen sind:

(26) V o, (lifinp, * l/ aJ, p n) * Q/nJ"+l uu') V o, t p, * | Tyl o.] : : l (- - { i < * oo ).

izo''l t/o'U;np"+y"'t'p)-fi/a'ur-Vi6)ll/"'t'p'*l )'?an-a'pul:s1 
-

Jedes der beiden Flächensysteme sendet durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s(p.')

zwei (reelle oder imaginar"i n.gugächen zweiten Grades, bedingt also in der Kongruenz

ein doppeltes Richtringrfeld. bir b"iduo Flächenparameter sind:

n atPu(linbnnM.At'z: - A-prpr(l ortr, +l/;tbt)
Ganz wie ln Nr. ? dieser Abhandlung ist nun die Di{Ierentialgleichung der beiden Ring'

systemen konjugierten Flächensysteme aufzustellen und zu integrieren' .Die konjugierten

Flächensysteme 7, ?' bestehen aus Trajektorflächen sechster und siebenter Art mit

den Gleichungen

^,.. Es Vf "lo,------ *-vt &is'Yffir;Jag,p^r
(27,\zrx1frt*sffiry"

-,, E:*;Fffi*o. ry#* ä,3 
ß*N *,:,

In jeder Gleichung gilt im ersten und zweiten Gliecl tt ärsu 
für p5g Pe, im dritten

Griede von (27') uräron, je nachdem tr{:l*=t In (27) ist 'im dritten Glied

sowohl die Funktion arc tg ais auch arc ctg zu berücksichtigen.
Die Diskriminantenlläche der DifTerentialgleichung lautet:

(28) a (pt) : +pipiTaru^p' +{orb.vn)' torPn 1- anPt) (brpn * bnpr) : 0 '

Die beiden durch atpa* atpt:0 und ä1pn * b+Pt- 0 gegebenen Regelscharen z'weiter

Ordnung b\,1i*..äun von den Rückkehrregelstrahlen de_r Flächensysteme T, T' von
Trajektärllachen sechster und siebenter Art erfüllt. Die beiden Gleichungen

/onbnP, + l/arTtPr : 0 und' ffinPr-la'b'Pn : 0

stellen gleichfalls zwei Regelscharen zweiter Ordn-ung dar, deren Trägerfläch en Oi' O"

als singuläre Integralflächen zur Diskriminantenfläche gehören' Das Hyperboloid Ol

ist einJ spezielle Trajektorfläche sechster Art, Oi eine solche siebenter Art'
Aus den Gleichungen (27) und (27'), welche die (in 6u1' (sngruenz enthaltenen)

Regelscharen der rr"li.tornaclen sechster und siebenter Art bestimmen, erhält man

;'..,.a16. .1g,y'ffi
* arcttg'" l-, I

(-L <. p' < * L).
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Gleichungen dieser Flächen in kartesischen Koordinaten:

(2e) 2r,är3 1 - r,Efr?f,n*n
-urPsWutg /onon @, - rr) -

(ze') lrrürl * - *, tfrffi#H*

24

:0,ttxl

- !I'üi; bq,(a'-

i:j
lI
l

-Vii* + /or!r0," ts V\rtn -n| 4,__ *. 
rytg 

-----'--.-_'_'-.-'.-
l/ aranbrbn

In (29) und (29') gilt im zweiten Gliede llt tg oder llrGfg, je nachdem lrl! n. (In
sämtlichen Gliedern ist für Argumentwette p > I der ltr gg p durch a"r, d{r-btg p ,o
ersetzen. ) Ihre Schniütkurven sbnkrecht zur a-Achse, a : lrorrsti, erhalten mit c : p-6in E,y: e6olE für yQr,lzl}<-I bzw. n: Q0olE, A: Q€littE Iür y?r, lzlsLdie Form:

rgrta4a{-(30) e : ur't &is*tffi /a,t,(t_2,)
ll6n-Vt$r( arc rg+l-irr"E|, 1* arc ctg

(30') E: tr ärX'
/;n + /;F,0,, Eo

i";nn *"Gfs

*a-;J

+ a.L(- z,)llbne, *
aaQz * ar(l.-zz)

Die Schnittkurve des I{yperboloides O! mit der Ebene z: konst. ist die Hyperbel mitder Gleichung

(31) ViJ^@, - rr) + ll orbr(L * zL) : 0 .

Geht jetzt in der Gleichung (30) s, *-ll@ (1-22). so
V ;nlT- z"), so näherü man sich der durch

(3{) gegebenen Hyperbel; gleichzeitig ergibt sich:
lim q : loo'

n'*-l/!s-,,)
Die Trajektorflächen sechster Art haben daher das reelle Strahlenhyperboloid Ol mr
Ärymptotenfläche ihrer imaginären Flächenschalen. Das Gesamte"gebrris lautet folgender-
maßen:

Zwei einscharig in d,er hyperbolischen. linearen Kongruenz enthaltene Strahlenh4per-
boloid,e H1, HZ mit zwei reettin gemeinsamen Regelstrahlen rr, rrbestimmen ein Ringsgstem R
ean *r sie ungleichartig berührenden Strahlenflächen zweiten Grades (Gteichnng ZAj. nt*

bn(yz-s2)*br(
arb, (L - zz)

, t/-artn-/iSr( arc Lg--Iid - \-arcctg ) * ar(L-

)*b.(1-721
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Fltichensgstern R ist ein Frächensastem T von aL transzend,enten Traiehtorflächen sechster

Art konjugiert (Gleichang2T und,29). Durch einen gegebenen Kongruenzstrahl gehen zwei

reelle oiJer imagintire Ftaih.enschalen d,es Sgstems T. Die Regelscharen ,on Hl' Hf,bestehen

aus d.en Rückhehrregelstrahlen iter Traiekiorllächen sechster Art. Za d'en Traiektorflächen

sechster Art gehört auper ar transzend,enten Fltichen ein reerles s,ahlenhyperboloür o2r; es

ist lür d,ie eL S*ani,rnltachen zweiten Grad,es d'es Ringsystenxs aütopolar' Die ttanszendente

Trajetüorfläche sechster Art hat d,as reelle Strahlenhyperboloül Ü' zur AsAmptotenfläche

ihrer imagintiren Flächenschalen und, ist für O2, autopolat'

Dabei ist in Gleichung (27) und (29) im dritten Gliede sowohl arc tg als auch

arc ctg zu berücksiffi"t. 
"oil aor"t, d",, a'c t'g dargestellten Flächenteile sind zu den

durch den arc ctg dargestellten Flächenteilen in bezug auf das Strahlenhyperboloid Ol

reziprok Polar.
Die strahtenhgperboloid,e Hl, H" bestimmen außerilem ein Ringsystem R' (;on oot

sie gleichartig bertiüend,Len Strahtlnflichen zweiten Grad'es (Gleichung 26'\' Dem Fltichen-

sAstem R' ist ,fn imrnärgiu* f' Qon ar ffanszenilenten Trajektorfltichen siebentet Art

konjugiert Gteicnun-g Zl1'"unit 2-9'). Das Flöchensystem R' enthalt ein reelles Strahlen'

iriirlru,rrti oe. E, ä, lo, d,ie oL Fpichen zweitenGrad'es iles RingsEstems R' autopolar' Die

transzend.ente Trajektorfltiche siebenter Art hat mit d'em Strahlenhyperboloid 02' die be;d'en

reellen Regelstrahlen rr) rz gemein und' ßt lür Oi autopolar'

Ist in Gleichung (29') der Ausdruck ' :lryP rational' so ist die Tra-

jektorrlache siebenter- Art algebraisch,-.ein **[l'.Xi:'iä* au* der Trajektorfläche

zweiter Art in Nr.8 bei gleicher Vorbäingung entspricht' Eine Schließungsbedingung

wie dort ist damit im Räten ,richt erftiiiil *r"rr Eg i* Reellen keine periodische Funk-

tion ist.
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ftlg. 7 stellt einen Schnitt senkrecht zur a-Achse durch die. Flächensysteme R, R'
dar. Die Hyperbeln hl, h?, sind die Schnittkurven der Hyperboloide H?, H?. Sie werden
yon den Flachen zweiten Grades der Ringsysteme A oder .R' ungleichartig oder gleich-
artig berührt. Die reellen Flächen beider Ringsysteme erfüllen den Bereich B. (Als
Beispiele der ungleichartigen und der gleichartigen Berührung sind die Hyperbeln r.t
und r! verzeichnet, *?, m:, sind die entsprechenden Mittelpunktsorte.) Die reellen trans-
zendenten Trajektorflächen sechster und siebenter Art erfüllen gleiehfalls den Bereich B,
während im Streifenbereiche B zwischen den Hyperboloiden keine reellen Flächen-
schalen dieser Flächen verlaufen. Die reelle Asymptotenlläche Ol ttir die imaginären
Schalen der Trajektorflächen sechster Ari verläuft im Bereiche ,a lScnnittturve ol;.
Die Hyperbel o! ist die Schnittkurve des Hyperboloides ofi.

Fig. 8.

In Fig.8 ist die Kurve lu der Schnitt einer Ebene senkrecht zur z-Achse mit der
Trajektorfläche sechster Art (Gleichung 30, c : 0), in Fig.9 stellt die Kurve t, d,en

eptsprechenden Schnitt durch die Trajektorflache siebenter Art dar (Gleichung 30', c : 01.

Endlich ergibt sich, daß die Trajektorllächen sechster und siebenter Art nur kon-
jugiert imaginäre windschiefe Wenderegelstrahlen bgsitzen. Ihr geometrischer Ort ist
ein reelles Strahlenhyperboloid Wz im Bereiche A lsctrnittt<uwe wz in Fig. 7).

13. Zwei reelle mit ihren Regelscharen in der Kongruenz enthaltene Regelflächen
zweiten Grades, die einander längs eines Kongruenzstrahles berühren, sind Leitflächen
eines Ringsystems von Regelflächen zweiten Grades. Die konjugierten Flächen sind die
Traj'ektorflachen achter Art. Eine Trajektorfläche achter Art ist für eine reelle Strahlen-
flache Oz zweiten Grades autopolar.

Zwei je einscharig in der Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide H!, Hf, mit
zwei konjugiert imaginären gemeinsamen Regelstrahlen bedingen in der Kongruenz ein
Ringsystem ,R gleichartig berührender und ein Ringsystem .R'ungleichartig berührender
Fläshen zweiten Grades. Die beiden nt R, ft' konjugierten Flächensysteme T, T' be'
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i

stehen aus Trajektorflächen neunter Art. Die beiden Strahlenhyperboloide H\, H2, seien 
l

durch die beiden Gleichungstripel j

Ht:pr*pr*2cPu:0, Pz_ Pr-0, P,*Po:0, -.J
Hz:pt*rr++ps:0, Pz-Pa:0, Ps*P6:0 I

gegeben. Sie schneiden einander in den reellen Leitgeraden der Kongruenz und in den I
konjugiert imaginären Regelstrahlen 

I
/r! Pt:_ L' Pa:Ps:0; Pa:*irPa:*1, Pe-_ t I
tzi Pt:-!, Pz:Ps:0, Ps:-irPa:*L, Pa:*i. IArr 

I,"rrru"Ot'tunfleichungen 
der beiden Systeme T, T' von Trajektorflachen neunter

ä1, -,',r r?m::"';ffi:;'ffi,ffi:, l,-"" 
< i < . -l

wo ö : I - ?or, a : J4=gesetzt ist. Die Gleichungen
)/z f 2c' Die Gleichungen 

I
OL: pr * Zpu + p*:0, Oz: Pt-ZPt * Pn : 0 I

. stellen zwei Regelscharen zweiter Ordnung der hyperbolischen linearen Kongruenz dar. I
Ih:e Trägerflächen dr,d, üegen bzw.in den Systemen 7,,-T'. Die Trajektorflächen I
neunter Art des Systems ? sind für rationale Werte von.o algebraische Flächen, die I
Trajektorflächen des Systems ?'sind es für rationale Werte vony'T- az. Insbesondere Ierhalt man das Ergebnis: I

Die Trajekto,rflriehe neunter Art ist lür eine reelle Regelfl,äche Ql od'er Of,) zweiten I
griläf!,-ßlihi;r:rr"';:#r".ihr außer d'en ber'tlen reetten Leitgera'd'en zwei konlu t'ert 

I
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l{ Durch eine einscharig in der hyperbolischen Kongruenz enthaltene Regel-fituhc Kz zweiten Grades und einen nicht auf ihr liegendetr Kong"ornzstrahl ft sinder einscharig in der Kongruenz enthaltene Flächen zweiten Grades bestimmt, die Kzbethren und durch ft gehen. Sie bilden ein entartetes Ringsystem d.er Kongruenz. Die
eine Leitfläche K2 sei bestimmt durch

K: a+pr* atpE,:0.
Die andere zerfällt in die beiden reellen Ebenen Er, Erdurch /e und die beiden Leitgeraden
der Kongruenz. Für die folgende analytische Darstellung fällt der Strahl lc riit aem
in der Kongruenz enthaltenen Durchmesser von Kz zusammen. Die konjugierten Regel-
flächen dieses entarteten Ringsystems sind die Trajektorflächen zehnter Art.

Die Regelschar der Trajektorfläche zehnter Art wird in die hyperbolische lineare
Kongruenz durch einen transzendenten Strahlenkomplex eingeschnitten mit der Gleichung

(Ba) *ä,3 ft+##++ä.\[#- *,ä,1 l[#: o (-1 <o <+,)
Im ersten Gliede ist 8Ir Eg oder 2tr ütg za setzen, je nachdem ps I pe oder pu > pu.Im dritten Gliede heißt es 2trEg oder glrUig, je nachdem aEpt) näder o|Ä<K.

Fär die Trajektorflächen selbst gilt die Gleichung

*'ä,3#-"'ä,3 ?'*m.lW
_u,!sllWT_0.*"6tsV6

Im zweiten Gliede gilt 2[rtg für lrl> t, llrütg für lzl <1.. Die.schnittkurve der
Trajektorlläche zehnter Art senkrecht zur z-Achse hat mit ü : Q @lin q, a : a vDl vfür yQ x, lzl?l bzw. *: QüoiE, A: Q6mE für y?r, lrlSL 'aie 

Gleicnung

(84) p : -llffi* t'ü,nn llW * " (-oo(c<*oo).
Aus ihr ist zu ersehen:

.$or(l zl> t):n"l%E(lrl ( 1) : ioo.
Mit anderen Worten:

Eine Trajektorfläche zehnter Art ist ltonjugierte Regelfltiche lür ein entartetes Ring-
system iler hyperbolischen Kongruenz gebildet aus qr Regetfltichen zweiten Grad,es, ilie eine
gegebene Regelfltiche Kz zweiten Grod,es berühren und, d,urch einen gegebenen Strahi h gehen.
Die Trajelaorfltiche zehnter Art ßt nanszend,ent. Sie hat d,en Stini k zum asymptoiischen
Regelstra,hl ihrer imaginriren Fkichensch.alen.

Fig. 10 zeigt in der Kurve l.o den Schnitt einer Trajektorfläche zehnter Art senk-
recht zur z-Achse (Gleichung 34, c:01.

1ö. Die parabolische lineare Kongruenz scheidet für die Untersuchung der Trajektor.
llächen aus. Denn einmal liegen in der parabolischen linearen KongruÄz keine ning-
systeme von Regelflächen zweiten Grades, da alle einscharig in der Kongruenz enthaltenen
Regelflächen zweiten Grades einander ohnehin längs der vereinigten Leitgeraden der
Kongruenz berähren. Zum andern artet auch der Begrill der konjugiertÄ Richtung
in der parabolischen Kongruenz aus. Ein vorgegebener Kongruenzstrahl s liegt in einem
Strahlenbüschel erster Ordnung von Kongruenzstrahlen, dessen Ebene o durch s und
die vereinigten Iaeitgeraden geht und dessen Mittelpunkt J der Schnittpunkt von smit den vereinigten Leitgeraden der Kongruenz ist. Einer jeden durch s gehenden

JourDol für lfisthcmstit. Bal. 1?8. eft 4, gz

konjugiert
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Richtung ist aber die durch den Strahlenbüschel S(o) gegebene Richtung konjugiert.
Die Involution konjugierter Richtungen durch einen Kongruenzstrahl ist eine para-

bolische. weitere Arten von Trajektorflächen gibt es also nicht.

III. Ilie Trajekforfläohen:im polaren .Raümo oingr BeSelflächt zweiton !1a43.
16. Es gibt zehn Arlen von transzendenten Trajektorflächen. Die Trajektor-

flächen erster bis fünfter Art haben zwei konjugiert imaginäre windschiefe Leitgeraden,
die Trajektorflächen sechster bis zehnter Art haben zwei reelle Leitgeraden. Die Trajektor-
flächen erster bis vierter und sechster bis neunter Art sind die allgemeinen. Für sie gilt
nach Abschnitt II A, II B das Theorem:

Eine allgemeine Trajektorflriche ist autopalm im polaren Raume einer n'icht zerlallenen
(reellen od,er imagindren') Stehterufläche zweiten Grades. Die beiden (reellen oder koniugiert
imaginaren) Leiigeraiten d,er Trajektorfläche sind, Leitgeraclen' der Strahtenfläche zweitett'

Graäes. Oije Regitstrahlen d,er Trajektorfläche sind, paarweise reziprohe Polaren des polaren

Raumes.
Im polaren Raume einer reellen Strahlenfläche zweiten Grades liegen:

a) Autopolare Trajektorflächen erster Art. Die vier reellen Schalen der Trajektor-
fläche nähern sich der Inzidenzfläche paarweise von innen und außen asymptotisch
(Nr. ?-9 u. Fig. t).

b; Autopolare Trajektorflächen dritter Art. Ihre vier reellen Flächenschalen be-

rühren die Inzidenzfläche längs eines gemeinsamen Regelstrahles (Nr. 10 u' Fig.3).
c) Autopolare Trajektorflächen vierter Art. Ihre vier reellen Schalen berühlen die

Inzidenzflache iaarweise längs zweier reeller Regelstrahlen (Nr.10 u. Fig. 5)'
b) Autopolare Trajektorflächen seohster Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit-

g"rudrl und zwei reelle Regelstrahlen mit der Inzidenzfläche gemein. Ihre imaginären
schalen haben die Inzidenzfläche zur Asymptotenfläche (Nr.12 u.'Fig.8).

e) Autopolare Trajektorflächen siebenter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit-
grr"Jrn und zwei reelle Regelstrahlen mit der Inzidenzfläche gemein (Nr. 12 u.
Fig. 9).
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f) Autopolare Trajektorflächen achter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leitgeraden' mit der Iazidenzfläche gemein und berühren diese längs eines reellen Regelstrahles
(Nr. 13).

g) Autopolare Trajektorflächen neunter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit-
geraden und zwei konjugiert imaginäre Regelstrahlen mit der Inzidenzfläche ge-
mein (Nr.13).
Im polaren Raume einer imaginären Fläche zweiten Grades mit reellem Polar-

systeme liegen autopolare Trajektorflächen zweiter Art (Nr. ?-8 u. Fig. 2). Eine solche
Trajektor{äche zweiter Art hat ihre beiden honjugiert imaginären (windschiefen) Leit-
strahlen und zwei konjugiert imaginäre (windschiefe) Regelstrahlen mit der Inzidenz-
fläche des polaren Raumes gemein.

17. Die nicht ausgearteten Trajektorflächen sind die einzigen bisher bekannten
transzendenten autopolaren.Flächen im polaren Raume einer Fläche zweiten Grades.
Die ausgearteten Trajektorflächen, nämlich die Trajektorflächen fünfter und zehnter
Art, führen auf eine neue Eigenschaft des Polarsystemes der Regelflache zweiten Grades.

Eine reelle Regelfläche K2 zweiten Grades und ein sie nicht berührender reeller
Strahl lc bestimmen ein der Fläche einbeschriebenes Tangentialtetraeder. Der Strahl /c
tritrt die Regelflache in zwei reellen oder konjugiert imaginären Punkten, ist daher mit
rwei reellen oder konjugiert imaginären Regelstrahlen rr, r, und mit zwei reellen oder
konjugiert imaginären Leitstrahlen lr, I, inzid,ent. Die drei Strahlenpaare rr, rr,lr,l2
sowie ft und seine reziproke Polare k' sind die drei Gegenkantenpaare des Tangential-
te*raeders. Der Strahl & und seine Polare /r'liegen in einer hyperbolischen oder elliptischen

€iaearen.Kongruenz fil mit den Leitgeraden t, rr; in dieser Kongruenz ist die Leitschar
dcr Flache ffz enthalten. Die Strahlen,k, k' liegen ferner in einer hyperboliichen oder
elliptischen linearen Kongruenz Zl mit den Leitgeraden /r, /r; in dieser Kongruenz ist
die Regelschar der Fläche K2 enthalten. Die linearen Kongruenzen R!,t-! sind beide
gleichzeitig entweder elliptisch oder hyperbolisch. Im ersten Falle bedingen der Strahl fr
und öe reelle Regelflache I( zweiLen Grades in der elliptischen linearen Kongruenz ,Rl
nach Nr. 1l ein System von Trajehtorflächen fünfter Art, ebenso in der elliptischen
linearen Kongruenz ,Lrr. Im zweiten Falle bedingen sie in der hyperbolischen linearen
Kongruenz Äl nach Nr. 14 ein System von Trajektorflächen zehnter Art, ein ebensolches
Flächensystem bedingen sie in der hyperbolischen Kongruenz tr|. Mit Rücksicht aufNr.ll und 14 ergibt sich nunmehr:

Ein Straht k, der eine Regelflriche Kz zweiten Grad,es in zwei konjugiert imaginriren
Punhtat schneid'et, bedin;gt zwei Sgstema 5,, 51 von je ooL transzend,enten Trajektorfltichen
lünlts Art. Jede Trajehtorfltiche Tu fünlter Art des Fkichensystemes S, hat je einen Regel-
strahl r son K2 zum Rückkehrregelstahl und hat den Strahl k zum asymptotischen Strahl
ihrer beifun reellen Fkichenschalen; jede Trajektorfläche Tu lünlter Art d,es Flächensystems 51
hat je eincn Leitstrahl I von Kz zum Rückleehnegelstrahl und, hat iten. Strahl k zum asAnxp-
totiselrcn Sfiahl. Den Flächensystenxen 5,, 51 sinil im polaren Raurne pon Kz zwei eben-
solche Fldchensysteme SrrS zugeord,net. Ihre al Flächen haben d,ie reziproke Polare le'
oon k zam asymptotischen SffahI ihrer reellen Flticlrcnschalen.

In Fig. 6 geht die Kurve il' aw tl' drr;ch Inversion am Kreise ft! hervor. Ihr
asymptotischer Punkt ist ki. tlr' und.7{' sind die Bilder zweier durch den polaren Raum
von K2 einander zugeordneter Trajektorflächen fünfter Art mit den asymptotischen
Strahlen lc (Bildpunkt .Kr) und &' (Bildpunkt 1{i).
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Ein Strahl h, d,er eine Regelflache Kz zweiten Grad,es in zwei reellen Pnnlü*n schneid,et,

beitingt zwei SAsteme 5,, 51 von je at transzend,enten Trajektorflrichen zehnter Art. .Iede
Trajel*orflache Trs zehnter Art d,es Fkichensystemes S, hat einen Regelstrahl oon K2 zann
Rüchhehrregelstrahl, jd,e solche Fkiche des Fkichensgstemss 81hat ef,nen Leüstrahl'ion Kz
zum Rückhehrregelstraltl. Die Fkichen beider Flächensysteme aber'haben ilen reellen.9tahl lc
zam esAnxptotkchen Strahl ihrer imaginären Flächenschalen. Den beid.en Fldehensgstemut
Sy, Ss sind, im polaren Raume pon Kz zwei ebensolche Fltichensgsteme SyrSl zug@Tihtd.
Ihre ar Flächen haben ilie reziprohe Polare It' oon k zum asymptattschen Strahl-ikrer
imaginären Fltichenschalen. .n'r,'

In Fig. 10 ist die Hyperbel k2 der Schnitt der Bildebene miü der Regelfla.h" fu,
der Punkt K ist der Schnittpunkt mit dem Strahle /c. In der Kurve t u schneidet die
Bildebene die Trajektgrfläche Zro. Die Spitze ,S dieser Kurve liegt dernnaoh auf der
Hyperbel /r2, weil ?ro ihren Rückkehrregelstrahl auf .I(2 hat. Die Kurve 4o endlich geht:
aus üro durch InVersion an der Hyperbel /c2 hervor. Sie stellt den Schnitt der ,zu f,
reziprok.polaren Trajektorfläche dar. Die unendlichferne Gerade der Bildebene isü .die
reziproke Polare k' von h.

Eingegangen 30. August 193?.


