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Geometrie und Wellenmechanik II.
Diracsche Gleichuns, Unschärfe und Vertauschbarkeit.

Von G. Herrqznl- in Karlsruhe.
Mit 2 Figuren.

In der vorigen Abhandlungl) wurden die Operatorenreihen der
Diracschen Wellengleichung für das Einelektronensystem und. das
Zweielektronensystem behandelt, ihre geometrischen Strukturen
untersucht und in den dabei entwickelten geometrischen Abbildungen
ihre physikalische Bedeutung gezeigt. Dabei ergab sich die gleiche
Struktur dieses Teils der Wellenmechanik mit alten und neuen Er-
gebnissen der Liniengeometrie und der projektiven Geometrie. Die
jetzige Arbeit eröffnet einen neuen, besonders einfachen Weg zur geo-
metrischen Ableitung der Diracschen Wellengleichung. Der erste Teil
dieser Untersuchung ist mit einem Teil meiner früheren Ergebnisse
durch das Dualitätsprinzip verknüpft. Die jetzigen Resultate ermög-
lichen von der Seite der Geometrie her eine unmittelbare Einsicht in
die Unschärfe- und Vertauschbarkeitsrelationen von Heisenberg. Es
zeigt sich mit überraschender Deutlichkeit, welche treffenden Ana-
logien die Geometrie für die Heisenbergschen Theoreme besitzt.

I. Brianchonsches Sechsseit und Diracsche Gleichung.

r. Sechs Tangenten fo, pt, . . .fu eines Kegelschnittes ftz bilden ein
(FiS. {) Brianchonsches Sechsseit; es sei E4 der Schnittpunkt der
Tangenten f, und p7,. Von den {5 Schnittpunkten Eae liegen also je
fünf auf einer Tangente, und durch jeden von ihnen gehen zwei Tan-
genten. Wir gebrauchen die Redeweise: Je fünf der { 5 Er* bilden eine
der sechs Pentaden ps,fr,...fu, otd jedes Ero kommt in zwei Pent-
aden vor. Das entspricht der Anordnung:

f,ftfo fufnf"

({)

l) Ha e\zel, Geometrie und'Wellenmechanik, Jahresbericht d. D. M. V.+g (1939),
S.2lFA2. Im folgenden als ,,Abhandluug I" zitiert.
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Nach dem Fundamentalntz der Kegelschnittslehre werden irgend
zwei Tangenten des Kegelschnittes ä2 von den übrigen Tangenten in
homologen Punkten zweier projektiven Punktreihen geschnitten.
Greifen fit fo und nacheinander je eine der fünf anderen Tangenten
f , (i : | ,2 . . .5) heraus, so werden po und p; jedes Mal von den vier
übrigen Tangenten f oin je vier Punkten gleichen Doppelverhältnisses
geschnitten. Es ergeben sich die projektiven Beziehungen (Fig. {):

fo (Eor, Esz, Eos, Eonlr T fs (Err, Eru, Eu, Enu\

fo (Eor, Es2, Ess, .ErJ n Pn (Ern, Ern, Ern, Enu)

fo (Eor, E*, E*, E*) A f, (Err, Es, Es*, E"u)

fo(Eor, 8n,, Esa, E*) n fr(Err, Err, Ern, Eru)

fo(E*, E*, E*, Eou)7\/l.(Err, Es, Ey, Eru).

(2\

:oü3***o,^

,w
:i= Mtseruektor
oraumadiocl

"oitodi; Iotemtoren

z. Fünf Größen Es1, Esa, r*, r'oJ,J* ,oU.n die Bedingungen erftillen(r) Eorr: + l, Eor. Eo*: - Eo*. Eou

Diese Bedingunsen könJ:;i ili'u"riir'ili"r. erfüut werden, wohl
aber durch Operatoren, die sich als quadratische Matrizen vierten
Grades darstellen:

[",,:[l IIl] E*:[i ll i] E*:[l I li](^\ I Loo{ol Lo oo-\" I i- oio ol l- oo orlI '*:l-;s8-ll,Eoo:l ::-;slI Lö;;;J L-;;;;J
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Es werden folgende Bezeichnungen eingeführt:
. A A A A A A 7A t0 2ni'h:0 x: Arr, Üz:Ar:74, ür: A": A*, üL:7Tt:7Axn, Ü5: h ffioc,

wobei mo die Ruhemasse des Elektrons und c die Lichtgeschwindig-
keit bedeuten. Dann lautet die Diracsche Wellengleichung
(5) (Eorür* Eutz* Eosüs* Euüa,+ Ewts) rp : Trlt:0.
Der Energieoperator I der Gleichung ist als Linearkombination der
Eon mit den Differentialoperatoren taebenfalTs als Matrix vierten Grades
darstellbar und wirkt auf die vierkomponentige Wellenfunktion g

.:(Tr)
Die Diracsche Gleichung ist also vier skalaren partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung in den vier kovarianten Komponenten rpo

gleichwertig. Daneben besteht die entsprechende Gleichung für die
kontravarianten Komponenten g6 infolge rechtsseitiger Wirkung des
Operators I auf g, nämlich

tpT : O.

Aus den fünf Operatoren Eoa der Pentade po entstehen nach derVorschrift
(7) iEslE6l,: Er*
außer der imaginären Einheit iEor' :'i zehn weitere Operatoren Eiv,
nämlich
i (Eor,E @, E rr,Eon) . Eor: (Eru,E*,E*,8 nu) ,siebildenmit Eou die Pentadepu,
i(Eot,Eoz,Eos,Eou).E*:(ELL,Ez4,Esa,Eig;), ,, ,, ,, Es4 ,, ,, fn,
i(Eor,Es,2,Eop,Eou)'Eor:(Err, Ezs,Eu,E u), ,, ', ,' Ess ,, ,, Pr,

121

(6)

s,{
i(Eo4,0os,Ea4,,Eo6).8*:(Erz,Ezs,Ez4,EEs),,,,,,, 8s2,,
i (Eoz,Eß,Eon,E*), Eor:(Erz,Eß,8M,,816), ,, ,, ,, Es1 ,,

t, fr,
" ft'

Die 15 Operatoren E n*, deren Matrizendarstellung sich aus den
Gleichungen (4) und der Konstruktionsvorschrift (7) ergibt, bilden mit
der Einheit E . die Operatorenreihe der Diracschen Wellengleichung;
wie die { 5 Schnittpunkte Er* des Brianchonschen Sechsseites ordnen
sich die Operatoren in sechs Pentaden fn nach dem Schema ({). Die
fünf Gleichungen (8) für die Matrizendarstellung der Operatoren Eöb
entsprechen vollständig den fünf projektiven Beziehungen (2) der
Schnittpunkte Ea,, am Brianchonschen Sechsseit. Die Beziehungen
(8) und (2) zeigen übereinstimmend, rn'ie aus den Elementen Enr, einer
Pentade die Elemente aller übrigen Pentaden hervorgehen, nur ist in
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(2) der Punkt das Element, in (8) die Matrix vierten Grades. Die Be-
dingutg"n (r) werden je von den fünf Operatoren E n* derselben
Pentade f, erftillt und nie Von mehr als von fünf Operatoren gleich-
zeitig. Die grundlegende physikalische Bedeutung der Operatorenreihe
für die Theorie ist in Abhandlung I eingehend erörtert worden. Das
jetzige Ergebnis lautet :

,,Dwrclr,die BeziehungenEor': + 1, EonEoo: - EooEoo(i,k-- 1,2,
. . . 5, i + k) gehen die 15 schnittpunkte Er* des Brianckonschen
Sech,sseits in itie Lö Operaüorem E uo der Dir acschen Wellengleichung über,
wobei d'ie Anord,nung in sechs Penüad,en beiderseits die gleiche bleibt. Die
aus ilerm Fwndamentalsatz der Kegel,schnittlelwe folgend'e proiektiae Be-
ziekung (Z) der sechs Tangenten aerw&ndel't sick in die Beziehung (B) der
secks Operaüarenpenüad,en der Well,engl,eichwng. Homologe Sechsseit'
pwnkte auf den Tqngenten gehen inOperatoren'über, die e'i,nander in der
O p er ator enu erknüpfung zugeor dnet sind."

3. Die Abbildung der physikalisch wichtigen Größen des Ein-
elektronensystems auf die Seiten und Punkte des Brianchonschen
Tangentensechsseits ergibt sich nun von selbst. Jede Pentade enthält
drei raumartige, reelle und zwei zeitartige, imaginäre Operatoren. Für
die Pentade pe folgt das aus der Matrizendarstellung (4), und diese wird
durch die projektiven Beziehungen (2) ebensowohl wie durch die
Matrizengleichungen (S) auf die übrigen Pentaden ausgedehnt.

Wir stellen die physikalischen Größen und die entsprechenden geo-
metrischen Konfigurationen einander gegenüber [Fig. {) :

Geometrische Konfiguration Wellenmechanische Größe
5

Punktegruppe fo (Err, E*, E* Energieoperator f : 2 Eo*to
o

,, f:r',u"r:'"*, E*,8*)viererstrom x : iarl.or * i*E*
* i*Ew* i*E*

Stromdichte
Ladungsdichte

,, fu (Etu,E*,8*,8*) Impulsenergievektor M - iroE*
* i*E* * i*E* * in Enu.

,, fu (Etu, E*, Err) Impulskomponenten
,, Enu Eigenmasse E lcz

,, fo (Eot, E*, E*)
,' Eu

', E*, Eu, Ern,
E*' E*

,, E:s,, Eß, EB

E*, Sechservektor S - ioE* * io0rt
* itnErn* inE** izn&x* i*Ern' Elektronenspin

Identischer OperatorBrian chonscher Punkt Ett
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Die Komponenten i67, der einzelnen wellenmechanischen Operatoren
sind dabei durch iro: fuErorpl definiert. Wegen der Einzelheiten sei
auf Nr. 4-8 der Abhandlung I verwiesen. Die erhaltene Abbildung ist
zu Fig. 2 in Nr. { 6 der Abhandlung I dual.

II. Transformationstheorie der Kegelschnitte und Unbestimmtheit.

4. Nach der Abbildung der physikalischen Eigenschaften des Elek-
trons bleibt noch sein Ort im R4ume z1r bestimmen. Durch Heisen-
bergs bekanntes Unbestimmtheitsprinzipz) kamen die Grundlagen
der Wellenmechanik zu einem vorläufigen Abschluß. Nach diesem für
jedes Paar kanonisch konjugierter Veränderlicher gültigen Prinzip ist
das Produkt der Unschärfe von Lagekoordinaten A x und von Impuls-
koordinaten A q von der Größenordnung des Wirkungsquantums h,
alsolx.'Aq:h.

Der reelle Kegelschnitt &2, dem das Brianchonsche Sechsseit der
E;p (Abschnitt I) umbeschrieben ist, hat bezügtich eines Tangential-
dreiecks als Koordinatendreieck !t: !z: yr die Gleichung

!22-!r!s-o'
Der bekannte Ansatz Qy: 1t2, Q!z: lrlr, Q!s:.1r2 individualisiert
die oo1 reellen Kegelschnittpunkte mitteh ;: : i:: 1:: I durch die
oor reellen Werte des Parameters .1. Der Kegelschnitt ä2 geht durch
eine Gruppe KB von oo3 reellen Kollineationen in sich über. Sie sind
durch die Substitutionen gegeben:

7, - 
orl* atft' - ;Jfrr, a; te,all, ata'v- azas=+ Q'

Das Sechsseit ist nun mit der Lage des Elektrons im Raume folgender-
maßen zu verknüpfen (Fig. { ) :

,,Die Abstönde ßs1, tcü', ,(@, der Pwnhte Eor, E*, E* (raumartige
Operatoren) uon ilrei beliebigen aber festen Tangenten t*, t,y, t, des Kegel-
schnittes kz sinil den kartesiscken Koordinaten x, ! , z des El,ektrons in
eimem belieb,igen aber festen Koordinatensystem proporüional. Das EIek-
tron beJinilet sich im Punkte P (x, y, z) mit den Kaordinaten $: Q24r,
!:QhsslZ-91(6."

FäIlt von den Tangenten fr,fu,fr, welche die Punkt. Eor, EgD, Ew
auf po ausschneiden, y'r mit tn,pc mit l' ps mit tu zusamrnen, so be-
findet sich das Elektron im Koordinatenursprung. Denken wir uns das
Brianchonsche Sechsseit stetig veränderlich, indem seine Seiten am
Kegelschnitt ä2 gleiten, so beschreibt das Elektron eine entsprechende
Raumkurve.

2) W.Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 49 (927|, S- 172.
Jahresbericht d. Deutscben Matbem.-Vereinigrng' L. l. Abt. Heft 2
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5. Nach Abschnitt I sind die wel,l,enmeckaniscken Größen des Elek-
trons auf die pro,iehtiuen Eigenschaften des B,rianchonschen Sechs-
seites B abgebildet, und nach Nr. 4 müßte sich das Elektron im
Punkte P (*, y , z) befinden. Jede Kollineation der Gruppe Kr (der
Kollineationen des Kegelschnittes in sich) verwandelt B in ein neues
Brianchonsches Sechsseit B' und die beiden Sechsseite B, B' sind
projektiv gleichwertig. Jedes von oos Sechsseiten Br', Bu' , .. . , die aus
B durch die oos Kollineationen der Gruppe K, hervorgehen, ist in
gleicher Weise zur Beschreibung der wellenmechanischen Größen ge-
eignet. Mit anderen Worten:

,,D,i,e Abbildung il,er well,enmechanischen Eigenschaften iles El'ehtrons
aon iler Wel,Iengl,eichung Diracs awf d,as Brianchonsche Sech'sseit löBt
ilie Lage iles Elektrons im Raume unbesfimmt."

Werden bestimmte Sechsseite des Kegel-
schnittes A2 oder gewisse Kollineationen
der Gruppe Ks vor den übrigen durch ein
größeres Gewicht ausgezeichnet, so ge-
winnt derAufenthalt und die Bewegung des
Elektrons an den entsprechenden Orten des
Raumes eine größere Watrrscheinlichkeit.

III. Zweielektronensystem
und Vertauschbarkeit.

6. Ein gegebenes Brianchonsches
Sechsseit B verwandelt sich durch eine
Kollineation der Gruppe K, in ein anderes
solches Sechsseit B'. Da diese Gruppe Ks
zu jeder ihrer Kollineationen die Umkeh-
rung enthält, lassen sich die beiden Sechs-
seite projektiv invariant ineinander über-
führen.

Die Gruppe Ks enthält oos perspektive
Involutionen; jede von ihnen ist mit ihrer
Umkehrung identisch. Jede von ihnen hat
einen Punkt der Ebene zum Involutions-
zentrum und seine Polare zur fnvolutions-

achse. Sie vertauscht jedes beliebig gegebene Brianchonsche Sechs-
seit "8" mit einem anderen 81FrS. e).

Mehrere gleichartige Teilchen eines Gebildes der Quantenmechanik -
z. B. mehrere Elektronen * sind physikalisch nicht unterscheidbar.

FrS. A
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Eine Vertauschung mehrerer Elektronen untereinander ist von kpiner
beobachtbaren Veränderung des Systems begleitet. Dieser für die
Quantenmechanik besonders charakteristische Umstand findet in
keiner klassischen physikalischen Theorie eine Analogie , uohl, aber in
der Geometrie.

Z. In Nr. 9-l { der Abhandlung I wurde das Zweielektronensystem
behandelt und in Nr. { 7 als sein geometrisches Gegenstück die doppelte
Pascalkonfiguratior "rl*ickelt. Auf Grund der ietzigen Resultate er-
gibt sich (Fig. 2):

,,DAs Zweielektronensystem Diracs, bestehend aus den Elektronen e

und f, ist geametrisch, dargestellt durch zwei Brianckomscke Sechsseite
B, wnil 81 des Kegelschnittes k2. Sie werden durch eine ferspehtiae In-
aolwtion II der Grappe K, untereinander vertawscht. Die 16 Schnitt-
punkte En iles Sechssiites B, (einschlieBlich des Brianchonpunktes Err)
und die 76 Pwnkte des Secksseites 81 sind ilie beiden Operatorenreiken
aon 'ie 76 Operaüoren, die einander im Zweielektromensystem gegenüber-
tretert,, wenm die Wechselwirkung zwnöchst wnberücksichtigt bleibt. Die
ferspektiae Imuolution If aber ist der Vertauschungsoperator

P: t EöEiFi.

Letzterer transformiert die eine Operatorenreike in ilie andere nach dem
Gesetz Ft: PEtP. DerOperator P aertausckt also gl,eichnamigeOpera-
toren iler beiden Operatorenreihen in derselben Weise, wie es d,ie pey-
spektive Inaol,ution II mit den gleichnamigen Pwnkten der beiden Sechs-
seite tut. Aber auch die in der geometrischen Konfiguration enthalüenen
Lagekoordinaten frs1r ,6czt x", und fi71, l(ys., x6 beider El,eklronen werden
dwrch n ausgetauscht. Durch Kombination der Et- und der F;
Oferatoren uerilen in iler Thearie 736 rawmart'i,ge Operatoren EtF* und
120 zeitartige Oferatoren ErF^ awfgebaut. Aus diesen Kombinationen
entsüehen ilie zulössigen 136 Lorentztrdnsformat'ionen des Zweielehüronen-
problems, sein Phasenr&0ent,, seine 73? Freih,eitsgrade usf. Geometrisch
aber werden d,ie sämtl,ichen Kombinationen ErF^ ilwrch d'ie sömtlichen
Yerbinilungsgeraden ErF* der Sechsseitfunkte E1 mit d,en Sechsseit-
punWen F* wiedergegeben. Die Inaol*tion II - die Vertauschwng -
fdihrt diese Gesamtkonfignation in sieh ti,ber, sie rwft an ilwen Teilen
heinul,ci wesentl,iche Veränl,efüngefi iler Lage' oder d,er fhysikal,isöhen
Beiteutung hervor. Auch all,e Eruteiterwngen iler Kontigwraüianen ilwrch
die Mdhoden iles Pro,!,i,zierens wnil Sclmeiilens können sol,che Veränd'e-
rüngqt nicltt anzeigen. Das V ertauschbarheißpostulat H ei s enb er g s ist
fä,r sol,clu Konfög*ratiofiefi d.er Geometrie stets gesicherü."

gf
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Natürlich können die ooa Kollineationen der Gruppe Ks außerdem
zur Anwendung kommen; wird der Pol P von II in den Mittelpunkt
des Kegelschnittes äs verlegt, so nimmt die perspektive Involution fI
die Form einer Drehung vom Argument n an.

IV. Ionisation.
8. Nach Heisenbergs Unbestimmtheitsprinzip ist das Unschärfe-

produkt von fmpuls- und Ortskoordinaten des Elektroris von der
Größenordnung des Wirkungsquantums A q . A x :' la, und bei scharfer
Impulsmessung ist der Ort völlig.unbestimmt. Die DiracscheWellen-
gleichung und die Eigenschaften aller zugehörigen physikalischen
GröBen des Einelektronensystems entsprechen den rein projektiven
Eigenschaften dep Brianshonschen Sechsseits in Fig. {. Das gleiche
gilt für das Zweielektronensystem und für die entsprechenden pro-
jektiven Eigenschaften der Fig. 2. Die Ortsbestimmung des Elektrons
$r. a) läuft auf die Einführung metrischer Bedingungen hinaus, beim
Einelektronensystem auf die Messung der drei Abstände $s12 )css2 )t6
der drei Punkte E6 , E*,.8* von den drei festen Geraden tn, ts, t,
beim Zweielektronensystem auf sechs entsprechende metrische Be-
dingungen. Der projektive Charakter der Figot läßt aber die Strecken
frs1, 26s2t r* alle möglichen positiven und negativen Werte annehmen.
Andererseits verliert die Konfiguration bei festefr xotihren allgemeinen
projektiven Charakter. Das Unbestimmtheitsprinzip Heisenbergs
ist in der Geometrie auf den Gegensatz der projektiven und metrischen
Geometrie zurückgeführt. Die mit dem Unbestimmtheitsprinzip zu-
sammenhängende Vertauschbarkeit zweier Elektronen geht auf die
Vertauschung der beiden Konfigurationen durch involutorische Pro-
jektivität 2urück (Nr. 6 und 7).

9. Diese Zusammenhänge zwischen Wellenmechanik und Geo-
metrie zeigen sich besonders deutlich bei Anwendung unserer geo-
metrischen Ergebnisse auf den Vorgang der lonisation. Bekanntlich
ordnet bereits die Theorie von Schrödinger die (negativen) Eigen-
werte E" der Wellengleichung als die Energiewerte des Atomsystems
den einzelnen diskreten Linien des Serienspektrurns zu. Der Wert
{, : 0 beaeichnet die fonisatipn des Elektrons. Jenseits davon
aerl,iert dos Probl,etn seinen Eigenwcrtcharakter. Wird die Ionisation
durch Elektronenstoß herbeigefährt, so schließt sich an die äußerste
Kante des öskreten Serienspektrums ein kontinrrierliches Spektrum an.

Nun ist in diesem Falle der Ort des Elektrons angebbar, es befindet
sich im Unendlichen, da die Ionisation es aus dem System entfernte.
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Aus diesem Grunde muß in der Brianchonschen Konfiguration des
Elektrons (FiS. 1) mindestens eine der drei Ortskoordinaten rs; un-
endlich werden. Die Konfiguration zeigt die Ionisation also dadurch
an, daß von den drei Punkten Es1, E,B,.E* mindestens einer in den un-
endlich fernen Punkt der Geraden pe rückt und die mit ihm inzidente
Tangente fr, p2 oder Fs z1r poparallel wird. Die dem ionisierten System
äquivalente Brianchonsche Konfiguration besitzt wenigstens eine
za fo parallele Tangente. Sie hat ihren projektiven Charakter verloren.

(Eingegangen am 12. 5.t940.)
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