G. HAaENzEL: Geometrie und Wellenmechanik IT 121

L]

Geometrie und Wellenmechanik IL
Diracsche Gleichung, Unschirfe und Vertauschbarkeit.

Von G. HAENZEL in Karlsruhe.

Mit 2 Figuren.

In der vorigen Abhandlung!) wurden die Operatorenreihen der
Diracschen Wellengleichung fiir das Einelektronensystem und das
Zweielektronensystem behandelt, ihre geometrischen Strukturen
untersucht und in den dabei entwickelten geometrischen Abbildungen
ihre physikalische Bedeutung gezeigt. Dabei ergab sich die gleiche
Struktur dieses Teils der Wellenmechanik mit alten und neuen Er-'
gebnissen der Liniengeometrie und der projektiven Geometrie. Die
jetzige Arbeit erdffnet einen neuen, besonders einfachen Weg zur geo-
metrischen Ableitung der Diracschen Wellengleichung. Der erste Teil
dieser Untersuchung ist mit einem Teil meiner fritheren Ergebnisse
durch das Dualitdtsprinzip verkniipft. Die jetzigen Resultate ermog-
lichen von der Seite der Geometrie her eine unmittelbare Einsicht in
die Unschirfe- und Vertauschbarkeitsrelationen von Heisenberg. Es
zeigt sich mit iiberraschender Deutlichkeit, welche treffenden Ana-
logien die Geometrie fiir die Heisenbergschen Theoreme besitzt.

I. Brianchonsches Sechsseit und Diracsche Gleichung.

1. Sechs Tangenten ¢, $1, - - - P eines Kegelschnittes k% bilden ein
(Fig. 1) Brianchonsches Sechsseit; es sei E;; der Schnittpunkt der
Tangenten p; und p,. Von den 15 Schnittpunkten E,; liegen also je
fiinf auf einer Tangente, und durch jeden von ihnen gehen zwei Tan-
genten. Wir gebrauchen die Redeweise: Je fiinf der 15 E,, bilden eine
der sechs Pentaden $,, §;, - .. #5, und jedes E,; kommt in zwei Pent-
aden vor. Das entspricht der Anordnung:

bo pr P2 P 2 bs
r EOI EOI E12 E13 E14 Els
Ew Ey, En Eyn Ey Ey
(1) 1 Es Eu En Ew Eu Es
an. E14 E24 E34 EM E45
k EOS Elb E25 EBS E45 E05

1) Haenzel, Geometrie und Wellenmechanik, Jahresbericht d. D. M. V. 49 (1939),
S. 215—242. Im folgenden als ,,Abhandlung I‘¢ zitiert.
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Nach dem Fundamentalsatz der Kegelschnittslehre werden irgend
zwei Tangenten des Kegelschnittes k2 von den iibrigen Tangenten in
homologen Punkten zweier projektiven Punktreihen geschnitten.
Greifen wir p, und nacheinander je eine der fiinf anderen Tangenten
b:(6=1,2...5) heraus, so werden p, und p; jedes Mal von den vier
iibrigen Tangenten $, in je vier Punkten gleichen Doppelverhiltnisses
geschnitten. Es ergeben sich die projektiven Beziehungen (Fig. 1):

( Po (Eor» Eqes Eoz, Eos) K b5 (Exs, Eosy Egs, Egs)
po (EOI’ E02! E03’ E05) A ﬁg (E14r E24’ E34» E45)
(2) 1 pﬂ (EOI: Eoz: EOd’ EOS) A p3 (Els: E23: E34» E35)
1’0 (EOI: E03: E04t E05) sz EElzt 523: E24’ E25)

{ po (Ee» Eos, Eqsr Egs) K Py (Exe, Eys, Evy, Eys).

=== Sechservektor

oraumarlige} p——
o zejtartige
Fig. 1
2. Fiinf GroBen Ey,, Eg, Eqg, Egy, Egs sollen die Bedingungen erfiillen
(3) Eo=+1,Ey-Ep=—Ey-Ey

G, k=1,2,...5ikk).
Diese Bedingungen konnen nicht durch Skalare erfiillt werden, wohl
aber durch Operatoren, die sich als quadratische Matrizen vierten
Grades darstellen:

( 0100 1 00 O 0 0 01
g _|1000 _|0o—10 o0 E._|0 0—10
% 0001 |” % 0 04 0" "® 10—1 00}
0010 0 00—1 1 0 00
070 0 00 014
—200 O 00—17 0
E= . ’ = o .
“=| 000—i |* Lw 0i 00
! 00z O —40 00
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Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

,_90_29 ,_9_28 ,_90_2 , 12 12 , 2
17 9% 0%’ % 0y 0%’ 3 0z 0x’° % cot cox’° B 07
wobei m, die Ruhemasse des Elektrons und ¢ die Lichtgeschwindig-

keit bedeuten. Dann lautet die Diracsche Wellengleichung
(5) (Eaty + Eggty + Egsls + Eo4f4 + Egts) y =Ty=0.

Der Energieoperator T der Gleichung ist als Linearkombination der
E,; mit den Differentialoperatoren £, ebenfalls als Matrix vierten Grades
darstellbar und wirkt auf die vierkomponentige Wellenfunktion o

(2!

Yo

Y3

Y4

Die Diracsche Gleichung ist also vier skalaren partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung in den vier kovarianten Komponenten y;
gleichwertig. Daneben besteht die entsprechende Gleichung fiir die
kontravarianten Komponenten w; infolge rechtsseitiger Wirkung des
Operators T auf p, ndmlich

(6) p =

9T =0.
Ausden fiinf Operatoren E; der Pentade p,entstehen nach derVorschrift
(7) ":Em'Egk = E

auBer der imagindren Einheit 7E;? = 7 zehn weitere Operatoren E;,
namlich

i (Eoy, Eog, Eogs E o)+ Eos=(Exs, E s, Egs, Es), sie bildenmit E; die Pentade ps,

—_—

i(EOI’E02!E03’E05)'EM=(E14)E24)E34’E45)', » %) Y E04 IY) 3 ﬁd)
i(EOI’Em:Eo‘bE05)°E03=(E131E28’E34;E35): Iy T » Eos T %) ﬁa;
i(EOI’EOS:EOA’EOS)'E02=(E12,E23,E24;E25): %) 'Y ” Eoz ”» ”» pz,

-~

i(EW’Eﬂa’EM’EOS)'E01=(E12:E13:E14)E15)1 T » 3 EO]_ ) » pl'

Die 15 Operatoren E,,, deren Matrizendarstellung sich aus den
Gleichungen (4) und der Konstruktionsvorschrift (7) ergibt, bilden mit
der Einheit E,q die Operatorenreihe der Diracschen Wellengleichung;
wie die 15 Schnittpunkte E;; des Brianchonschen Sechsseites ordnen
sich die Operatoren in sechs Pentaden $; nach dem Schema (1). Die
fiinf Gleichungen (8) fiir die Matrizendarstellung der Operatoren E;; -
entsprechen vollstindig den fiinf projektiven Beziehungen (2) der
Schnittpunkte E,, am Brianchonschen Sechsseit. Die Beziehungen
(8) und (2) zeigen iibereinstimmend, wie aus den Elementen E;; einer
Pentade die Elemente aller iibrigen Pentaden hervorgehen, nur ist in
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(2) der Punkt das Element, in (8) die Matrix vierten Grades. Die Be-
dingungen (3) werden je von den fiinf Operatoren E,; derselben
Pentade $, erfiillt und nie von mehr als von fiinf Operatoren gleich-
zeitig. Die grundlegende physikalische Bedeutung der Operatorenreihe
fiir die Theorie ist in Abhandlung I eingehend erértert worden. Das
jetzige Ergebnis lautet:

,,Durch die Beziehungen E¢2 = + 1, E(;Eqy = — EqrEos (4, k=1, 2,
...5,% % k) gehen die 15 Schwittpunkte E, des Brianchonschen
Sechsseits in die 15 Operatoren E . der Divacschen Wellengleichung diber,
wobei die Anordnung in sechs Pentaden beiderseits die gleiche bleibt. Die
aus dem Fumdamentalsatz der Kegelschnittlehre folgende projekiive Be-
ziehung (2) der sechs Tangenten verwandelt sich in die Beziehung (8) der
sechs Operatorenpentaden der Wellengleichung. Homologe Sechssert-
punkte auf den Tangenten gehen in Operatoren iiber, die esnander in der
Operatorenverknilpfung zugeordnet sind.”

3. Die Abbildung der physikalisch wichtigen GroBen des Ein-
elektronensystems auf die Seiten und Punkte des Brianchonschen
Tangentensechsseits ergibt sich nun von selbst. Jede Pentade enthilt
drei raumartige, reelle und zwei zeitartige, imagindre Operatoren. Fiir
die Pentade p, folgt das aus der Matrizendarstellung (4), und diese wird
durch die projektiven Beziehungen (2) ebensowohl wie durch die
Matrizengleichungen (8) auf die iibrigen Pentaden ausgedehnt.

Wir stellen die physikalischen GroSen und die entsprechenden geo-
metrischen Konfigurationen einander gegeniiber (Fig. 1):

Geometrische Konfiguration Wellenmechanische GroBe

5
Punktegruppe o (Eg1, Eez» Es, ~ Energieoperator T = 27: Egty
0

EOM EOS)
’s Do (Eo1» Eog» Egs, Eqs) Viererstrom X = jp Eqy + TeeEoe
+ JosEos + Joa Eos
’ P0 (Eo1» Eoz» Egs) Stromdichte
» E“ . LadunngiChte
. ps (Ess,Egs, Egs, Eys) Impulsenergievektor M = j35Eq5
+ Jas Egs + f35 Ess + Jas Eus-
. Ps (Exs, Egs, E3s)  Impulskomponenten
» Ey Eigenmasse E/c?
2 En, Ela, E14, Ezs, SeChservektOI' S = imEu + 7'13E13
Ey, Es + j14E1a + 13 Fes + Juu B+ fa Eaa
i By, By Eg " Elektronenspin

Brianchonscher Punkt E,q Identischer Operator
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Die Komponenten j;; der einzelnen wellenmechanischen Operatoren
sind dabei durch §;; = (pE;y) definiert. Wegen der Einzelheiten sei
auf Nr. 4—8 der Abhandlung I verwiesen. Die erhaltene Abbildung ist
zu Fig. 2 in Nr. 16 der Abhandlung I dual.

I1. Transformationstheorie der Kegelschnitte und Unbestimmtheit.

4. Nach der Abbildung der physikalischen Eigenschaften des Elek-
trons bleibt noch sein Ort im Raume zu bestimmen. Durch Heisen-
bergs bekanntes Unbestimmtheitsprinzip?) kamen die Grundlagen
der Wellenmechanik zu einem vorldufigen AbschluB. Nach diesem fiir
jedes Paar kanonisch konjugierter Verdnderlicher giiltigen Prinzip ist
das Produkt der Unschirfe von Lagekoordinaten 4 x und von Impuls-
koordinaten 4¢q von der GroBenordnung des Wirkungsquantums %,
also Ax-Aq=h. .

Der reelle Kegelschnitt k2, dem das Brianchonsche Sechsseit der
E;. (Abschnitt I) umbeschrieben ist, hat beziiglich eines Tangential-
dreiecks als Koordinatendreieck y;: ¥, : ys die Gleichung

Yo' — %1Ys = 0.
Der bekannte Ansatz ¢y, = 42, 09, = A4 Ay, 0 Y3 = A,? individualisiert

die oo! reellen Kegelschnittpunkte mittels 2N 2‘ = A durch die

oo! reellen Werte des Parameters 4. Der I?egelgéhnit’: k? geht durch
eine Gruppe K; von oo® reellen Kollineationen in sich iiber. Sie sind
durch die Substitutionen gegeben:
U Ukl
azi+ a,’
Das Sechsseit ist nun mit der Lage des Elektrons im Raume folgender-
maBen zu verkniipfen (Fig. 1):

a; reell, a,a, — aya; = 0.

,,Die Abstinde %, %gg, %3 der Pumkie Ey, Eg, Eq (raumartige
Operatoren) von dres beliebigen aber festen Tangenten t,, t,, ¢, des Kegel-
schnittes k? sind den kartesischen Koordinaten x,y, z des Elektrons in
einem beliebigen aber festen Koordinatensystem proportional. Das Elek-
tron befindet sich im Punkte P (x,y, z) mit den Koordinaten % = g %q,
Y = Q% 2= 0%g."

Fillt von den Tangenten p,, pa, ps, Welche die Punkte Eyy, Eg, Eg
auf p, ausschneiden, $, mit #,, p; mit #,, p; mit ¢, zusammen, so be-
findet sich das Elektron im Koordinatenursprung. Denken wir uns das
Brianchonsche Sechsseit stetig veridnderlich, indem seine Seiten am
Kegelschnitt k2 gleiten, so beschreibt das Elektron eine entsprechende
Raumkurve.

2) W.Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 43 (1927), S. 172.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. L. 1. Abt. Heft 2 9
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5. Nach Abschnitt I sind die wellenmechanischen GroBen des Elek-
trons auf die projektiven Eigenschaften des Brianchonschen Sechs-
seites B abgebildet, und nach Nr. 4 miiBte sich das Elektron im
Punkte P (#, y, 2) befinden. Jede Kollineation der Gruppe Kj; (der
Kollineationen des Kegelschnittes in sich) verwandelt B in ein neues
Brianchonsches Sechsseit B’ und die beiden Sechsseite B, B’ sind
projektiv gleichwertig. Jedes von oo® Sechsseiten B,’, By, . . ., die aus
B durch die oo® Kollineationen der Gruppe Kj; hervorgehen, ist in
gleicher Weise zur Beschreibung der wellenmechanischen Grofen ge-
eignet. Mit anderen Worten:

,,Die Abbildung der wellenmechanischen Eigenschaften des Elektrons
von der Wellengleichung Diracs auf das Brianchonsche Sechsseit lift
die Lage des Elektrons im Rawme unbestimmd.

s " Werden bestimmte Sechsseite des Kegel-
schnittes k2 oder gewisse Kollineationen
der Gruppe K, vor den iibrigen durch ein
groBeres Gewicht ausgezeichnet, so ge-
winnt der Aufenthalt und die Bewegung des
Elektronsan den entsprechenden Ortendes
Raumes eine groBere Wahrscheinlichkeit.

II1. Zweielektronensystem
und Vertauschbarkeit.

6. Ein gegebenes Brianchonsches
Sechsseit B verwandelt sich durch eine
Kollineation der Gruppe Kj; in ein anderes
solches Sechsseit B’. Da diese Gruppe Kj
zu jeder ihrer Kollineationen die Umkeh-
rung enthdlt, lassen sich die beiden Sechs-
seite projektiv invariant ineinander {iber-
fithren.

Die Gruppe K, enthilt co® perspektive
Involutionen; jede von ihnen ist mit ihrer
Umkehrung identisch. Jede von ihnen hat
einen Punkt der Ebene zum Involutions-
zentrum und seine Polare zur Involutions-
achse. Sie vertauscht jedes beliebig gegebene Brianchonsche Sechs-
seit B, mit einem anderen B, (Fig. 2).

Mehrere gleichartige Teilchen eines Gebildes der Quantenmechanik —
z. B. mehrere Elektronen — sind physikalisch nicht unterscheidbar.

[
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Eine Vertauschung mehrerer Elektronen untereinander ist von keiner
beobachtbaren Verinderung des Systems begleitet. Dieser fiir die
Quantenmechanik besonders charakteristische Umstand findet in
keiner klassischen physikalischen Theorie eine Analogie, wohl aber in
der Geometrie.

7. In Nr. 9—11 der Abhandlung I wurde das Zweielektronensystem
behandelt und in Nr. 17 als sein geometrisches Gegenstiick die doppelte
Pascalkonfiguration entwickelt. Auf Grund der jetzigen Resultate er-
gibt sich (Fig. 2):

,"Das Zweielektronensystem Diracs, bestehend aus den Elektronen e
und f, ist geometrisch dargestellt durch zwei Brianchomnsche Sechsseite
B, und B, des Kegelschnittes k®. Sie werden durch eine perspektive In-
volution II der Gruppe K; uniereinander vertauscht. Die 16 Schmatt-
punkte E; des Sechsseites B, (einschlieflich des Brianchonpunktes E,g)
und die 16 Punkte des Sechsseites B, sind die beiden Operatorenverhen
von je 16 Operatoren, die einander 1m Zweielektronensystem gegeniiber-
treten, wenn die Wechselwirkung zundchst unberiicksichtigt bleibt. Daie
perspektive Involution IT aber ist der Vertauschungsoperator

P= %EiEiF,-.

Letzterer transformiert die eine Operatorenreihe in die andere nach dem
Gesetz F; = PE;P. Der Operator P vertauscht also gleichnamige Opera-
toren der beiden Operatorenrveihen in derselben Weise, wie es die per-
spektive Involution IT mit den gleichnamigen Punkten der beiden Sechs-
seite tut. Aber auch die in der geometrischen Konfiguration enthaltenen
Lagekoordinaten X,,, X,5, Xo3 WNA Xpy, Xgy, Xs5 beider Elekironen werden
durch IT ausgetauscht. — Durch Kombination der E,- und der F;-
Operatoren werden in der Theorie 136 raumartige Operatoren E,F,, und
120 zeitartige Operatoren E.F, aufgebaut. Aus diesen Kombinationen
entstehen die zulissigen 136 Lorentztransformationen des Zweielektronen-
problems, sesn Phasenraum, seine 137 Freiheitsgrade usf. Geometrisch
aber werden die simtlichen Kombinationen E,F, durch die simtlichen
Verbindungsgeraden E,F,, der Sechsseitpunkte E, mit den Sechsseit-
punkten F,, wiedergegeben. Die Involution II — die Vertauschung —
fiihrt diese Gesamtkonfiguration in sieh diber, sie ruft an ihren Teilen
keinerlei wesentliche Verinderungen der Lage oder der physikalischen
Bedeutung hervor. Auch alle Erweiterungen der Konfigurationen durch
die Methoden des Projizievens und Schneidens konnen solche Verdnde-
rungen wicht anzeigen. Das Vertauschbarkeitspostulat Heisenbergs ist

fiir solche Konfigurationen der Geometrie stets gesichert.”
9‘
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Natiirlich kénnen die co® Kollineationen der Gruppe K; auBlerdem
zur Anwendung kommen; wird der Pol P von I7 in den Mittelpunkt
des Kegelschnittes k2 verlegt, so nimmt die perspektive Involution /7
die Form einer Drehung vom Argument z an.

IV. Ionisation.

8. Nach Heisenbergs Unbestimmtheitsprinzip ist das Unschérfe-
produkt von Impuls- und Ortskoordinaten des Elektrons von der
GréBenordnung des Wirkungsquantums 4¢q - 4 x = &, und bei scharfer
Impulsmessung ist der Ort vollig. unbestimmt. Die Diracsche Wellen-
gleichung und die Eigenschaften aller zugehorigen physikalischen
GréBen des Einelektronensystems entsprechen den rein projektiven
Eigenschaften des Brianchonschen Sechsseits in Fig. 1. Das gleiche
gilt fiir das Zweielektronensystem und fiir die entsprechenden pro-
jektiven Eigenschaften der Fig. 2. Die Ortsbestimmung des Elektrons
(Nr. 4) lduft auf die Einfilhrung metrischer Bedingungen hinaus, beim
Einelektronensystem auf die Messung der drei Abstinde xy, %, %gs
der drei Punkte Ey, Eyp, Ey von den drei festen Geraden #,, ¢, ¢,,
beim Zweielektronensystem auf sechs entsprechende metrische Be-
dingungen. Der projektive Charakter der Figur 14Bt aber die Strecken
Xo1» Xoz> %os alle moglichen positiven und negativen Werte annehmen.
Andererseits verliert die Konfiguration bei festen x,; ihren allgemeinen
projektiven Charakter. Das Unbestimmtheitsprinzip Heisenbergs
ist in der Geometrie auf den Gegensatz der projektiven und metrischen
Geometrie zuriickgefiihrt. Die mit dem Unbestimmtheitsprinzip zu-
sammenhingende Vertauschbarkeit zweier Elektronen geht auf die
Vertauschung der beiden Konfigurationen durch involutorische Pro-
jektivitat zuriick (Nr. 6 und 7).

9. Diese Zusammenhinge zwischen Wellenmechanik und Geo-
metrie zeigen sich besonders deutlich bei Anwendung unserer geo-
metrischen Ergebnisse auf den Vorgang der Ionisation. Bekanntlich
ordnet bereits die Theorie von Schrodinger die (negativen) Eigen-
werte E, der Wellengleichung als die Energiewerte des Atomsystems
den einzelnen diskreten Linien des Serienspektrums zu. Der Wert
E, =0 bezeichnet die Ionisation des Elektrons. Jenseits davon
verliert das Problem seinen Eigenwericharakter. Wird die Ionisation
durch ElektronenstoB herbeigefiihrt, so schlieB8t sich an die duBerste
Kante des diskreten Serienspektrums ein kontinuierliches Spektrum an.

Nun ist in diesem Falle der Ort des Elektrons angebbar, es befindet
sich im Unendlichen, da die Ionisation es aus dem System entfernte.
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Aus diesem Grunde muB in der Brianchonschen Konfiguration des
Elektrons (Fig. 1) mindestens eine der drei Ortskoordinaten x,; un-
endlich werden. Die Konfiguration zeigt die Ionisation also dadurch
an, daB von den drei Punkten E,, Eq, Eq mindestens einer in den un-
endlich fernen Punkt der Geraden ¢, riickt und die mit ihm inzidente
Tangente ,, p, oder p, zu p, parallel wird. Die dem ionisierten System
dquivalente Brianchonsche Konfiguration besitzt wenigstens eine
zu p, parallele Tangente. Sie hat ihren projektiven Charakter verloren.

R _ (Eingegangen am 12. 5. 1940.)




