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Die Elemente auf der Eigenwertfläche und der Kernfläche.
Von G. HeeNznr, in Karlsruhe.

(Mit 4 Figuren')

In den beiden vorhergehenden Arbeiten 1) wurden geometrische
Theorien zu den Wellengleichungen des Einelektronensystems und des
Zweielektronensystems entwickeLt. Jetzt handelt es sich einerseits um
eine organische geometrische Entwicklung aller Quanten zahlen-
kombinationen in ihrer Bedeutung für die spektralen Energieniveaus,
für die ideale Quantenfolge und für das reale periodische System der
Elemente, anderer$eits um eine geometrische Darstellung der Ergeb-
nisse der Kernphysik.

Diesem Ziele dient die Konstruktion einer Fläche, die ,,Eigenuert-
fläche" genannt werden soll, weil sie die angedeuteten Aufgaben durch
Darstellung der Eigenwerte und damit der Quantenkonfigurationen
löst. Die Fläche kann entweder im Bereich der Bewegungsgeometrie -
durch Schiebungen und Drehungen - oder mit einfachen Mitteln der
Funktionentheorie erzeugt werden. Die Eigenwertfläche ermöglicht
eine neue Anordnung der chemischen Elemente unter Vereinigung der
alten Darstellung des periodischen Systems mit der Quanten- und
Wellenmechanik. Eine geeignete Spiegelung führt von der Eigenwert-
fläche auf die ,,Kernfläche" , deren Ausbau die wesentlichen Ergebnisse
der Kernphysik darstellt. Die Eigenschaften der Eigenwertfläche und
der Kernfläche zusammen geben den Stand der Atomphysik vollständig
wieder.

I. Die Eigenwertf,äche.

1. Eine Strecke von der Länge I wird so auf die positive y-Achse
gelegt, daß ihr Anfangspunkt 11 mit dem Koordinatenursprung zur
Deckung kommt, durch Drehung tm 2n wird. der Einheitskreis be-
deckt. Fortgesetzte Verschiebungen des senkrechten Durchmessers
vom Betrage 2 in Richtung der positiven y-Achse und die Drehungen
um den Koordinatenursprung vom Drehwinkel 2n bewirken eine ein-
fache überdeckung der offenen Ebene und ihre Einteilung in den
Einheitikreis Ks und in konzentrische Kreisringe Kr, Ku. . . von der

{) Haenzel,
s.2t?242. -s. t2t-t29.

füometrie und Wellenmechanik, Jahresber. d' DMV' 49 (t939),
Geometrie und wellenmechanik II, Jahresber. d. DMv. 50 (r94O),
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Breite 2. Die ungeraden zyklischen Drehungen teilen die Bereiche
Kr,Kr,Kr,...,K(r)... bzw. in {, },5,...21'+l gleiche Sek-
toren (Fig. t).

Eine Anzahl übereinanderliegender Blätter der offenen Ebene seien
von unten nach oben mit

rh- 1,2, r, . . .

numeriert. fn der untersten Ebene und allen darüberliegenden ent-
stehe wie oben der Einheitskreis mit dem Mittelpunkte H. Er wird als

(nullter) Kreisring in
allen Blättern mit der
Ziff.er nz- 0 bezeich-
net. Die unterste Ebene
h - I wird längs des
Einheitskreises aufge-
schnitten und an die
darüberliegende frr:2

+ geheftet. Ein Punkt
des Einheitskreises in
der unteren Ebene rar:1
muß daher beim Ver-
lassen des Einheits-
kreises in die darüber-
liegende tur:2 aufstei-
gen. Die ,,erzeugende
Fwndamentalstrecke"

lyl < l, x:0 in der
untersten Ebene wird

in Richtung der positiven y-Achse um den Betrag 2 verschoben und
gelangt dabei in das Blatt nr:2. In diesem Blatte und in allen darüber-
liegenden wird der erste Kreisring durch Drehung erzeugt und mit %z:l
bezeichnet. Die Richtung der positiven y-Achse wird in allen Blättern
mit nr:0 gekennzeichnet. Nunmehr sind im Blatt n!:2 und in allen
darüber befindlichen * also in allen Kreisringefi nz- | - die zykli-
schen Drehungen von der Periode J auszuführen. Die beiden Rich-
tungen, in die sich die erzeugende Strecke dabei einstellt, je l20ogegen
die positive y-Achse, kennzeichnen die ZitIerra ns: + l, /xs- * l -

Die zweite Ebene h - 2 ist längs des Außenrandes des ersten Kreis-
ringes %s* t aufzuschneiden und an die darüberliegende Ebene rtt: 3
zu heften. Der Außenrand des Kreisringes ttz: l, q- 2, kann nur
durch Aufstieg in die dritte Ebene h- ! überschritten werden.
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Die erzeugende Fundamentalstrecke wird unter Aufstieg in die
Ebene /11:3 um ihre Länge 2 in der Richtung fls: O verschoben,
erzeugt dort und in allen darüberliegenden Blättern den zweiten
Kreisring ltrz: 2 . In diesem werden die zyklischen Drehungen von der
Periode I ausgeführt und die vier gegen rtrs: 0 unter den Winkeln
* 72o, + l44o geneigten Richtungen mit (es: + { , L 2 bezeichnet.

Allgemein erhält das Blatt fl,r: 1,

die Kreisringe !t's:0, 1,... v-l
und in ihnen die Richtungen ?ts:0, + 1,... * (, -4,),

erzeugt durch die zyklischen Drehungen der Perioden 1,J,5...
Tnr+l:2(r-{)+{.

Der Mittelpunkt I/ der erzeugenden Fundamentalstrecke kommt bei
der Erzeugung der Fläche mit einer Reihe von Punkten zur Deckung,
die wir die charakteristischen ,,Eigemwertpunkte" der Fläche nennen.
Jeder Eigenwertpunkt ist durch drei Kennziffern individualisiert. Die
erste Zahl nL: t, bezeichnet die Nummer des Blattes, die zweite
nz- 0, {, 2, . . ., v - { die lrTummer des Ringes, in dem der Punkt
liegt. Die dritte ZahL /ts:0, + I , . .. * (, -'l) gibt die zyklische
Drehung an, durch die der Punkt von der Achs: ns:0 aus erreicht
wird.

2. Die Schrödingergleichung des Einelektronensystems

(r) Av +ry (E -u),p:a (rzo Ruhemasse)

lautet mit der potentiellen Energie U : - 1 ," räumlichen Polar-
koordinatenr, 8, V:

(2) ofi +:"Y + +i#$ ('i" rlaä * #":#,)
+e!#(r* i),-o

Die übliche Lösung mit Hilfe des Produktansat zes V - R (r) O (8\ O (E)
führt mittels Kugelflächenfunktionen Pt* .ei*s l-ter Ordnung und
Laguerrescher Polynoml up p-ten Grades auf die Eigenfunktionen

(,) g : {*'q' 'un-t-t(d Pr*(cosd) 'costnv (n:?^, n}o' s"'") '

wo an die Stelle von cosllllg auch sinmg treten kann. Die Diskussion
der bekannten drei Eigenwertreihen

Eo:-'t*Ti", tr(l+{), tn
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liefert die drei ganzen Quantenzahlen mr- n, frz:1,, fls- m, mit den
Bedingungen

(4)

/lt:1r2,rr...
/12- O, {,2r...r%t-1,
ns-- 0, * {, + 2, . . ., * (nt- {).

Die charakteristischen Eigenwertpunkte der in Nr. { erzeugten Fläche
sind also den zuldssigen Eigenwerttripeln (4) der Wellengleichung (2)
umkehrbar eindeutig zugeordnet und damit den Eigenfunktionen (1).
Folgende Aussagen über die Wellengleichung und die Eigenwertfläche
sind gleichwertig:

Bei gegebenem erstem Eigen- Das gegebene Flächenblatt nr
wert r\ läuft nz = I von 0 bis enthält die Ringe nz : 0 bis
nt-l und zu jedem I Sibt es 21,+ 7

Kugelflächenfunktionen, so daß

zumWerte ntje} Qt+ {) - n}
zulässige nig.riilnktionen ge-
hören.

nz--rh-l und in jedem Ringe
Nr. I liegen 21,+{ Eigenwert-
punkte, so daß die Ebene h je
tLt-lä QI+ l) - n,z Eigenwertpunkte
,:ö
enthdlt.

Aus alledem ergibt sich folgendes Theorem:

,,Die Eigenwertflöche der W ell,engleichung entsteht durch abwechselnde
Anwenilung der gleichen Parallelaersch'iebwng mit den ungeraden zykli-
schen Drehungsgrwppen steigenilen Grades awf den senkrechten Dwrch-
?nesser iles Einlwitskreises als erzewgende Funilamental,strecke. Das Blatt
flr: y d,er Fkiche besteht 6u,cs t, Kreisringem mz: 0, l, . . . (v - l) unil
hängt löngs des AuBenrandes se'i,nes äuBersten Ringes mit dem Blatt
nz: r,+ | z,usanurnen. teder Ring der Nr. n2: A wird durch die unge-
railen zyklischen Drekungsgruppen der Ordnwng ztr + I in ebensoviel,e
Sektoren geteilt. Der Mittelpunkt H der Fwndamentalstrecke erzeugt bei
A nw endung,i ener P ar al,l,ela er schi ebun gem wnd Dt eh'ungen di e E i g enw ert-
punkte der Flöche, die ilwrch ilie Zahlentripel, n1r n2, n" mit den Bedin-
gungeru ($ indivi,dualisiert d,en Ei,genfunkt'i,onen ( il der Wel'Iengleichung
wmkehrbar eindeutig zugeordnet sind,."

]. Die Richtung ?ts: O sei die positive reelle Achse einer komplexen
Zahlenebene mit dem Anfangspunkt in H. Die Außenränder der Ringe
n2- 1,2,r,... entstehen aus dem Rande des Einheitskreises durch
die Folge der Dehnungen

zy+L: (2v { llz, (l:1,2,3, . . .).
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Dabei ist im Einheitskreise z : zr. Die Richtungen zs entstehen aus der
positiven reellen Achse durch die Folge der ungeraden zyklischen
Drehungen zktti

g, - g2ol{., (1t- 1,2,3,...; h:O,1,2,...,2a1.

Abwechselnde Anwendung der Operationen beider Folgen gleicher
Nummer erzeugt die Eigenwertfläche aus dem Einheitskreise. Bei jeder
Dehnung ist ein neues Blatt aufzulegen. Nach der ersten Dehnung
durchläuft der Punkt z: 2 die Folge aller Eigenwertpunkte, nämlich
unter Voranstellung von z: O:

Zni, 4nd
z:2,2eT, 2eT

Eni

a .2,

4 fii, 6 tt.i I ni
4es, 4eT, 4eT

' 'ru)o

P.2g!*t,
4v tti

., T.2tz"'+t
(Ä: o, 1,2, "',2Y1'

Unter Verwendung des Weierstraßschen Produktsatzes erhält man
die ganze Funktion. 

i*;f* (-;E iY
Ho@) - z' nl t - -jrn*1z"uz*t \"'z''+tl

Y:r L zr rffiJ,
(A: o, l, 2, ' '', 2t')

mit den Nullstellen in den Eigenwertpunkten. Mit anderen Worten:
,,Die Eigenwertfläche der Wellengleichung entsteht aus dem Einhei,ts-

hreise und der reel,len pos'i,tiaen Achse durch die abwechsel,nde Verwendwng
2krti,

d,er Dehnwcngen zt+L: Qr+ l)21 unil d,er Drehufl,gen, z':8*t'z mit
v:7,,2,... und k:0, 1,2,...,21,, uenm bei 'ieder Deknwng ein
neuces Blatt aufgelegt uird. Ihre Eigenwertpunkte sind, die Nul,lstel,Icn der
Funktion HoF\ in all,en Blöttern. Wiril die Reihe der EigenwertpunWe
im Sinne wachsender y ilurchloufen, so isl 'ieder Punkt mit drei Qwanten'
zahlen nL, rbz, t a zr,t, bel'egen und zwar bestimmt

n1: t,+ | die Nummer des Blattes,
ttz: P die Nummer des Ringes,
ns:0, * {, + 2, . .., * , (ie nochdem Imag ,ZAl das Arg*

ment des Eigenuertpunktes."
Für den Einheitskreis ist r, - 0.

Jabresbericbt d. Deutschen !f,atbem.-Vereinigung. LII. l. ltbt. lIeft2 8
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II. Die Eigenwertfläche
als Atommodell und als Träger des Systems der Elemente.

4. Als Modell des Einelektronensystems ist die Eigenwertfläche in
der Wellenmechanik mit den Energiestufen der Eigenwerte zu belegen,
und zwar erhalten die verschiedenen Flächenblätter /tL: 1,2,. . . die
Hauptenergiestufen

Fu flt
2nzmoer (nr:1,2,.,.),h, nr,

so daß der Übergang aus einem höheren Blatt z.-in ein tieferes rar'der
Emission der zugehörigen Spektrallinie entspricht mit der Frequenz

p:4#! ("?-*)
Die durch die zweite Quantenzahl nr: 0, l, . . ., (nr- {) bedingten
zusätzlichen Energieniveaus sind zusätzhch auf die Ringe der betref-
fenden Nummerfl flz zu verlegen. Das Hauptenergieniveant En, wird
durch die n, je in z4 verschiedene Komponenten zerlegt, denen die mr
verschiedenen Ringe nz: A,l, . . ., (,t. - f ) des Blattes Nummer q
mit diesen Belegungen entsprechen. fhnen sind endlich die zusätz-
lichen Niveaus aus den Quantenzahlen ns ztt überlagern, mit denen
die entsprechenden Richtungen n, in den einzelnen Ringen zusätzlich
zu belegen sind. Damit ist das gesamte Niveauschema der Wellen-
gleichung (2) des Elektronensystems auf der Fläche ausgebreitet und
man erhäIt den Satz:

,,ted,er Weg auf der Eigenwertflöche entsprickt einem Energiesprung.
Die physikal,isch, zulässigen Wege beginnen unil enden in E,igenwert-
punkten iler Fl,öche; nach den bekannten Auswah,Iregeln liegen Anfangs-
funkt und Endpwnkt in zwei beliebigen aerschiedenen Flöchenblöttern.
Die Diferenz ihrer Ringnurn nern mu| * { sein, die Differenz ih,rer
Richtungsnurnrner% O oder * 1."

Der Energiesprung ist von der Gestalt des Weges so lange unab-
hängig, als nicht unterwegs weitere Eigenwertpunkte berührt werden.
Enthält der Weg noch weitere Eigenwertpunkte, so handelt es sich
um mehrere aneinander anschließende Sprünge.

5. Um ein Beispiel für diese Modellvorstellung zu geben, lasse man
in einem Magnetfelde von der Feldstärke If (Gauß) die Flächenzahl n"
als magtretische Quantenzahl wirksam werden. Die Fläche liefert dann
das Grundtheorem des normalen Z eemaneffeHes.

Unabhängig von der ersten Quantenzahl n, spaltet ein Term der
zweiten Quantenzabl nrim magnetischen Felde in 2th* { Terme auf.
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Das Aufspaltungsbild ist symmetrisch zur ungespaltenen Linie. Be-
kanntlich sind die zusätzlichen Energiewerte der magnetischen
Quantenzahl m: flB

E^: -!!!- ' * (-;L*;'; ,*,i:*;:"*")'
Die Auswahlregeln nz-nr': * l, ns-?t,r': g, f { ergeben sofort
die zulässigen Wege. Aus ihnen schließt man mittels A p: f* auf die
Aufspaltung der einzelnen Linie mit der lllellenzahl p in drei Linien
mit den Zeemanverschiebungen

a p:0, + #J"
Diese Betrachtungen gelten für Systeme, die außer dem Kern und
einem äußeren Elektron abgeschlossene Schalen von Rumpfelektronen
enthalten. Sie besitzen ein nur vom äußeren Elektron herrührendes
Drehimpulsmoment "r. *, wo n, die Ringnummer auf der Fläche
ist, d.h. !Lz:O, {,2,...-frr-|. Der Wert frz:0 ist nach dem
früheren Bohrschen Modell nicht zu verstehen, da es sich dabei um
eine Bahn ohne Drehimpuls, also um eine Pendelbahn durch den Kern
handeln würde. Auf der Eigenwertfläche als Modell fätlt dieser Wider-
spruch fort.

6. Die Hinzunahme des Spins führt den Wert nn* * $ oder den
lVert n,4: - $ als vierte Quantenzahl ein. Die Diracsche Theorie, die
den Spin berücksichtigt, wurde in Abhandlung II geometrisch unter-
sucht. Die physikalischen Eigenschaften des Diracschen Einelek-
'tronensystems wurden dabei auf die Elemente und projektiven Eigen-
schaften des Brianchonschen Sechsseits abgebildet, diejenigen des
Zweielektronensystems auf zwei Brianchonsche Sechsseite des
gleichen Kegelschnitts. Beide müssen wegen der Vertauschbarkeits-
relation durch eine perspektive Involution des Kegelschnittes mit-
einander vertauschbar sein, z. B. durch Drehung um den Mittelpunkt
des Kegelschnitts mit dem Drehwinkel z.

Zugunsten der Einfachheit sei das Brianchonsche Sechsseit auf der
Eigenwertfläche mit seinen das Einelektronensystem repräsentieren-
den Eigenschaften durch einen Punkt vertreten. Auf der erzeugenden
Fundamentalstrecke ({ ) liegen daher zwei Punkte im Abstande
* ü und - f vom Mittelpunkt (Fig. { und }) .Werden dieselben bei der
Erzeugung der Eigenwertfläche (l ) mitgenommen, so entsteht die
doppelte Anzahl von Eigenwertpunkten, und za jeder vorhin be-
schriebenen charakteristischen Lage der Fundamentalstrecke mit drei

8r
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gegebenen Quantenzahlen treten die Spinwerte * { oder - } als viertb
Quantenzahlen. Die entsprechenden zusätzlichen Energieniveaus sind
in jenen charakteristischen Punkten der Fläche den drei ersten Niveaus
zu überlagern.

Nach dieser Einführung der vierten Quantenzahl auf der Eigen-
wertfläche ist mit Hilfe der V[ege auf der Fläche u. a. der anomale
Z eemanef ekt in gleicher Weise zu behandeln wie der normale Zeeman-
effekt in Nr. 5.

7. Das gesamte System von vier Eigenwertdn bzw. vier Quanten-
zahlen ist damit auf der Fläche ausgebreitet. Die ideale Zalienfolge
der Quantenzahlen und der Aufbau des periodischen Systems der Ele-
mente durch Anbau immer neuer Elektronen sind auf der Fläche vor-
gezeichnet. Das Ppulische Prinzip: ,,IJnter den Elektronen eines
Atoms dürfen keine zweiin allen vier Quantenzahlen übereinstimmen"
weist die chemischen Elemente umkehrbar eindeutig den Eigenwert-
punkten der Fläche zu, so daß die Elemente einer chemischen Periode
im gleichen Flächenblatt liegen. Die Eigenwertpunkte bilden in den
Flächenblättern die ideale Quantenzahlfolge. Im untersten Blatt
?rL: { liegt das Ein- und das Zweielektronensystem (I/ und He), im
darüberliegenden ry- 2die Achterreihe des periodischen Systems vom
Lithium zum Neon, im nächsten Blatt die Achtzehnerreihe der
Folge usw.

Der vielbesprochene Unterschied zwischen der idealen Zahlenfolge

2, 8, 18, 
'2 

, 2n2,

und der realen Folge der
mente

Reihen des periodischen Systems der Ele-

2, 8,8, {8 , lg, ,2
ist treffend durch den Zusammenhang der Eigenwertfläche dargestellt.
Auf der Eigenwertfläche der id,eal,en Qaantenfolge kann der Übergang
von einem unteren Blatt in das darüberliegende erst nach Besetzung
aller im unteren Blatt befindlichen Eigenwertpunkte stattfinden
(FiS. 2a). Auf der Eigenwertfläche der realem Folge des periodischen
Systems wird dagegen der Übergang vom Blatt !ct: ] in das Blatt
tl,: 4 infolge anderen Zusammenhanges beider Blätter pig. Zb)
schon vollzogen, nachdem erst 8 von den 18 Eigenwertpunkten des
Blattes fir:\ besetzt waren, und zwar die 8 Stellen mit flz:O,
ns: O, fra: * | und n2: l, rbs:0, !1, rta- :t f . Nach Besetzung
der beiden PunktE r\:4, m2:0, tts: a, frr- * .} findet Rückkehr
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ins dritte Blatt q- ] statt, wo die Besetzung der zehn äußeren Punkte
flr:2,1rts: O, * {, *2, !14: 1f } nachgeholt wird.

frt'6

7Fnt.2h=7
Fig-2b

Als Gesamtergebhis ist festzustellen :

,,Die Eigenwertflriche entspri.cht hinsiclttlich iler Wege zuischen ihren
Eigemnertpunhten d,en spehtral,en Eigenschaften des Einel,ektronen-
s),sterns, unter demGesichtspunkte iles P auliscken Prinzips entspricht sie
der idealenQuantenfolge. Zur Darstel,l,ung des realen periodischen Systems
ist der Zusammenhang der Fl,äche abzuändern."

8. Die üblichen Darstellungen des sogenannten periodischen Systems
der Elemente mit ihren Anordnungen in waagerechten und lotrechten
Kolonnen oder mit Verbindungslinien zwischen homologen Elementen
geben das Wesen der Sache nur unvollkommen wieder. Unserer Auf-
fassung des periodischen Systems entspricht vielmehr die eindeutige
Verteilung der Elemente auf die Eigenwertpunkte der in ihrem Zu-
sammenhang abgeänderten Eigenwertfläche. Ein gegebenes Element
der Ordnungszahl i hat auf der Fläche den Eigenwertplatz Nr. .[ des-
ienigen Elektrons einzunehmen, durch dessen Anbau es aus dem vor-
hergehenden hervorging. Die Anordnung seiner 1 Elektronen und
ihre Quantenzustände sind durch die Eigenwertpunkte Nr. { - 2
völlig angegeben und ,1 läuft von { bis 92. Die Fig. }, a-g zeigt diese
Verteilung in der Reihenfolge der Blätter und Ringe. Wegen des An-
schlusses an Physik und Chemie ist die Quanten zahl n, als Haupt-
quantenzahl nbezeichnet, die Quantenzahl nrals Nebenquantenzahl k,
letztere ist um { erhöht, läuft also von { bis m. Das Zeichen mn ist
der Ring Nr. z im Blatt Nr. m. Diese Darstellung zeigt u. a. mit
Deutlichkeit

a) den Aufbau des Systems nach Blättern (Schalen) und Ringen
(Untergruppen) von unten nach oben und von innen nach außen, das

-L!rrz.s i nz.z i nz.t ig.p 7 t_Zz:j4j
r-i 

-i-i- 
i- r

-1-1 
t- |

Fig.za
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Auslassen einzelner Ringe und ihr späteres Nachholen, die Anzahl, An-
ordnung und die Energiezustände der Elektronen jedes Elementes.

b) Chemisch und physikalisch homologe Elemente, die in der Bohr-
Thomsenschen Darstellungu) durch eine Kette von Strichen zv lr,er-
binden sind, liegen auf der Fläche untereinander an kongruenten

d

Ftc.3

Stellen der einzelnen Blätter, der Ausbau des äußersten Ringes ist in
den uezsclyiedenen Blättern dann gleichweit fortgeschritten. Die Kon-
gruenz untereinander liegender Ringe aller Blätter entspricht der
schon von Stoner und Main- Smith erhobenen Forderunga), daß die
Elektronenanzahl der Nebenquantenzahl ä von ihrer Hauptquanten-
zahl n unabhängig ist, sowie dem Bohrschen Postulat von der In-
varianz und Permanenz der Quantenzahla), nach dem die Bindung
eines neuen Elektrons die ae- Konfiguration aller vorher gebundenen
Elektronen unverändert läßt.

2) N. Bohr, Drei Aufsätze über Spektren und Atombau, Braunschweig 7922. -I. T h o ms e n, Ztschr. f . anorganische Chemie 9 (t 895), S. t 9o. - Die in den tabellarischen
Darstellungen des periodischen Systems untereinanderstehenden Elemeute liegen also
in kongruenten Punkten der verschiedenen Blätter.

3) E.C. Stoner, Phil. Mag. 48 (t9241, S. 719, I. D. Maiu-Smith, Chemistry and
Atomic Structure, Inndon 1924.

4) N.Bohr, Über die Anwendung der Quantentheorie auf den Atombau: I. Die
GrundpostulatederQuantentheorie, Ztschr.f.Phys. t3!gz3l, S.133.- Linienspektren
und Atombau, Annalen der Physik 7r (19231l S. 256.

';f'ät
LrOo{VlTr g
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c) Die Edelgase l2),U01, [{8],[16], l5+1, [36] bilden (Fig. ]) wirklich

den Abschluß der Ringe lr, 22, 7r, 42, 5r, 6, und liegen mit Ausnahme
von [Z] an kongruenten Stellen der Blätter.

d) Wo gleiches Verhalten verschiedener Elemente durch überein-
stimmende ,,Außenschale" erklärt wird, handelt es sich auf der Eigen-
wertfläche um übereinstimmende Platzbesetzung im gleichaz obersten
besetzten Blatt. Besonders zeigt das der Ring 4r,indem die {4 seltenen
Erden 58-74 nacheinander ihre Plätze einnehmen, während in den
darüber liegenden Blättern 5 und 6 die vorausgegangene Besetzung der
Ringe 5r, 5r,6, unverändert bleibt. Bekanntlich kommt das durch
gleiches spektroskopisches und magnetisches Verhalten zum Ausdruck,
während rein chemisch auch das Element 5Z infolge seiner mit 58-71
gemeinsamen Dreiwertigkeit zu den seltenen Erden rechnet.

e) Die Häufigkeit der Elemente in der oberen Litosphäre, der Stern-
und Sonnenatmosphäre und in den Meteoriten zeigt die bekannte
Zweierperiodizität, nach der die Elemente gerader Ordnungszahl die
stabileren sind, diese Harkinssches) Regel wird von der gleichen
Zweierperiodizität des größten Isotopenreichtums der gerad?hligen
Elemente begleitet. Auf der Eigenwertfläche kommt die Zweier-
periodizität durch die paarweise Anordnung der Eigenwertpunkte z:um
Ausdruck. Jedoch handelt es sich um eine Frage der Kerntheorie, die
im nächsten Abschnitt behandelt wird.

Die Eigenwertfläche vermittelt also eine neue Darstellung der Ele-
mente, welche die Eigenschaften des periodischen Systems nach
Mendelejeff oder Thomsen mit den Ergebnissen der Quanten- und
Wellenmechanik vereinigt.

III. Die Kernfläche und ihre Bedeutung für die Kernphysik.
g. Die Eigenwertfläche werde an ihrer Ebene h- { gespiegelt. Die

gespiegelte Fläche besteht aus den Blättern
hr: 1,2,1,. . .7, mit den Ringgebieten.
hz: O, {, 2, - . .(, - l). In ihnen sind die Richtungen
hs:0, * l, + 2, . .. * (, - {) ausgezeichnet'

In jeder dieser Richtungen liegen zwei Punkte P, P' mit den vierten
Quantenzahlen rh: + *, - * , so daß alle zulässigen Eigenwert-
quadrupel nochmals auftreten. Das System der charakteristischen
Punkte soll das ,,P-System" der Fläche heißen, die Fläche selbst aber
,,Kernfläche" , weil sie alle Atomkerne und ihre Eigenschaften angibt.

5) W. D. Harkins, Journ. Amer. Chem. Soc. 39 U9l7r, S. 856.
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Auf den Mittelsenkrechten aller Strecken P P' (FiS. 4) werden im
Abstande * * vom Mittelpunkte je zwei neue charakteristische Punkte
N, N' eingetragen. Die Gesamtheit dieser Punkte bilden das ,,N-
System" der Kernfläche. Wir behalten uns vor, dem N-System noch
einige weitere Punkte hinzuzufügen. Der Kern des Elementes der
Ordnungszahl Z ist aus Nn : Z Protonen und N" Neutronen aufgebaut
und es ist No * N,. - M die Massenzahl. Die Elementekerne werden
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nach der Zahl ihrer Protonen auf die Punkte des P-Systems verlegt.
Da die Protonen zahl die Kernladungsz ahl Z ist, wird der Kern jedes
Elementes dabei auf den gleichen Pwnkt (nr) der Kernfläcla gewiesen,
den das Element wegen seiner El,ektronenhonfiguration auf der Eigen-
wertflächa innehatte. Mit anderen Worten:

,,Zuei spi,egelbildl,ick homologe Punkte der Kernfläche und der Eigen-
uertflöche stellen Kern und Elektronenbesetzung eines Elementes dar; die
Ionen eines Elementes werden durch Paare nichthomol,oger Punküe beider
Flächen wiedergegeben. Ein El,ement wnd, seine Ionen orilnen eimem be-
stimmten Punkte des P-Systems dbr Kernfläcke mehrere Punkte d,er
Eigenuertfl,öche zu."

10. Ein Kern enthält außer den seiner Ordnungszahl entsprechenden
N, Protonen N,, Neutronen. Die Neutronen besetzen die Punkte des
N- Systems (9) der Kernfläche. Je zwei Protonen und zwei Neutronen
bilden ein cr-Teilchen. Zwer P-Punkte mit gleichen nr, /ür, Z, und
nr: a f liegen aber mit zwei N-Punkten auf einem Kreise, er stellt
bei voller Besetzung ein a-Partikel dar. Also:

,,Die Kerne der Elemente werilen durch ilie PN-Konfigurationen iler
Kernfläche wiedergegeben,. Zum Kern des Elementes mit der Ladungszahtr l,
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Die Elemente auf der Eigenwertfläche und der Kernfläche rr5
gelrören die Punkte Nr. r-?L des P-Systerns unil eine d,er Neutronenza,kl,
entsprechende Anzakl Punkte des N-Systems. Die Konfi,gu,ration zeigt
ilen Kernawfbau nach a-Teilchen, Protonen unil Neutronen und die
Massenzahl. Isotope haben die gleiclte P- Konfigurat'i,on bei uersclaiedenen
N - Konfigu,rationen. I sotone Kerne haben gleichaiel, N - Pwnkte, aber aer-
schi ed,ene P - K onfi gur at'ionen."

Die Fig. 4 zeig. u. a. die Kerndarstellung des Elementes 13 N"
(5a-Teilchen) und die seiner beiden fsotope äl N" und 1r! Ne mit
5 a-Teilchen und einem bzw. zwei weiteren Neutronen.

ll. Die Wege auf der Kernfläche zwiscken zuei PN-Konfigurationen
stellen Kernumuand,Iungen dar.

Folgende Fälle sind hervorzuheben :

A. Der Weg führe vom Punkte P1 des Elementes der Ordnungs-
zahl )" unmittelbar zum Punkt Pt-r. Die Summen der P- und N-
Punkte der beiden Konfigurationen seien gleich, die dargestellten
Kerne sind isobar. Die Konfiguration P t besteht demnach aus ].
Punkten des P- Systems :und n Punkten des N- Systems, die Konfigu-
ration Pr-, aus )"-l Punkten des P-Systems und rt* t Punkten des
N- Systems. Es geht unterwegs ein Proton in ein Neutron über. Dabei
wird in der Umgebung des Kerns ein positives Elektron mit der Ladung
des Protons und ein Neutrino, jedes von beiden mit dem Eigendreh-
impuls $ - hl2n, geschaffen.o) Wird der Weg in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen, so entsteht ein negatives Elektron und ein Neu-
trino. Demnach gilt der Satz:

,,Wege auf der Kernfl,äche zwischen Konf,gurationen mit gleicher
Punktezahl bedingen d'i,e El,ektronenradioaktiuität. Im Sinne steigend,er
P-Nummern durchlaufen, sind sie mit der Ausstrahlwng negatiuer Elek-
tronen aerbund,en, in entgegengesetzter Richtung mit der Ausstraklung uon
Positronen."

B. Wege auf der Kernfläche zwischen Konfigurationen, deren jede
2 P-Punkte und 2 N-Punkte weniger zählt als die vorhergehende, be-
dingen die *-Radioaktivität. Es gibt auf der Fläche vier Wege dieser
Art :

a) Der W.g durch diejenigen P-N-Konfigurationen, deren Punkte-
zahlen durch 4 teilbar sind, nämlich 2r2,228, 224, .. . . Er entspricht
der Thoriumreihe des radioaktiven Zerfalls.

6) Fermi, Ztschr.f.Phys.88 (t934), S.t6r. - Fürbeide KorpuskelngeltenDirac-
gleichungen und damit die geometrischen Ergebnisse von Abh. I und II. Bekanntlich
entsteht das Neutrino zur Rettung des Impulsenergiesatzes.
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b) Der W"g durch die P--N-Konfigurationen, deren Punktezahlen
geradzahlig, aber nicht durch vier teilbar sind, nämlich 2,8, 2r4, 2rO,. ..
Er entspricht der Uranreihe.

c) Der Weg durch solche P-N-Konfigurationen, deren ungerade
Punktezahlen je urn { unterhalb der Stationen der Thoriumreihe
liegen, also 2)7, 227, . . .. Er entspricht der (bei 2r5 beginnenden)
Aktiniumreihe.

d) Der Weg ungerader Punktezahlen, je um { unterhalb der Sta-
tionen der Uranreihe, also 2)),229, .. .. Er ist nur in einzelnen seiner
Stationen künstlich realisiert. Zwischen die Wegstrecken der vier radio-
aktiven Zefi.allsreihen lassen sich Wegstrecken der Elektronenradio-
aktivität ohne Störung dieser Vorschriften einschalten, wodurch die
bekannte Gabelung und Wiedervereinigung der radioaktiven Zerfalls-
reihen entsteht..

C. Andere Wege auf der Kernfläche stellen die künstlichen Kern-
umwandlungen dar. Dabei sind zwei Arten von Wegen aJ unter-
scheiden, je nachdem die Umwandlung von künstlicher Radioaktivität
begleitet ist oder nicht. \Mege der ersten Art sind weiter za klassifi-
zieren nach Charakter der ausgesandten Strahlen, beide Arten von
Wegen können außerdem unterteilt werden nach der Form der An-
regung, welche die Umwandlung hervorruft. (Beschießung mit
a-Teilchen, Deuteronen, Protonen, Neutronen.)

D. Von jeder der Flächenstellen U'#, P"'31, Th'S, ThtSä im Blatt
nr:6 zeichnen wir je die Wege zu den Punktepaaren:

Br*-Laur, Rb,,-Csro, Sras-X"uo, Yrn-Jur, Zt *-Tesz, Nb41-Sb6r
in den Blättern 4,5,6. Unter der Wirkung langsamer Neutronen
werden die Kerne der an den Ausgangsstellen sitzenden schweren
Elemente lJran, Protaktinium und Thorium je in die beiden Elemente-
kerne an den Endpunkten dieser Wegepaare gespalten. Die einge-
zeichneten Wegepaare stellen auf der Fläche die Kernspol'tungen dar.
Die beiden Kerntrümmer, also die Elementekerne an den Endpunkten
der Wegepaare, sind bekanntlich Betastrahler (A) und stoßen zum Teil
auch Neutronen aus, so daß sich einzelne Wege von den Endstationen
aus noch fortsetzen, bis ein stabiler Endkern erreicht ist. Vom Sitz des
Uranhauptisotopes (Pffi führen entsprechende Wege nach Pd, Ag, Cd
und Jn, da ersteres durch Bestrahlung mit schnellen Neutronen in zwei
annähernd gleiche Teile gespalten wird, die diesen Elementen an-
gehören.

Wird da1 System der Elemente durch weiteren Ausbau der Kern-
und der Eigenwertfläche über das Uran hinaus extrapoliert, und zwat



Die Elemente auf der Eigenwertfläclre und der Kernfläche tt7
unter Berücksichtigung der Gesichtspunkte, welche die Besetzung der
Flächenpunkte Nr. { 42 regelten, so kann man aus der Gestalt der
Fläche zu d.er Vermutung kommen, daß die auf Nr. p2 folgenden
Transurane eine ähnliche Gruppe bilden wie die seltenen Erden im
dritten Ringe des vierten Blattes.

12. Mit Hilfe der Kernfläche können auch die einzelnen Energie-
stufen der Kernteile geordnet dargestellt werden. Die gesamte Wechsel-
wirkung des einzelnen Protons oder Neutrons mit allen übrigen Kern-
teilen werde durch ein Potentialfeld beschrieben, in dem sich jeder
Kernteil unabhängig von allen übrigen bewegt. Dann lassen sich die
verschiedenen Energiezustände mr, n, durch die Protonen und Neu-
tronen des Kerns nach dem Pauliprinzip (7) besetzen. Vom Term-
aufbau der Elektronenhülle unterscheidet sich der des Kerns durch die
(aus den beiden Arten von Kernteilen folgenden) doppelten Besetzungs-
zahlen und durch eine teilweise andere Reihenfolge der Terme. Die
nachfolgende Zusammenstellung zeigt die ideale Termbesetzung des
Kerns für die unteren Stufen, die sich an den Blättern der Kernfläche
ablesen läßt.

Die Eigenwertfläche und die Kernfläche zusammen geben erst die
Struktur der Atomphysik vollständig wieder. Daß die beiden unbe-
setzten Flächen zwar Spiegelbilder voneinander sind (9), für Elektro-
nenhülle und Kern des Atoms aber z;rrrr' Teil asymmetrische Rollen
spielen, ist der geometrische Ausdruck dafür, daß die Naturgesetze
zwar s5rmmetrisch in bezug auf die positiven und negativen Ladungs-
träger sind, daß die positive Ladung aber den Kern, die negative die
Elektronenhülle bevorzugt. Bei einer folgerichtigen Durchführung
der geometrischen Symmetrie wäre nach Besetzung beider Flächen
eine abermalige Spiegelung zulässig. Es gäbe auch Materie mit nega-
tiven Kernen und positiver Elektronenhülle.
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