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e i ] ¥ l o i ‘Die de Brogliesche Theorie des Photons L e
' i ol : geometrischer Darstellung ' 5
Von G. Haenzel, Karlsruhe -

(Technische Hochschule Karlsruhe)

Mit 1 Abblldung im Text e A%

N
~

Dle Elementartelle der modernen Atomlehre sind .
weniger materielle Gebilde in Raum und Zeit als viel- ¢ .
" mehr Symbole und Trédger mathematischer Struk-
turen, die mit Hilfe von Systemen partieller Diffe-
'rentialgleichungen Matrizen und Operatoren die Er-
gebnlsse einer subtilen experimentellen Erfahrung
‘beschreiben. Wenn somit jede Moghchkelt entfillt,
Modelle von Elementarteilen wie von realen,Raum-
gebilden herzustellen, so erscheint es um so dringen-
der, Modelle jener mathematischen Strukturen selbst -
aufzuzeigen. Die geo‘metrisché Formulierung diirfte -
diese Theorie auf eine besonders’.einfache und un-
" mittelbare Gestalt zuriickfiihren, L, , :
In friiheren Abhandlungen!) wurde eine geo- i Gt
- metrische Theorle fiir das Elnelektronensystem und .

7

. v 1y G Haenzel, ‘Geometrle und - Wellenmechanik,
. g =y Jahiresber. d. Deutsch Mathematiker-Vereinig. 49 (1939),

. - 215—242, — Geometne und Wellenmechanik II, ebenda 50 5
3 * - (1940), 121—129. — Geometrie und Wellenmechamk 11§ S
iy ebenda 52 (1942), 103—117. ~— Die Diracsche We_llen-
gleichung und das Ikosaeder, Journ. f. reine u. angew. Math.
183 (1941), 232—242. — Die Polygonfliche und 'das
‘periodische ~ System der - “Elemente, Z3, f. Phys. 1943,
1 e 283—300 : S




relationen entwu‘,kélt Im AnschluB daran erd im

‘,folgenden die Theorie des Photons und des hcht-

elektrischen Effektes-von de Broglie?) durch geo-
- metrische Theoreme und Konstruktionen dargestellt

1. Das Photon stellt nach de Broglie ein Sy-
stem von z komplementaren Korpuskeln dar, ~Jede

hat die M‘a,sse‘:’u— und ihr Verhalten ist durch je eine

Diracsche Gleichung geregelt.

chungen lassen sich mit % =

2( Wi+ g Z’(az)”wl

schreiben:

azpl

I
1

. a(pk
¢ ot

Die verwendeten Matrlzen sind:

\
0001 iooo@v

pe oco0Io 001 O

Otq = oy = :
o100 o1 oo
}Iooo - 000

o Geoiﬁefrisch Tlieg;c nach fritheren Abhandlungen
ein System von zwei Brianchonschen Sechsseiten
~des gleichen Kegelschnittes k* vor, die durch eine

5.°%

4 -2) L. de Broglie, Nouvelles recherches sur la lumidre.
“Actualités scientifiques et industrielles, Paris 1936, S. 411,
— Continu et dlscontmu en phy51que modeme, Parls 1941
S. 204 ff ;

o das Zwelelektronensystem m1t geometnscher Dar— B
- - stellung der Unschérfe- und - Vertauschbarkeits-

5 .+ |. Losungsfunktion ¢ der zweiten Diracschen Glei-
.Dié beiden Glei- |

27Ty .
- mn der Form
(S

= aa) 2( %)m Pm — 5 a 2(‘12)km(pm | aﬂ Z(oc3)km(pm_

e

'tauscht Werden Das Zentrum P und di Achse P
der perspekt1ven Involution sind Pol und Polare
bezughch des Kegelschnittes k2. In Abb. 1 sind jetzt -~

- die vier Komponenten yp, der Losungsfunktlon pder
ersten Diracschen Gleichung (1) auf vier der sechs
: Beruhrungspunkte -des ersten Brianchonschen
Sechsseits zu verlegen. Das kann auf 1 5verschiedene -
Arten geschehen. Die vier Komponenten g, ‘der

chung (1) sind dann den perspektlv involutorisch
entsprechenden’vier Berithrungspunkten des anderen:
Brianchonschen Sechsseites zuzuordnen. Die acht *
 Punkte erhalten die ’Beze’ichnungen v, und @,

i 2(“3)111/)1 + ”70 2(“45”%’.:*
l‘ ¥ 7
2 (%)km‘Pm :

(1)

|ooro —~ -1 00 0 ’
we—| @001 |oToo (2)‘
3 1000; 17 ] o010 :

OIOO’ 0001 ’
(’b =Tii4). . Die vier Punkte "/)@ werden m1t den

"vier Punkten ¢, - ‘durch 16 ‘Geraden (le-_zpz(pk
verbunden.

Glelchzeltlg werden dle Losungsfunktlonen

| der beiden“Gleichungen z4 einer einzigen~ I,osung"g"’
funktion @ verschmolzen. Ihre Komponenten sind
dehmert durch

MitrHilfe det bekannten Symbole d,,, = {2} fiir -
K"

Mathen A und B, von je 16 Elementen nach der
Vorschrift geblldet ? g

(“1)iz'6km) (Ao)igr 1m=
(‘13)11 Orms (Aoiny 1m=
(Bl)z k> lm (ml)km 5“:

werden aus ‘den 4 Matrizen o, 8 neue

(“2)1 11 akm )
(“4)1, 1 6km b

V(Al)i‘lw l‘m ==

(As)z By lm T

(4)
(Bo)igs 1m =— (“2)km‘5,z'l ) Y
(Bs)its im= (o.c:i)km'dilv" ’ .
(B4)1 Ky lm = — (gm0 iy :

: Durch Multlphkatlon der ersten Gl. (1) mit ¢, der‘
zweiten mit Vi entstehen 2. simultane Glelchungsé'
systeme von je 16 Gleichungen fiir die 16 Kompo- |
nenten @, der Wellenfunktlon des Photons: :
00 _ (; 9 B jaes

= 4 4 —— |-
= [ "3y g T

I
c
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< 'I’§43. Nr4 o
B, e ' 2
wlh i law+B23 +B3 0z 1(6)
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Es 148t sich zelgen daB keine Uberbestimmung
stattfindet. Aus (5) und (6) gehen durch Summen-
und Differenzbildung dle gleichwertigen Gleichungs-
systeme hervor:

1 A0, [(4, +B) d (4,4 By @
¢ ot 2 oz 2 oy 0
e SN 7
A4,+B,) 2 A, +B
pitBd B, Wit o]%,
_[,—B) 8., (4,—By 2
o 2 0z 2 oy
=By 2 (4, B) ]
+T_+”ﬂ0 —:&:IQHC

Die Gleichungen (7) bestimmen als Entw1cklungs—
glelchungen den Verlauf der Wellenfunktlon des

~ Phetons durch die 16 Komponenten @, von einem

gegebenen Anfangszustande ab. Ihnen entsprechen
in der Theorie des. Elektromagnetismus die Glei-

chungen fiir- z(g und - 2%

Y TS Die 16 Gleichungen (8)

- miissen jederzeit erfiillt sein und entsprechen den

Gleichungen fiir div & und div§ der elektro-
magnetlschen Theorle Im Hmbhck auf d1e Abb I

,,Die Matrlx de/ 16 Komponenten (Zi
der Wellenfunktion  des
entspricht der Konflguratlon von 16 Ver-
blndungsgeraden von vier Beruhrungs-

Ay =— K [Dy + Dy, + Dy, +@4]
Ay =— 1K [Dyy — @32 + Dy — Dyl
4, =-K [@31 — Dy + D5 ~ Dyl
V=K[®y + Dy + Dys + Dy
By =K xpy o[~ @y — Dy + Dy + @y
By=Kuxpyoi[— Dy + Dy + Dy ~ @]
B, =Kuxpyc[— Dy + Dyy + Dy — Dy
Ji =— Oy — Dy +Dgs + Dy .
punkten gp; des ersten'Sevchsseites mit vier
Berﬁhrﬂngspunkten @y des zweiten Sechs-

seites. Die vier @;, der i-ten Zeile sind
durch die vier Geraden. des Punktes Wiy

" die vier @, der k-ten Spalte sind durch die

vier Geraden des Punktes ¢, dargestellt,
die vier Elemente der Hauptdiagonalen
entsprechen den vier Geraden durch den.

‘Pol P. Die Transformation durch die per-
_.spektive Involution gibt das Vertauschen

von Zeilen und Spalten wieder. Bei Ver-
tauschung beider Halbphotonen bleiht das
Losungssvstem der @;, unverindert,
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ganzen Photons :

2. Die 16 Komponenten teilen sich nach den zu- :
gehorlgen ‘Spinwerten langs der .z-Achse in drei ;
Gruppen (Abb.x1):

@117 sz; @33; (D44; @13: @31) @245 @42
Belde Indlzes haben glelche Tellbarkelt
(Dll: QZ‘.’;: @41: ®43

Beide Indizes haben verschiedene Teilbarkeit, der

Spin = o.

; h
Spin =— gty

Dy, @14} Dy, Dy _
Beide Indizes haben verschiedene Teilbarkeit, der
-+h
27

-Die 16 Komponenten hilden weiter zwei Grup-
pen. Bei denen der Gruppe A:

@11: @22: (Ds.w @44) @12; @21, @34: @43

haben beide Indizes entweder die Werte 1.oder 2. -
oder sie haben beide die Werte 3 oder 4. Bei den
Komponenten der Gruppe B:

®13) @14: CZ)31: ®41) (D231 (I}Z'l: ¢421 @32

gehort der eine Index dem Zahlenpaar 1, 2, der
andere dem Paar 3, 4 an.

In Abb. 1 sind die vier Komponenten der Gruppe A
durch die acht Strecken(l')z » dargestellt, die die Ge-
rade PA nicht kreuzen, sondern entweder rechts
oder links vor ihr hegen die 8 Komponenten' der~

vordere ist gerade.

vordere ist ungerade. Spin =

Strecken @,,.
Mit Hilfe der .@,, und bekannter Konstanten
lassen sich folgende 16 neue GréBen linear dar-

stellen (Gl. g).

0y = 1[Dsy + @21 + Dy + D]

0y =Dy — Doy + Dy — Dy

0, = i1[Dy; — Py, + Dy, — Dyl

Opr= 1[Dy5 + Dy +@31 + Dyl

X —K"ﬂoc'i[ Dy — 2+@4+(D43] (o)
=K 2ty ¢[— Dyy + Dy + Dy — Dy '
= K%/:"O ci[— Dy f’*@zz + @ —@44]

Jz = 7;(@13 + Doy — Dy — @y, .

Die Determinante der 16 Bestlmmungsglel-
chungen ist nicht Null, so daB umgekehrt die @,,
aus den 16 neuen GroBen bestimmbar sind, Von
ihnen stellen 4,,4,,4,,V,E,,E,,E,, H, s H, H
bekannte elektromagnetlsche GroBen dar

3. Im lichtelektrischen Effekt.wird das
Photon von einem gegebenen Anfangszustande aus
liquidiert. ' Energie, BewegungsgroBe und- Spin wer-
den Null. Umgekehrt kann das liquidierte Photon
durch Energieabgabe (seitens eines Elektrons) aus
dem Liquidationszustande wieder erhoben werden.
~Die in diesem Sinne den lichtelektrischen Effekt be-

‘schreibenden Lésungen des Gleichungssystems (7)

13

*Gmppe"‘%'ﬁnrch“die—s die Gerade-PA kreuzenden - =——



A

Sie werden erfiillt von:

- ?-iwerden von de Bro ghe naeh zwel Ge51chtspunkten

ausgesucht:.

(44 + B4)(D % = © : (10)

e genugen oder mit Riicksicht auf die Entstehung von |
- Ay und By nach (4) der Gleichung - ;

ooy Dig= 0" - (a1}

"'Wegel/l der Form der Matrix oy in (2) ergibt sich

daraus, dafl die 8 Komponenten der Gruppe B in

. Nr.z Null sein miissen, wihrend die Komponenten-

der Gruppe A konstante Werte besitzen kénnen. Da

+ auch der Spin verschwinden soll, so folgt wegen der

Zuordnung der Spinwerte zu den @, in Nr. 2, da88

_von - der Gruppe A noch die Komponenten (DIZ,

®D,,, Dy, D,y verschwinden miissen.

3 Der Beschrelbung des hchtelektrlschén Effekts
_ dient also eine Loésung, deren 4 Hauptdiagonal-
komponenten konstant sind, wihrend alle iibrigen

Komponenten Verschwmden Setzt man die 4-Kon-
stanten gleich eins, so lautet die Liquidationslésung

@, =0;;, andernfalls -
Ein Manéel dieser Losung ist es, dal die Annahme

C; = 1 ¢ine unbegriindete Willkiir darstellt, wihrend
O :|: 1 ‘auf Schwierigkeiten bei der Konstruktion

des elektromagnetischen Feldes fiihrt. Ferner geniigt- | g
die’ Losung (12) dem Gleichungssystem (7), aber
- nicht (8), solange p, % 0. Als

Theorie hitte man (7) allein anzusehen (8) nur fiir

-die von %, ¥, 2, ta‘bhang1gen Lésungen hinzuzufiigen.

Dem w1derspr1cht die .enge Koppelung von (7)

aund (8) hinsichtlich ihrer Invarlanz gegen Lorentz-.

transformationen,

- barkeit) ;

D= Oi Oin . (12)-

Grundlage der |

f Da die eIektromagnetlschen GroBen einen’ Faktor K :
; ‘enthalten; kann € = 1 gesetzt werden so dafB} d1e S
- A.- Die fiir die quulda,tlon des -Photons. maB- - :

gebhchen Losungen miissen von z, y, 2, t unabhéngig
-sein, daher im Hinblick auf (7) der Gleichung

’quuldatlonslosung lautet:
@, (“4); ks

,,,Fur die Darstellung des hchtelektrl-

,SChen Effektes sind in Abb. 1 nur die vier

Geraden durch den Pol P mit konstanten
von Null
legen.” "

‘Die ~gesamte geometrlsche Konflguratlon ist .
gegeniiber der perspektiven Involution mit dem - -
Zentrum P und der Achse p invariant (Vertausch- .
ferner sind die o0 linaren Transforma-
tionen des Kegelschnittes k2 in sich zulissig. ent- -

sprechend den fritheren geometrischen Ausfuhrungen

zur Unbestimmtheitsrelation (vgl. die zweite der in

Anm, 1, genannten Abhandlungen)
(Eingegangen' am’ 23. Mirz 1943)

- -

B. - Die fiir ‘die’ Liquidation manrebhchen Lo- 4

_’sungen sollen Invarianz gegen Lorentztransforma-

tionen besitzen. Da wieder Orts-und Zeitunabhingig-
keit hestehen soll, kénnen nur die Komponenten der

Hauptdlagonale von Null verschleden sein. Von den
16 GfdBen in Gl (9) gilt also , .

" Jyfo, V4o, Hyfo, o,—o0.
Die iibrigen verschwinden; weil sie aus Kom-
ponenten @,, auBerhalb der Hauptdiagonale ge-

_bildet sind. Die Forderung der Invarianz gegen

Lorentztransformationen aber verlangt, daB auch
V, H, und o, als Komponenten von Tensoren oder
Vektoren Null sind.  Fir. eine diagonale und in-

variante . Losung sind daher die folgenden Be- | -

_ dingungen notwendig und hinreichend:

¥ :@ﬁ + Doy + Py + Dy = 0 LJ1 :Q:Ao

~.:Hz == Dy + Dy + Dz — Dy =0 D,y =o0 ((13)

()'zz@ll = (,ng +(D33 — @442 5 fir i :i: I

P e =C, D =B,=—0. (1)
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' In beiden FallenA und ‘B~ gﬂt daher: :

’verschiedehe’n Werten ‘zu' be-

s




