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Die algebraischen Regelflechen von fünftem und höherem Grade sind der Unter-
suchung schwer zuganglich und eine einigermaßen vol-lständige Klassifikltioa_reicht über
die Relelflächen itinfien.; und sechstenz) Grades nicht hinaus. t1 to-tsenfen werden
Btischel von Regelflächen sechsten, achten, zehnten und zwölften Grades mit zwei (re-

ellen oder konjuiiert imaginären) windschieien T,eitgeraden behandelt. Ihre Regelscharen
liegen in der (hyperbotisenen oder elliptischen) linearen Kongruenz. Die Untersu*","g
die-ser sehr komplizierten Objekte wird durch die Abbildung der elliptischen und der
hyperbolischen iongruenz auf die komplexe oder die dualkompiexe Ebene ermöglicht.
pie gilak,rrven der Regelscharen stehen in engen Beziehungen zri _{aa t.r1f1l"c_nen und
biquadratischen Fnnktionen einer (komplexen oder dualkomplexen) Veränderlieheq ünd
deren Kovarianten.

Im Abschnitt I A werden aus geometrischen Theoremens) über die Kovarianten'
systeme kubischer und biquadratischer Funktionen einer komplexen Veränderlichen neue

Satze tiber Büschel algebraischer Kurven höherer Ordnung und ihre Orthogonalbüschel
enüwickelt als notwendige Basis für die späteren liniengeometrischen Resultate.'Diese
bisher unbekannten zirkularen Kurven fünfter, sechster, achter, neunter, zehnter und
zwölfter Ordnung sind näimlich die Bildkurven algebraischer Regelflaclen. sechsten, ,

aohten, zehnten und zwölften Graded mit zwei konjugiert imaginären windschiefe} LeitL.* ','

g""*a.r, (Abschnim II A). Die Teile I B und II B bähandeln-algebrais.ch3 f.eS-ettta3tr3n?
iechsten, aehten, zehnten und zwölff,en Grades mit zwei reellen windschieJel-Lgit' ''
geraden und ihre Bildkurven im Zusammenhang mit den Kovariantensystemen kubiseher
ind biquadratischer Funktionen der dualkompl"**.o Ebene. Im Laufe der Untersutl:ng
zeigt sich, daß die lineare Kongruenz Vierergruppen von Involutionen besitzt;.di€ser'''
haben die bemerkenswerte Eigenschaft, die co1 Regelscharen zweier koniugierter Büschel

Von Regelflächen achten Grades invariant zu lassen.

11 E. A.'Schwarz, Jown. I. tl. reine u' angel\r. Math' 6? (1867), S.23.
r) y. Sny6er, Am. Journ. of Math.26 (1903) S. 59-96, 261-21p',S? (190b1 S.:?i-t02, 1?3-188.
s) G. Ilaenzel, über ganze rationale Funktionen, Sitz.-Ber. il. Berl. Math. :Ges.28 (1929)' S. 41-t[5.
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Üb"" algebraisehe Regelflächen Yom Grad'e 2n

mit zwei n-fachen

Von G. Haenzel

Leitgeraden

wd F.'Reü,tter in

(o:61 41 5, 6).

Karlsruhe.
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Die Abhandlung ist entstanrlen irn Anschluß an eine Reihe von Arbeiten über die
Geometrie der linearen Strahlenkongruenza), von deren l!{ethoden und Ergebnissen hier
häufig Gebraueh gcmacht wird.

I. Büsehel zirkularer Knrvon höherer 0nlnulg.
rL. Zirkulare Kurven iler eukliilischen Ebene.

L. Die kubische Funktion w : l"&\ hat eine Hessesche Kovariante l/(z) vorfr
zweiten Grade und eine Jacobise,he'Itovariänte .(z) vom dritten Grade. Wir setzen zwei
voneinander verschiedene Nullitellln 21, z11vot H(z) voraus, so daß ein Kreis I/r über
21211 als Durchmesser bestimmt ist (Fig. t). Dio Inversion an diesem Kreise und die
Spiegelung an der Geraden 21211 v€rtäüschb die Nullstellen zr, zz) zß von lr(z) mit den
Nullstellen &u&q.6u von ,I(z). Die Nullstellendreiecke von lr(a) und"rl(z) halien einen
gemeinöamen Unikreis .R2, der zum Kreisbüschel durch ft,211 orhhogonal ist. Die apollo-
nischen Kreise..R!, RZ, R? des Nnllstellendreiöcks ziztzrvon lu(z) schneiden den IJmkreis
fi? rechtwinklig in den.drei Nullstellen Et,6z,tsvon J(z) und schneiden einander in den
beiden Nullstellen 14,zy1yor. f/(z). Die beiden Nullstellen 21,211 sind die isodynamischen
Punkte dqs Dreieck s z,rzzzs.

E1, i11 llfld 6r, Ezl 6i elementargeometrisch, sondern sie'bestimmen auch die drei Trans-
formationen:

".. - lrk\, J(z), 
^,. - l"@)"- H(d ** 2.H14 *- qd'

Werden'die,Seiden Nullgtellen von,If(a) naeh { f, -={ verlegt, so ergeben sieh die Dar:
sbellungen:

l"@) : zs + 3(p + ig')z' * 3z * p * iq,

I!(z) = 22 -t'
l,@)a) Die Transformation za :'ffdverwandelt die t-Geraden durch den Anfangs.

punkt 0 in einen Büschel B! von oo1 Kurven fünfter Ordnung und sie bildet die kon-
zentrisohen ar-Kreise um den Anfangspunkt in einen Büschel B$ von oo1 Kurven sechster
Ordnung ab. Die Gleichungen der beiden Büschel lauten in Polarkoordinaten r, g:

*) Bi[lrn- 2r2(L ] 2cosz q)- Bprcosp-3lrsin v + @ t Ap)l3ra- 2r2cos2g-11\-' -'[ * ).lrnl212(1" f 2sin29) -lBqr sin g-3]rcosp:0
I to+6r(raf 1)(pcos V+qsin9) f 612(121'p2*q')cos}E*\f(pz *q2')

(2) Bgl t lz*s(pcosg!gsinq) * 8f(p cosas-qsina d *9rz * pr_ q,
t + )'Lrn - 2t2 aos 29 J- 1l : 0

') G. Haenzol, Die Geomaürie der linearen Sürahlenkongruenz. L, Journ. f. d. reine u. a,ngew. Mäth.1?8
(1935), S.91-113; G. Haenzel, Dio Geomgürie der linearen Strahlenkongruonz. II., Journ. f. d. reine ü. a,ngow.
ilIath. 1?ö (1936), S. 169-181; G. Haenzel u. F. Rentter, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. III.,
Journ. f, d. reine u. a;ngew. Math.1?8 (1938),5.229-262; G. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen
aut iler linerireil Strahlenkdngruenz, Jotirn. f. el. reine n. &nge'w. Math. 166 (1932), S,'16?-181.
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l(r, E\ + Lh(r, y,1:Q.
Die qt Kurvqn lünlter Orilnung iles Büschels tsl gehen je zweimal d,urch böil,e Kreß-

punkte unil sie herühren einander in ihnen. Diese Punkte sinil ako sechslache Knotenpunhte
ites Büschels. Der Büschel hat au'ßerilem d,ie d,rei Nnllstellen uon fdz\ unit die beidei NulI-
stellen uon E(z\ zu reellen einlachen 'Knotenpunkten. Seine übligen atlzt Knotenpunkte sind,
irnaginär und, zühlen i. a. einfach. Die qr Kuruin sechster Orilnung iles Orthogonalbüschels
fi gehen je d'reirnal durch be[de Kreispankte. Der Büschel hat nur Imnjuginrt imaginäre
Knatenpunkte. fed,e d,er nr Kuraen lünlter Ord,nung iles Büschels Blhot einc Asymptote;
d,ie *r Asymptoten bililen den Strahlenbüsehel erster Ordnang mit iler Glci+lung

,. A:-Ar*3p)" 3q.

!) Die Transformation m : ffibildet die Geraden durch den Anfangapunkt 0 der

a;-Ebene auf die col Kurven sechster Ordnung eines Büschels .816 ab und die konzen-
trischen to-Kreise um den Anfangspunkt auf die ml Kurven sechster Ordnung des ortho-
gonalen püschels Bj6. Ihre Gleichungen sind:

ßr B:6tt3l+ 2r2(I{2 cos29)f 8pf cosg - til, sins - (q* xp)r'Vn+?nzeos29 - 3l
\"1 -t t - i,l3ra-2r2(L{ 2sin29)-Sqrtsing-1]rcosg:0

I@'z+ qz')r6 + 6r(f -71)(pcosr-qsinr) {6r2(pzr2 * q'r'i L)eos}g + 9l
(4) Bio{ + L2rs(pcosp f q sing) + 8r3(p cossg * q sintg) * 9(p2 * qzlr" * |

II | ), rglra *2r2 cos2g + t] : 0

oder

j(r, V) | ).rzh(r, ?) : 0 .

Die mr Kuruen sechster Ord'nung des Büschels 816 gehen je d"reirnal ilureh beile
Kreispunhte; itie ilrei Nullstellen uon J(z), d,er Punkt n : A : A u,nd, die bei,ilm Nullstellen
von H(z) sind d,i.e reellen Knotenpunkte des Büschels. Die d Kwrven sechster Ordnung iles
Orthogonalbüschels 8!6 sind, gteipll\o1\r d,reifach zirkular. Der Büschel hat nar imagintire
Knotenpunkte.

c) Die Transforr'nation rp :'#verwandelt rlen Geradenbüschel durch den An-

fangspunkt der ro-Ebene und den btischel konzentrischer Kreise in zwei zueinander
orthogonale Büschel 83, Bun von dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung mit den
Gleichungen:

(5) B3

qr6 + 3(pz * q2-Llr(ra f {) sin V-(9qr2-6q* cos2g)(r2-1}

- (p' + qz - 1)r3 sin I (6 + 4 sinzq\ - q

* j"Lpru + 3(p, * qz * {) (l + {)rcoss + (Vpr, + 6pr, aos2gl(r"* t)
t 0'z * qa + t)r3 cosg(6 { 4, eoszq\ * pl : 0

(6) Bl 10, E\ * ti?, ?) : 0

, l(r,cp) siehe Gleichung (2), j(r,g) siehe Gleichung (4).
Die cnr Kwreen sechster Ord,nung d.es Büschels fi s,inü d,retfa,eh ziihular; ilie drei

',\- '.
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Nullstellen uon l"(z) und' d'ie d,rei' lYullstellen von J(z) sinit d,ie reellen Knotenpurukte iles
Büschels Bl; seine restlichen Knotenpunkte stnd, imag'inär. Der Büschel Bl beiteht gteich-

falls aus d,reifach zirkwlaren Kur()en sechsler Ord,nung, hat aber nur paarwqße koujugiert
imaginrire Knotenpunkte. Die Kurpen beid,er Büschel haben keine reellen Asyrnptoten.

4
3. Die Transformation ;' : j tausclrt nach Nr. I die drei Nullstellen von lr(z) mit

den drei Nullstellen von -I(a). Sie vertauscht w:Wrmih zo :ffiund ro =ffi
miüm:ffi,HierausfolgertmanmitHilfevonNn?:,

Die Spiegelang üfii, Einheitskrei;se und, an iler reellen Achse uertauscht die Kurpen-
büschel fi unit Bl bzw. mit d,en Kwreenbüscheln Bis und, 8'16. sie lührt d,en Büschel B$
irt sich über, ind,en sie seine wr Knrven untereinand,er vertawcht unrl in gleicher Weise
tuuscht sie d,ie nr Kwroen des Büschels Bf;unf,ereinc,nil,er aus. Im Büschel Blbteiberu itie
beiden Kurven. mit d,en Parameterwerten ]t: 0, i : qo einzeln fest, im. Büschel B6n die
Kurpen mit den Parumeterwerten ),: + t.

t

4. Die biquadratische Fu_nktion
-a

' lnk) : a&4 + 4arzs 4 6orr' + 4arz { an

hat die Hessesche Kovariante I-1(z) vom vierten Grade und die Jaotrbisch'e Kovariante
.I(z) vom sechsten Grade sowie zwei.Invarianten i, ft. Mit Hilfe der Lösungen rn\, tnz, neg

der kubischen Resolven te ms -: * -fr : 0 wird ./(z) in drei quadratische Faktoren2
gr Xt y gespalten:

/7r t A@) + mtl4@) - -Zvr,' H(z) l- mrle@l = -Zxp, H(zl * mJÄzl : -)rz,\'' I "r@) :2rw
Die sechs Nullstellen von "r(a) werden dadurch in drei Paare 6rtz, &tt+, 6u6u geordnet.
Sowohl die vier Nullstellen von fn@l als auch die vier Nullstellen von II(zl gehen je
paarweise ineinander über durch Inversioa an jedem der drei Kreise tiber äer Ver-
bindungsstrecke eines Nullstellenpaares von "r(z) als Durchmesser und durch Spiegelung
an diesem Durchmessers). Daraus ergibt sich eine elementargeometriiche tConstrut<tion
der sechs Nullstellen von J(z) aus denen von ln(z) oder von ä121. Die drei Nullstellen-
paare von -f($ sind die drei Schnittpunktepaare dreier einander senkrechü schneidender
Kreise. Die drei durch ln(z) (mit Hilfe der drei Nullstellenpaare von .I(z)) gegebenen
VertauschungstransformationenbildenmitderIdentitätdieViererg'upp'.

. 6. Die vier Nullstellen von ln@) bestimmen aber nicht nur die soeben geometrisch
charakterisierüen Punktegruppen der Nullstellen vor- J(z) und .f/(z), sondern auch die
gebrochenen rationalen Transformationen, die sich durch Kombination von je zweien
dieser Formen bilden lassen:

- ln@) ",. - J(z\*- H14' **TM'
a) Erhalt laful die ,,Normalform":

*:ffi.
llk): ra l6(a l iBlzL ! 1 ,

'5) G. Ilaenzel, über ganze rationale Funktionen, Sitz.Ber. d. Berl. !fath:'Ges.28 (1929), S.31-46.
Jouroal fär Uathenetik. Bal. r.86. Ileft 2. 11
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liegen die drei Nullstellenpaare von i1z1 in 0, oi * {,-f ; * r,-r mit
4 _ 2t* r iAlt" 4z\ - zu --:a und H(zl : r' + fiW: ,'*.n -

Die durch die drei Nullstellenpaare vqn /(a) bedingten drei Inversionen 1li! Spiegelungen
sind dargestellt durch: ' ;

J.i z':L. J"r r':--L. Jui ß':-z' z' ^

Die Transformation * :f-n9-bildet den Büschel der u-Geraden durch den Anfangs-nv)
punkt und den Büschel der konzentrischen Kreise um diesen Punkt in zwei ortho-
gonale Büschel ü,, BZ von Kurven achter Ordnung al mit den Gleichungen:

I F$o, + g/l, * lXro * 1)r2 cos29 - u(9as + g/l!- fxl - l)rr rin2p
I

(8) Bi l+tZ"frn * 1{*.(L*\nz +l,o'z)Q" f 1)r3cos2e + f$"' +3f'-rxf-t)rrsin2s
[ + 614a- Fr_ Z(o, + fz\z)rn]-(orz * frz)lln + {)2-4lsin229]}:Q

re a 2(1 f fSaz I t8pz'ira { LZa(* + t)re cos2E + LäfrFl-llr4ir.Zg
(),* 4r4 sinz2q + { + l{r' +r{7ry(L&-107a2 + L}spz { r&2{e2 +. p?)'!)''

(9) B; - - 
!L,4_.*z- ?Rz\/r^ -, az *Vz$-3a2-J1z\(ra + t)rz cos29

-J?!:ß * Buz + SftXrn -t\rzsin2g - 4r^sint29 + tl : 0"ez+pz t
oder

F(r, v) ! X AF, ?) : 0.

Die wr Karven achter OTilnang iles Büichets R, unit ebenso die or Kurven. aah,ter

Ord,nung iles orthogonalen Büschets Bl sind, e'ierfach zirkular. Die reellen, Knotenpanhte
d,es Büichels Bl sinit ilie vier Nullstellen von ln@) untl d,ie pier Nullstellen von H(z). Seine
übr:igen Knotenpunkte sind paarweise konjagi,ert imaginär. Der Büschel ff hat keine reellen
Knotenpunkte.

Dnrch jeile iter d,rei Inpersionen und, Spiegelungen Jr, Jr,, J, geht iede Ku,rve achter
Orrlnang i.er Büschel B?, 4 in sich über.

b) Erhalt die biquadratische Funktion die Form

lÄz) : za I azs * bzz * az | !,,

so liegen die drei Nullstellenpaare von J(z) in + 1, - t; e,j; e,$,. -4,,B hängen

algebraisch von o, ö ab. Die drei Inversionen und Spiegelungen Jo haben die Gleichungen:

,,:!. 7,: ^L.t4)z--zd -t 2Az-(L!4'l
. i, z:ZA-|_T+T\,' z:6+TT;='A

Die Translormation * : PXrl 
bild,et itie Gerad,en and Kreise d;uich bzw. um il,en

Anlangsp,unkt iler w-Ebene aul zwei Orthogonalbüschel Bto', B';' eon ar Kur(,en zehnter
Az*. zwitpn Ordnung ab. Die Kurpen d,es Büschels Broo sinil lünJlach zirkular, die iles
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Bäschels'B'oLz sechslach zirkular. Der Büschel Brf hat ilie pier Nuttstellen oon ln@\ unil
ili,e sechs Nullstellen enn J(z) zu reellen Knotenpunhten, alle ühr{,gen vierzig Knotenpwnltte
sind honjugiert imaginör, Der Büschel B']2 hat nwr lnnjugiert imaginä.re Knotenpanhte,

Durch die drei Inversionen und Spiegelungen "I, gehen die beiden orthogonalen
Kurvenbüschel Bfo, Bf12 in die drei Paare orthogonaler Büschel von Kurve.lr- zwölfter
ordnung über: 

B!', B'r"; il', ";", B'r'' BL"'

Durch die drei Transforrnationen

J(2) J(z)(Az - L)z J(z)(Az - t)'tt): -FfMt 'tD: -@Ez -(-+ fmf6yt w: @4Tzi;=TAWr6
werden diese drei Büschelpaare Bf,z, B!12 von Kurven zwölfter Ordnung je als die Bilder
der Geraden durch tten Anfangspunkt und der Kreise um den Anfangspun}f der o-Ebene
unmittelbar erhalten.

Die Kurven samtliiher Btischel sind sechsfach zirkular. Die drei Kurvenbüeehel
But? haben die vier Nullstellen von ln(a) und die sechs Nullstellen von I(z) zu einfachen
(reellen) Knotenpunkten. Die 'oo1 Kurven des Büschels B|2 haben außerdem den Punkt

a = 0 zum Doppelpunkt, die oot Kurven des Büschels B|'z den Punkt-z : /lf t una

die ool Kurven des Btiechels B$2 den Punkt " 
: ffi. Die drei Kurvenbüschel8;rz

haben tlurchweg konjugiert imaginäre Knotenpunkte.

' c) Tritt an Stelle von * : 
PIO 

die Transformation

J(zl' ?t) : 7W;: q$=q, a * b, a, b komPlex,

so entstehen aus den Geraden und Kreisen durch und um den Anfangspunkt der ar-Ebene
sofort zwei Büschel

Bi,, B,1Z

zueinander orthogonaler, sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnung. Die reellen
Knotenpunk-te des Büschels.B|z liegen in den Nullstellen von la@) und "I(z) sowie in
z,: aund z : 0. Die beiden Büschel werden duroh die Inversionen und Spiegelungen ,l',
in drei weitere Paare von Büscheln

B1', B'rt'; B'r', Bit'; B'r', B;t'
je zueinander orthogonaler, sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Oidnung verwandelt.
Die drei Kurvenbüsohel B|2 haben * wie Blf - die Nullstellen von la(z) und J(z'1 z:u
einfachen Knotenpunkten, dazu noch jeweils diejenigen beiden Punkte, die aus z: a,

und a - ä vermöge der Inversion und Spiegelung .I, entstehen.
Schließlich werde die biquadratische Funktion wieder (wie in Nr. 6a) in der Form

lnkl :24 a 6@ * iilzz * 1'

angesetzt, so daß "I(z) die Form
J(z),= z5 -.s mit einer Nullstelle in co

annimmt, Außerdpm sollen die beiden Punkte ß = % z : b mitr ein- und derselben Null"
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stelle (a : .o) von -I(z) zusammenfallen. . r: '

Unter diesen Umständen reduziert sich der Büschcl .Bf,0 unter Abspaltung dcr
uneigentlichen Geraden auf einen Büschel von Kurven neunter Ordnung Bfl, der Büschel
Blrz ",tt einen solchen von Kurven zehnter Ordnung Bfto. tnrr Gleichungen lauten:

I re(sing * ,1cos p\ i 6xr7(Acos39 -sintp + 3 sing cos29 - 3i sinzcosg)
(10) 83{- Op.t1.o.3pf ,lsinsq-3sinsg,cos9-32sin9cos29) i2rssinlg(cos9f ising)

I + Gffor(sing-,1cosq) { p(cosg* Xsing)]-r(sing * i,cosq):Q
(tt) afto
mit

rzJ(r, E) * XF(r, p),= 0

J(r, V): 18-:-16(2 cosag f 2sinag-3 sinr2fl * I, F(r'g) siehe Gleiehung (9).

'Die drei Inversionen und Spiegelungen /, (Nr.öa) sind dargmtellt dolch:
1t'Jr: z':), Jz: z': -ir tr,7': -7.

Die beiden Kurvenbüschel Bfl, Blr0 gehen durch ,I, in sich üLberl sowohl J, als auch ,[.
verwandeln Bfl und Bfro '" zwei Büschel zueinander orthogonaler Kurven bzw. zehnter
Ordnung B?, B'rto. Ihre Gleichungen sind:

I rn( ).cosq- sing) - 6r7[a(sin p + Acosg) - B(cosg-,1sing)]
(12) Bl{-Z*rioag(cos9f .lsin9)-6crf(l"cos39-sin39f 3singcosa*-3lsinz9cos9)

t- 6pr8(cosBg - i sinsq - 3 cosg sinzq * 3i sinp costg) 1 r(sing- tcosg) : Q

({3) siio lrzF{r, El * J(r, ?) :0.
Die Kurven der Kurvenbüschel .B3, B? haben die Geraden des Geradenbüschels

U : Ar zu Asymptoten, Die Kurve mit dem Parameterwert i im Büschel Bfl hat die
Gera-de y - - Xr ztrr Asymptote, die Kurve mit dem gleichen Parameterwert I im
Büschel 8l besitzt die Asympt ote y : * ],r. Mit Hilfe der Nr. 4 ist teicht einiusehen,

daß die Verwendung der Transformation * = ffi *t der Stelle Yor ?t : ffinur die-

selben Ergebnisse liefert.
Mit,Rücksicht auf die Kovarianz der benutzten Transformationen und.geome-

trischen Konfigurationen bleiben die angegebenen Eigenschaften der im Absshnilt I A
erhaltenen zirkularen Kurven und Kurvenbüschel (abgesehen vom asymptotischen Ver-
halten) invariant gegenüber den linearen Substitutionen der komplexen Ebene.

B. Zirkulare Kurven iler pseuiloeukliilischen Ebene.

6. Die pseudoeuklidische oder dualkomplexe Ebene trägt, coz Punkte z : n + Ey
mit es : * t. An die Stelle der euklidischen konjugiert imaginären Krei.spunkte treten
die pseudoeuklidischen Fundamentalpunkte bzw. Kreispunkte Zr(1 : t:0) ,tttd Zrlt :-t :0).
Die euklidischen Kreise aber sind durch die gleichseitigen Hyperbeln durch Lr, L, als
pseudoeuklidische Kreise zu ergetzen. Dementsprechend ist eine Kurve ddr pseudo.
euklidischen Ebene n-fach .zirkular, wenn sie z-mal durch jeden der Punkte Lrr'Lrhrn-
durchgeht.

Für ganze rationale Funktionen einer dualkomplexen Veränderlichen z : n + eA
.gilt der Fundamentalsatz der Algebra nicht in der übliOhen Form. Die Funktion
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w-u,*eo:l(z):l@*-py)
der dualkomplexen Veränderlichen z verschwindet .dann und nur dann, wenn u{r, y)
und o(r; y) gleichzeitig Null sind. Insbesondere besitzt eiue ganze rationale Funktion
z-ten Grades n? (reelle oder konjugiert komplexe) Nullstellen. Die konjugiert kom-
plexen Nullstellen finden in der pseudoeuklidischen Ebene keine Darstellulg.

Die Kovarianten ganzer ratignaler dualkomplexer Funktionen unterliegen den-
selben Bildungsgesetzen wie diejenigen der ganzen rationalen komplexen Funktionen,
und sie bleiben gegenübor den linearen Substituiionen einer dualkomplexen Veränder-
lichen bis auf ganzzahlige Potenzen der Substitutionsdeterminante invariant.

So besitzt die kubisobe dualkornplexe Funktion

lr(a) : aozt * 3arzz { Sarz { a"

eine Jacobische Kovariante ,I(z) vom dritten und eine Hessesche Kovariante l/(z) vorn
zweiten Grade, Erhiilt .I1(z) die Form

H(z):zz-7'
so räßt sich l'(a) "* t|älr, 

+ B(p * eqJz,z +Ba f {p f eq)

bringen. Diä Verbindungsstrecke der beiden Nullsiellen * t, - I von ly'(z) be$immt,
die gleiohseitige Hyperbel ä2 durch Lr, L, mit der Gleichung

fr'-?!2:L
als ihre reelle Hauptaehsensehne, und es ergibt sich der Satz:
:- , 'Dufch,I:weriian'an,;fler,gleiehseiti4en,'Ilgper.belh?',un6l,' Sp_tegelung d,n ,ihtü rwllat,
Hauptacltse werden d,ie Nullstetlen d,er d,ualkompleren kubischen Funktion mit d,enen ihrer
J acobischcn K oo arianl,e vertanscht.

?. Die Funktion *:t#verwandelt die co1 Geraden durch den Anfangspunkt

\

der u-Ebene und die co1 (mit Lt, L, inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln mit diesem
Mittelpunkt in zwei pseudoeuklidisch orthogonale Büschel 81, Bg von Kurven fünfter
bzw. sechster Ordnung. Die Gleichungen der beiden Büschel lauten in pseudoeuklidischen
Polarkoordinaten p, t (r: gCIoft, lJ: Q6iirt):

A4\ B?[ tnn -Zp'(t + 2 ool4)-8pe ooir -3]q6inr * (q * xp)L3en- 2ssüof2l-{l
" t + Alpn + zaz(L -2ginzt) -Sqsg)int - 3lqCIoir : 0

I su * 6e(en + {ibüolt _ qöint) * 6e'(s' + p,- qz)Eol2t* 9sn(pr-g2)
(15) Bg{ * lzs"@Oofr a qäint) * 8q'(pCIofat- qq,in't} * 9e, * pr-q,

[ + xlpa_2szclol2t+t]:o
oder

4 l(s, r) * ).h(p,t) :.$ .

Die Transformation w:!, d. h. die Inversion an der Hyperbel lz2 und die Spiegelung

an ihrer reellen Hauptachse verwandelt nach dem letzten Satz der Nr.6 die Trans-

formation o : min * = ffi. . Dabei gehen die beiden Kurverbüschel Bi, 4 in

I
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z\Ä/ei zueinander pseudoeuklid.isch orthogonale Büschel Bio, Bi" von Kurven eechster Ord-
nung.über mit, den Gleichungen:

rtot rlu{t3 ea * 2s'(L * 2 üof2l) * 8ps' 6of r - tlq 6iilr - (q * ApJp'fun * 2p1üof2t - 3)\--l -r t - l[3et-_ 2e'$-2g,inzt) -&eB6irrl-_ t]sCIoft:0

$7) Bt6
(p, - {2)e6 + 6e(pn + tXp Ooit * q6nt) * 6s'(p'p' - q'Q'+ t) CIof2t+9e1

* 12qr(p Goir - q6int) * 8e3(p üop a qg,i1llgt) + 9(p' * qzle' + L

* le'[ea 2q2Gof2t + ll:0
oder

j(g, r) + j,p'h(q,t) :0.
Die mt KurvenlünNterordnungd,es Büschels BlhabenspitzeninbeidmFundamental-

punkten Lr, L, und sie berühren alle einand,er in diesen Spitzen; si,e hüen vier gemeinsame
Asgmptoten mit den Gleichungen

Y : n * L, ?l : - r { L, !/ : fl:L,'!J : - r- !
Außerilem besitzt jed.e Kunte d,es Büscltels B! eine eigene Asyru,ptote mit der Gleicltang
A: L ).r-\pX"-3q; d,iese goL lünlten Asymptoten bild,en also einen Strahlenbüschel
erqter Ord,nung. Die beid,en Fundamentalpnnkte zrihlen als Knotenpunkte fus Büschels 85,
je seehsfach. Zu ihnen treten als weitere Knotenpuküe d,ie neun Nullstellen, .uon ls(z\ -ihre RealittitspQrhältnisse htingen von rlen Koelfizienten p urtd, q ab - unil dic vier NulI'
stellen uon H(z).

Die qt Kwrpen sechster Ord,nwng d,es orthogonalen Büschels Bf; sinil ilreilach zi*ular,
sie haben zwei Tripel genxeinsa,nler (reeller oder konjugiert imaginärer) je parulleler Asym,-
ptotenmitdertGleiphungenA: *r* ltr, (i:.t,2,3). Au$erd,enbeüIenFundam,ental-
pank,tgn, d,eien jed,er neunfacher Knotenpwnkt ist, hat d,er Büschel uchtzehn s'eitere Knoten'
punkte, d,eren RealitätsverhäItnisse eon d'en Koeffi'zienten p, q abhangen,

Die qr KnrQen sechster Ord,nwng d,es Büschels 8'16 besitzen zwei-Tripel gemeinsamer,
je paralleler Asymptoten mit den Gleichungen y : *r + h U - 1,2,3). Die Knoten'
punkte d,es Büschels B'rt sind, d,ie beülen je neuntach. zählenden Fundamentalpunl*e, die
neun Nullstellen von J(z), d,eren Realittitsoerhältnisse von p unil q abhängen und, d,ie neun
Nullstellen oon zH(z), nämtich lünl reette und, zwei Paare konjugiert imaginäre,

Die at Kutpen sechster Ord,nung des orthogonalen Büschels B'$ sind, ilreilach zirkular.
Ihre gem,einsanl,en Asymjttoten unrJ Knotenpunkte bilden gteiche Konfigurutionen wie beim
Büschel B$.

8. Die z Größen
zo: fl, * ea,, a = Lr2r3r,.. rn,

sollen z reelle oder paarweise konjugiert imagintire Punkte der dualkomplexen (pseudo-
euklidischen) Ebene bezeichnen; für die ro und die y, sind also gewöhnliche koniplexe
Zahlen zugelassen. Eine ganze rationale Funktion n-ten Grades kann dann in der dual-
komplexen Ebene als Produkt von z Linearfaktoren dargestellt werden:

f *(z) : F,rtu- 2,,) : u(r, A) * e u(r, A) .

Durch n Nullstellen einer Funktion z-ten Grades sind ihre a(z - t) übrigen Nullstelen
bestimmt als die restlichen Schnittpunkte der beiden Kurven u(r, U) : 0 und a(r,y):fi.
Der Kurvenbüschel Al (Nr. ?) und sein pseudoeuklidischer Orthogonalbüschel B! sind

r-\.: :
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somit durch drei Punkte als Nullstellen von lr(a) bestimmtl mindestens einer der drei
Punkte muß reell sein. Sie bedingen die übrigen sechs Nullstellen von lr(z) und damit
auch diejenigen'von E(z). Die involutorische Transformation "I, bestehend aus der In-
version an der Hyperbel ft2 und der Spiegelung an ihrer Hauptachse, hat die Nullstellen
von .tl(a) zu Fixpunkten.

Die Transformation

u : ll\"1- J(z)

verwandelt die oo1 Geraden dureh den Anfangspunkt der p-Ebene und die oo1 (mit
Lr.,, Lz inzidenten) gleichseitigen llyperbeln mit diesem Mittelpunkte in zwei zueinander
pseudoeukiidisch orthogonale Büschel B$ und B! von Kurven sechster Ordnung. Die
Gleichungen dieser Kurvenbüschel lauten:

gQ0 + 3{p'- q'- L)(en * l)e Cint - (9qe2 - 64q'?0oi2,Xq2 - {)
+ (p'-q2- t)q36int(6-4Giuzt\ -q

+ ),lpe6 + 3(p'-q'+ txen + t)qOof r + (9pe' * 6ppzg0i2,Xq'! + {)
' + Jr'-qz * L)qt CIof t(6 * aCIoist) * Pl : 0

l(p, t) * )'j(p, t) : 0 ,

(1s) ,B3

({e) Bl
/(p,t) siehe Gleichung ({"5), i(q,t) siehe Gleichung (17),

Die qL Kurpen sechster Orilnwng d,es Büschels B6u und d,es Büschels Bsn sind ilreilach
zirlmlar. Jed,e Ku,rpe besitzt zwei Tripel von je d,rei einaniler parallelen Asymptoten mit den
Gleichangen A : *. r. + pi (i : {, 2, 3). In jeilem Tripel ist minilestens eine Asymptote
reell.

Jd,e7 iler bcü|e.ry Funilamentalpunhtn, Lr, La .is!, newnfacher' f;natenpunkt d,es Büschels
B$. Die übri.gen Knotenpunkte d,ieses Büschels sinil d,ie neun Nullstellen cton l"(z) und ilie
neun Nullstellen von J(z\; ihre R.ealittitsperhtiltnisse htingen pon ilen Koelfizienten prQ ab.
Der Büschel Bf; hat außer d,en beiden je neunlach zrihlend"en Fund,amentalpankten keine
reellen Kno,tenpunhte.

. Die Inversion an der gletchseitigen Hyperbel hz nebst ilei Spiegelung an ihrer Haupt-
achse lührt jed,en der beülen Büschel, Bg, Bl in sich über, wobei ili.e Kurven jdes Büschets
nntereinander oertauscht .werd,en. Dagegen werden ilie beid,en Kurpen 8|,., Bg bzw. mit den
b eid,en. K ur p enb üs chetn 8'16, B'rs u er taus cht.

9. Die biquadratische Funktion w : IÄz) der dualkomplexen Ebene hat die Hesse-
sche Kovariante E\z) vom vierten und die Jacobische l(ovariante ,/(z) vom sechsten
Grade. Es ergeben sich drei Nuilsteilenpaare Al&a, EsEütatsvon l(zl, die zu drei verschie-
denen quadratischen Faktoren von .I(z) gehören. Stets ist eines von diesen Punktepaaren
imaginär, die beiden anderen reell. Die drei Verbindungsstrecken der drei Punktepaare
bestimmen drei mit, Lr, Lzinzidente gleichseitige Hyperbeln als deren Achsensehnen. Oie
drei Inversionen an den drei Hyperbeln nebst den Spiegelungen an d.en zugehörigen
Hyperbelachsen stellen drei involutorischeTransformationen ,Ir, Jr, J"der dualkomplexen
Ebene dar. Sie bilden mit der Identitat eine Vierergruppe. Jede der drei Transforma-
tionen f 1, fq, "fs führt la(z) und H(zl je duroh Vertauschung ihrer Nullstellen in sich über
und sie verwandelt J(z) in sich, indem sie zwei seiner Nullstellen fest läßt und die anderen

vertauscht. Wegen ln!) : frr*, *2,) ist die Gesamtkonfiguration durch vier Punkte der
dualkomplexen Ebene bestimmt. Als biquadratische dualkomplexe Normalform bezeichnen
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3,' : j, Fixpunkte in * l, - 1;
k

4
3' : - 1, Fixpunkte in f rie, - ie;
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i:;:,..: ,'i:-t :::'

;:1I::

Js: !: -z,.Fixpunkte in'0,6.
Die vier gegebenen Nullstellen zv vonln(z) bed.ingcn aler nicht nur die beschriebene

Konfiguration, sondern auch die drei gebrochenen rationalen Transfomationen der dual-
komplexen Ebene, die sich durch Kombination von je zweien der drei Formen la(a),
H{z\' J(z\ bilden lassen: 

f ^(z) J(zz\ J((z)' u;:T'yu:ln(1'":fi4
a) Die Transformation ru : #2 venvandelt den Geradenbüschel durch den An-

H(z)
fangspunkt w : A und den Büschel der (ryit Lr, Lz inzidenten) gleichseiüigen Hyperbeln
mit diesem Mittelpunkte in zwei zueinander (pseudoeuklidisch) orthogonale Büschel
A?, A! von Kurven achter Ordnung mit den'Gleichungen:

[ß(90,2 -gP'+ lxea * l)sa Sof 2r - a(90,;2 - gP' - lxeo - t]er gin2, I LLxpga
(20) B?{ + ri"tt *3*r--3frxsn + t)q'Goi2l- fl{}or-3f2-lxe'-l)qs€in2r

[ + 6(o' + fi'-3(n"* F')')en * (o2- ft)({sn + t}' { 4saätnzk)] : 0

\Ltl 4

p8 + L2a(qa * l)pn Ooi 2t - LLfi(en - t)s26inä
+ 2(L + L8a2 - L9f')en )- 4s46irf2t a t

r).+ ,i[n' + 6=6(18 - 707a2 - 109p2 + 162(u2 - F']']en

+ #-g(t - 3ca * 30'Xen * t) q2 soi2r

+ #W(t f 3orz - 3/,'\ (sn - L\qzäinzt * 4sn@ii*2t+ r] == o

oder

F(p, t) * Lil(p,t) : 0.

. Die ql Kurven achter Orilnnng des Büschels Bl und, ebenso d,ie oor Kurpen achter
Ordutng d,u ptseuiloeultlid,ischen Orthogonalbüschels Bl sind oicrlach zirkular. Jed,e Kurpe
beäler Bügchel besitzt zwei Quailrupel untereinander je paralleler Asymptoten mi't ilen Glei-
chungenA: *r* tu(i:!,,2,3,4l,ileren Realitätponilen KoffizientenuonlnQ\unil
(,om Büschelparameter X abhängt. Darch jed,e d,er ilrei Inpersihnen und Spiegelungen Jr,
J", Jl geht iede Kurpe achter Ord'nwy.S beider Büschel in sich über.

i b) .Dib Trainsforma lion w : mbildet den Geradenbtischel ta = 0 utd den Büsche!

gleichseitiger Hyperbeln durch Lr, Lz mit diesem Mittelpunkte auf einen Büschel von
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fünffach zirkularen Kurven zehnter Ordnung B|0 und auf einen Büschel von seohsfach

3irkularen Kyven-.zwllfter Ordnung Bät'ab. Durch die drei Inversionen nebst Spiege-
lulgen ,"fd gehen die beiden zueinander pseudoeuklidisch orthogonalen Kurvenbtischel
B'o', B';'in die drei Paare von Büscheln- pseudoeuklidisch orthägonaler, sechsfach zir-
kularer Kurven zwölfter Ordnung über:

Bl', B'r"; BL", B'r,"; B!r,, B'rrr.

Die Substitution .Q führe den Punkt a ln zo über und es bezeichne Ao die zugehörige
Substitutionsdeterminante. Dann werden durch die drei Transformationen

{ A, J(Z\tD::##, i:L12,3,
zi I d\z)

die drei Büschelpaarc B|2, Bl12 von Kurven zwölfter Ordnung unmittelbar als die Bilder
des Geradenbiischels w :0 und des Büschels gleichseitiger Hypergeln,durch Lr, L, mri
diesem Mittelpunkte erhalten.

c) Tritt an die Stelte von * : ff:)die Transformation
a'

u': t4(#?6-u)'
so entstehen aus den Gerad.en und gleichseitigen Hyperbeln durch und um den Ä,nfangs-
punkt unmitterbar zwei Büscher . 

B1oz, p,n
zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnung.
l.ie besitzen 36-fache Knotenpunkte in den Fundamentalpunkten LrrZ, und einfache
Knoterrpu-nkte in,den 36 Nutlctellen von 4z) und den 3c Nullstciler *oq lnid(r.-*Xa ü),
Sie werden durch die drei Inversionen uüd Spiegelungen ,In wie obett uniJ [i in äi* a.äi
weiteren Paare von Büscheln

B!", B'rt ; Blr, Bltti Brrr, B'ut,

zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnungl
verwandelt. Sährend die Nullstellen voir la(z) und ./(z) ihre Rolle als Knotenpunkte
auch für diese Kurvenbüschel beibehalten, gehen die Punkte a und ö durch d in die
neuen Knotenpunkte a*00 dieser Büschel liber.

Die biquadratische Funktion habe -.- wie vorhin - die Forrn

ln@) : za | 6(a * rilz'f I mit J(z) : z5-_2.
Dabei sei jetzt a : D und falle mit einer Nullstelle (z : oo) von ,I(z) zusammen. Unter diesen
Umständen reduziert sich der Büschel "Bfs auf einen Büschel von Kurven neunter Ord-
nung B$ und.Bitt auf einen Büschel von Kunren zehnter Ordnung B6to. Ih*r Gleichungen
lauten:

f en(6inr + 2Coi4 f 6as?(6irst f ..lCIofst * 36inrCIofst + 3XGin2r6of4
I

(22) B31- 6pq?(Goi3l * ).g)inst *3äinztCIof r a Bläintgoiar) 1 2q6g)in4t(g,olt t ).q)intl
[ + 6qs[a(9inü-,xOofr) * f(Goir-r6inr)]-e(6inl * iCIofr): o

(ffi), B;10 Qzl(s,t) * ).F(s., t) - 0
mit

Joürnal für Mathematik. Bil.18ö. Eeft Z. 12
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, "I(q, r) - g8 qa(2 CIoiar * 26itt4t * 36in22r) * L, F (e,r) siehe Gleichung (?.11.

ve_rwandeln Bfl und Blro in Lwei Büschel zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler
Krrrven nöunter bzw. zehnter Ordnung B\bz*. Bltq. Ihre Gleichungen sind:

I as(.lCI0i r -Ginr) - 6q?[r((9int + lgoil) - F(Ooir f iGinr)]
(24\ B1{- Zptgtnar(Ooir- },9lint\-6cvs3(6inlr * iGoisr * 3Oin,6of2t a 3tGinst Ooit)

I

[ - OBqtlCoi3t - l6inst f 3 üoir 6 inzt ---3],9lint0oi4) + p (€inr -.i, Ooir) -- 0

(25) Ailo sqF(e, t) { ).J(q, t) : 0 .

Die mr Karuen neanter Ord,nung des Kurveibäschels Bro huben zwei Quad'rupel je
untefeinand,er paralleler gemeinsamer Asymptoten mit clen Gleichungqn A: *.r * Pa

(r : {, 2,3,,4\: Die Reutittitsperhriltnisse d,er Asymptoten ltringen pon ilen.Koeffi'zienten von

inlty oU. Daneben besitzt jed,e Kurue d,es Büschels eine weitere eigene Asym'ptate mit d,er'ilrirt 
ong a : - )'r, wo 2 d,er Paramelerwert d'er Kwpe ist'
Die qr Knrpen zehnter Ord,nung d,es Karoenbüschels Btoto OoUrn sechs gemeinsam,e

reellq Asymptoten, die sich aul zwei Tripet je-paralleler Gerad,en mit den Gleiehungen

U: *r * &t verteilen, und, rier paarweise parallele konjwgiert imagincire AsYnxptoten.

Die qt Kurpen neunter Ord,nung d,es Büschels Bl haben z+vei Quad,rupel je unterei'n-
and,e.r parall,eler paarweise konjugiert imaginärer Asymptoten genzein'. Daneben besitzt ied,e

Karpe des Büschels B\ eine eigene Asymptote U : )'r'
Die ql

gen?,elns&n?'er
hängen.

Kurven iles Büschels Blro besitzen zr.vei Qaintapel je antereinand,er paralleler
Äsymptoten, ileren Realitätsperhtiltnisse pan d,en Koeffizi;enten P\n ln@) ab'

daß die Ver'wendung der Transformation * : #)Aus Nr.9 ist leicht zu folgern,

an der Stelle von * : #inur die gleichen Ergebnisse liefert.

L0. Die im Abschnitt I behandelten dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung
(Nr..p,:|, ?,8) der komplexen wie der dualkomplexen Ebene'sind vom Gesclilechte vier;
außer den Fundamentälpunkten haben sie i. a. keine Doppelpunkte oder mehrfachen
.Punkte. Nun enthält ein Büschel von Kurven n-ter Ordnung 3(n - {)2 Kurven mit
Doppelpunkteno). Durch jeden s-fachen Basispunkt, in dem die l(urven einander nieht
berühren, wird diese Zahl um (s 1) (3s * 1) verringert?). Hieraus folgt:

Di,e behand,elten ilreifach zirkularen Kurpen sechster Ord'nang sind' i. u. eom' Geschlecht
pier. In jed,em Büschel Bs solcher Kurven liegen jed'och eine Anzahl Karpen Cr.u.nied,eren

Geichlech,*. Die sie kennzeichnend,en Werte ),i d,es Büschelparameters ). genügen einer alge'

braischen Gleichung vom 3''Grade 'R(2) : 0' Die Kurven' m'it d'iesen Parameterwerten L't

sinit i. &. aotn Gesehlecht d,rei mit je einem Doppelpnnlü außerhalb d,er Fundamentalpunkte;
jedoch können auch Karpen mit 2,3 oiler 4 solchen Doppelpankten auffietens\ bis herunter
zum Geschlecht Null,

o) Steinor, Allgemeino Eigenschalten rler algebraischen Kurvon, Journal f' d. reine u. angew. Math.47 (184t!)'

S. 1-6, Ges. Werke Bal. ü, 5.495.
?) Cremona, Annal. tli mat' (1) 0, (1864), S. 153'
a; Die Beilingungen für {as Aultretän von Iiurven mit mehreren Doppelpunkten in einem Büschel von Kurven

n-ter ortlnung wurden von cayley aufgesüellt, cambr. Transaetions 1l (1863), S.21'
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Enthälb die Büschelgleichung nur gerade Potenzen von f und y, so haben die

Kurven mit tlen ausgezeiÄneten Farameterwerten .i,u je vier Doppelpunkte außerhalb

der Knotenpunkte de"s Büschels, sind also rabional. Die wurzeln der Gleichung Ä(i) : 0

können teilweise zusammenfallen oder der Grad kann infolge Ausfalls einzelner Koeffi-
zienten sinken.

II. Konjugiorto Büschel von Iiegolflächon sochsten, achten, zohnton unil zwölltsn Grailes

in iler linearen Kongruenz'

11. Die ettiptiscltelineare Kongruenz sei clurch die Gleichungen dargestellt:

Pz_ Ps:0, Pa__Po:0'
Die plückersche Fundamentalbeziehung der Plückerschen Linienkoordinaten

Pi(i:Lr2,..',6)
nimmt dann die Form :

p?+ pt + PrPa: o
an und verwandelt sich durch Pr: rs * rE, PE - j'-3 i\*t P5 : frzt Pa: r' und fi: e'

fr: n, ft : e in die Kugel

€z * ttz * {2: t.
Bei nachfolgender stereographischer Projektion der letzteren aus dem Projektiops-

zentrum g : ,1: 0, C : L we*der insgesamt die oo2 Strahlen {er elliptischen linearen

6ongr"r", .rrf di. oo2 Punkte der euklidischen (komplexen) Ebene umkehrbar ein-

deutig abgebildet, nämlich

_Pu-L:r. -!-;:b:y.P* fis P+ rs

Soll umgekehrt der einem Punkte P(r, y) zugeordnete Kongruenzstrahl bestimmt werden,

so sind äi* b"idr1 Kongruenzgleichungen und die Plückerschen Fundamentalbeziehungen
heranzuziehen. Demunendlichfernen Kongruenzstrahle pr:pzipsip4iPriPt: t:0:0:0:0:0
entspricht die uneigentliche Gerade ffu : 0 der Bildebene' Ihre imaginären Kreispunkte
lrltiJ:o;, Jr(1":-i:0) sind die singulären Punkte der Abbildung; ihnen entsprechen je

die .or iiruüi." zweier konjugiert imaginärer Kongruenzstrahlenbüschel erster ordnung.
Im übrigen werden die einscharig in der Kongruenz enthaltehen Regelflächen zweiten

Grades iuf die Kreise der Ebene abgebildet, die Strahlenparaboloide auf die Geraden.

Die hyperbolische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben:

Pz- Ps:0, Ps*Po:0'
Die Plückersche Fundamentalbeziehung ergibt hier:

Pz,-PZ-PtPa,:o'
Die hyperbolische Kongruenz verwandelt sich daher in das Strahlenhyperboloid.

Ez_rjz*is:1.
Bei anschließender stereographischer Projektion wird die hyperbolische -Kongruenz 

auf

die pseudoeuklidische lauan<omptexe) Ebene mit den Fundamentalpunkten,Lr(t:t:0),
Lr{i:-{:0) abgebildei, so daß-1wie bekannt - die gleichseitigen Hyperbeln durch

Lr., L, an die Stelle der Kreise treten. 
tzr
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12' Eine nicht durch den unendlttr.:":r, Kongruenzstrahr gehende Regerscharz-ter ordnung der Kongruenz entspricht umkehrbar eindeutig einer ebenen Kurve z-terordnung' sie geht o-*ui durch den'Fundamentalpunkt ,rr, p-#"r durch den Fundamental-punkt Jr, rvobei u i F: z ist, und enthart keine *.#;;u;'punkte der uneigengichenGeraden' Geht eine Regerschar dr" fonguenz a-mar durch den unendiichfernen

fi;ä:"'ff:lJ:lli,"l^ ä:::ll'. 'll:^",11 _1; 
;,:'ää;:"'-tn l*)*,, ordnung und die/c-rache uneigenuiche Gerade. nie ru..'," _ö; ;;;,"ill;?;:T #llT$r"?l ,ff j

ffi$;:;*Si::**"1,1:,li:r*entr?che ilt,il^ü,.it.,en (reerren oder kon_-l

, il

j u giert imagin ären ) punkren. Mifi er s #:: 1;ä g",; h * iäfi J":r,:Ti J;?ljä,Xlä f ä;sich der unendrichferne Kongruenrst"ahr durch jrä;;-;;;ren srrahr a ersJtzen. JedeRegprschar n-ter ordnung, für die a : p :;i$, räßt sich ars vollständiger schnitt der
linearen Kongruenz mit einem strahlenliomprex vom Grade f darsteren.

Es gibt zrvei verschiedene Arten von Involutionen auf cler linearen Kongruenz;konjugierte strahlen solcher Involutionerr sind reziproke polaren im polaren 'R*o*"
einer Fläche zweiten Grades. Ist die Flache r*rit.rr'Gruä.i uir,*rn"rig in der linearenI{ongruenz enthalten, so heißt die Involution 

"in"--priä). Liegt die Flache zweitenGrades dagegen beidscharig irrrrot,rtori*ch im gesch"* iäi"r"rischen Raume der Kon-gruenz' so ist die Involution eine sekunday'0i 
_In a."-i."lüaischen oder pseudoeukli-dischen) Bildebene der (eriptisehe' oae" hyperbofisJurrj*äorrg"ornz entsprechen denprimären und sekundären hivolutionen d* itorrgur";di; rliarn Arten invorutorischercremonatransformationuilg'- K-o.rjugierte lL":hl:" ei'er primären Involution sind ab-gebildet auf inverse Punkte l,gl. äi;es (euktidischel ;"-;;*doeukridischen) Kreises.Füreinander polarinvariante Rägeulachen zweiten Grades äe, Koog"rrenz entsprechenzueinander orthogonalen l(reisei d", Bidrburrr. Die ooi iorrgrrrrrrrrichtungen durcheinen gegebenen Kongruenzstrahl s sind-qlalweise konjugiert und bilden in dieser An-ordnung eine Involution konjugierter Rlchtungen. /irri- t"";rgierte Kongruenzrich-tungen entsprechen zwei zueinaider senkre"ttri.nirnt;";; in der Bildebene. Führenzwei Regelscharen str, frz der rinearen Ko,rgru.r,, i" r*;ü;"jd;;;"ril0*li*oa*.'s, so ist jede. die RegersÄar ffi, langs s berrhrend. R.g.t;;;är zweiter ordnung für jededie Regelschar s, Iängs s berührenäe Regelschar ,*rit'"" oräung polarinvariant r1).Zwei primäre Involutionen, beclingt äurch zwei für .irr*a", polarinvariante Regel-scharen zweiter ordnung, haben .r,r, srr,'ur,ä;;;";;;;i#;"";;;'Resurrierenden ro). rn derBildebene resultiert aus den beiden entsprechenden Inversionen an zwei zueinanderorthogonalen Kreisen eine invol'torir.rtu ärr;;;;ilär*"tion zweiter Art. Die In-version an einem Kreise.tr "ld die spiegelung an .i;;;;;;rhmesser steilen arso einesolche sekundäre Invorution dar, ars ii." nrrirti;;"ä';;'uirre" pri*aren Invorutionbedingt durch ein Strahretrttypu"boro i;- H, und einer ,*;itr; primären Invorution be_dingt durch ein für JIz porarinvariarries strahrenparaboroid.

A. Die elliptisehe lineare Kongruenz.

*,,urlt'ü?li,äfl;lr1'T;:l"i dem Gesichtspunkt der Abbirdung der r(onsruenz zu fot-

s; s' Jolles' Die Inv-oluüionen auf einer linearen strahlenkongmenz, l{ath. Ztschr.g? (1ggg), s.4z?.
o. uo*JnJ. *"ff:l;$ir3;feomeürie 

derlin'** st*r'r*t"'s.#,1il;;";il: r, insbes. A u. B, Journ. r. d. reine

"u oräh-;]|äzel' 
Die Georneürie <ler lin' strahlenkongruenz. II., Abschn. IV, Journ. f , d. reine u. angew. llath.

13.
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Zwei windschiefe Kongruenzstrahlen 21,211 bestimmen einen Büsöhel A' vgn Regel-
scharen zweiter Ordnung der Kongruenz. (Bild: Der Kreisbüschel durch h,ztt.\ Die
Basiskurve des Büschels besteht &üs 21,211 und den Leitgeraden der Kongruenz.. Für die
o1 Flächen des Büschels /?' sind dio oo1 Rbgelscharen zweiter Ordnung des konjugierten
Büschels R" der Kongruenz polarinvariant. (Bild: Der orthogonale Kreisbüschel.) Eine
herausgegriffene Regelschar Su (Bild: Der Kreis .R2) des Büschels A" wird von irgend
drei Regelscharen m?, ffi;, S.2 des'konjugierten Büschels Ä' in den Strahlenpaaren z1'81;
zz, tzi zs,6u geschnitten. Offensichtlich entsprqchen die Kongruenzstrahlen zr, zz,zs den
Nullstellen einer kubischen Funktion ls(a), die Kongruenzstrahlen &r, tz, öt den Null-
stellen ihrer Jacobischen Kovariante l/(a) (Nr. f ). Die Regelscharen S!, ry' ffi haben
die drei apollonischen Kreise des Dreiecks z'zz4 zu Bildern, die Regelschar ffiz*den IIm-
kreis dieses Dreiecks. Die Inversion am Kreise .R2 und die Spiegelung an seinem Durch-
rnesser P : z(tt stellen eine sekundäre Involqtisn .I dar als Resultierende 'einer-pri-
mären Involution bedingt durch ein Strahlenhyperboloid //2 und einer zweiten primären
Involution bedingt durch das für -I12 polarinvariante Strahlenparaboloid P2 durch 21411.

Die analytische Darstellung der sekundären Involution ,l lautet in Linienkoordinaten12):

PPlt : - Pa,, aPL: - Pt, PP'a : - Ps, aF's : Ps,
Die sekundäre Involution ,/ hat die beiden reellen Geraden

z1(L:0:!,: - t:0: {\, zy (t:0: - t: - L:0: - [)
mit den.Bildpunktett z,1, z11und die beiden konjugiert imaginären

jt (t : i:0: [ : i:0), jr{4,: -i;0:t ; -r:0)zu Doppelstrahlen.
Nach Nr. 12 sind die beiden Paare zueinander orühogonaler Kurvenbüschel (Nr.Z a, b)

q,,4 und .816, Aie lCteictrungen (t)-(4)) die Bilder zweier Paare von Büscheln kon-
jugierter Regelsch.aren sechster Ordnung. Die z-Aclrse des kartesischen Koordinaten-

u) G, Ilaenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen auf der lin. Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine
u. aogew; Math.166 (1932), S.4ti1. Die Abhalillnng enühält die aaalytische Klassifikatjon aller Involutionon auf
der linsareu Kongruenz sowie ihre Normaltlarsüellungen.
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l@, y, z) * X(L { z\zh(r., A, z) :0 ,

' [(tz-y)i3(rz + A\'-(t + zz)z +2(rz-ü2 *6(r* yz)z -8p(r' + y,')(* * yzl]
(28) Bit l-^A { yz)13(n21- y?)2-(1 { :2)2-6(rz-y)2-2(r * yz)z-Bq(rz I yz)(rz-yll

t+ (q- xpl(n, * y\l@r -f y2), -3(t * zz)2-2(rz-y)z *2(r * yu)rl:0

t

flaenzel u,ttd, Beutter, Die &eomelii;ö'ilct linea,ren Strahlenkonyuena; IY,

sysüems falle'mit dem Hauptstrahl, die ry-Ebene mit der Fluchtebene der Kongruenz
zusamrnen. Die vier Büschel von Flächen sechsten Grades habcn dann die Gleichingen:

{Lrz - A1L3(L * zz)z { 2(rz - y)a * 61r * AzJ| - (r' * yz), -}p(r * Uzl$ + zz)l
(26) Bl 

{ +,i1r { yz'113(L { vz)z -6(rz - ü, -2(r * Az\, -(r, * a\, { Bq(rz - g) (t * zr) l[ * (;p *gxt {22)13(12*a\r-(1 + zr)r+2(rz-y)2-2(r-uz\z]:0

(27) 4

(rz* yz)$ + (pu* q1(1 + z,')s 8p{** yzrs +Bq(nz*y}g
+ 9(r'* ytX{ * ct)[(p, * qzl(rz * Azl * (1 * zr)]

- 6ti(" * y4* q@z -- y)ll,:z * yz)z *(t * z2)'l
*6[Jr'-yz)(L-51l 4- 4ryzfl(pz * qzl{|" *az) * (n, * yr)f

- L21rz * ar]|( + zr)lp@ * yz) - q(xz - a))
+ x{trz }- y')' ! 2(rz *y)2---2{r * gz), + (t + uu(t * zz) : 0

odeY

(zel 8;6

{p' * qz)(n' + yz)' - 8p(c * Uz\s -8q(rz: A}s * (t * az)t
+ 9(r2 * y,)(L +z?\l{p, * qrxt * zz) * (*, *yrll

-6fp(* * y4 -.g(yz - g)]ft*'r+ U\2,* (1 * a?)rl

+ 6[(rf - yzl (L - z,) { aryz)f(I, * zz) * (p, + qr)(nz I ar\f
-.- !2(rz * al$ * zzl]p(* * yz) I q(rz - a\l

+ ),{{r, * yrj, { 2(rz- y).2 + (t + z3)r}(n, * y2) : 0

j(s,,"y, z): -f X(qz -|..g?j h(u, !tz) : 0
Die l(oeffizienten p und q hängen rational von den l(oordinaten der Kongruenzstrahlen
zr, zr, z" ab.

. 14. Die Ausführungen der Nr. 1-3, ll-13 führen jetzt ohne Schwierigkeit auf
folgende Theoreme der elliptischen linearen Kongruenz:

Drei winilschiele Kongruenzstrahlen r11 221 zsbestimmen - z.uscunrnen ntit d,em unend,-
lichlernen Strahl der Kongruenz - einen Büichel 86, ion oor Regelflächen sechsten Grad,es
(Gleichung (26)). Die Flächen haben d,ie Leitgerad,en d,er Kongruenz zu (konjngiert irna-
ginären) d'reifachen Leitgerad,en. Aul jed,er Leit4erad,en hat' jeite Fttiche zwa[f imaginAre
Kuspid'alpunkte. Die Regelschg,ren d,er Fliichen gelterc d,u.rch d,ie Kangraenzstrahlen 21, ?,s, zs,
ür'rch d,ie reellcn Declcstrahlen24,z11d,er selruntkiren Inpolution I wia d,urch d,en ""initirir-fernen Kongruenzstraltt. Diese StraJtlen sind, d,ie sechs reellen Knotensffahlen iles Büschels.
Achtzehn Knotenstraltlen entlallen aul ilie beüIen Leitgerud,en. Die übrigen zwö$ Knoten-
strahlen'sind, sechs Paare lnnjagiert imagintirer Kongruenzstrahlen zweiler Art, ilarwnler
d'ie konjugiert im,aginären Deckstraltlen jr, j, iler sekund,riren Involution J. Jed,e Fläche d,es
Büschels B! hat ein (in d,er Kongruenz cinscharig enthaltenes) Strahlenparaboloid, zur
AsymptotenflAche. Diese qr Asymptotenfltichen bikten einen Büscltet' poi Strahlei,npara-
boloiilen; sein Basist,ierseit besteht aus d,en Leitgerad,en, d,em unenillichlernen Kongrumz.
slrahle und einem weiteren Kongruenzstrahle k, d,er im Falte p: g : 0 mit d,em Haupt-
strahle d,er Kongrüenz zusam,mönfällt.
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Jeile d,er mr Regelfltichen d,es Büschels Bl wirit eon d,erl a! Regelflächen sechsten
Grodes eines rweiten Büschels Bl tangs ihrer Regels.truhlen in konjugierten Ricitungen
geschnitten. Jed,e Fltiche des Büschels fi hat gteichlatts die beid,en Leitgerad,en d,er Kon-
gruenz zu dreilachen Leitgerad,en und, besttzt aul jeder eon ihnen zwötf imagintire Kuspi.ilal.
punkte. Im übrigen hat d,er Büschel 89, neun Paare konjugiert imaginärer Kongruenz-
strahlen zweiler Art za Knotenstrahlen.

.n
Durch a@ + 3) -_ { Punkte f,6 der

Ordnung; sie schneiden einander t" ryL-2 weiteren Punkten Q, und bilden

einen Büsehel mit zz Knotenpunkten P6 * Qr. Die Punkte Po heißen die butimmenden
Pnnkte, di: 9, die notwend,igenß\.. Für die lineare Kongruenz ist in diesem Zusammen.
hange zu folgern:

:. , .\,- !. Kongruenzstruhl,,en:bestimmen bei gerad,em rt eineru Büschel enn qI Reget-

llächen n-ten Grades d,er Kongruenz. Dte Flächen haben beirle Leitgeraden iler Kongrwenz at
n
']-loct tn Lettgerad,en mit je t@ - 2) Kuspid,alpankten. Sie haben auperd,em \t" -_3) + t
reelle otler konjugiert imaginciie Kongruenzstrahlen gemein, so d,aß d,er Büsthel aufJer d,en

beiden Leitgerad,en, ileren jed,e einen Knotenstrahl pont, Gewicht { AarsteUr, # Kongruenz-

stralüen als Knotenstrahlen,besitzt. Durch jed,en anderen reellen Kongrnenzstahl geht eine
Regelscltar d,es Büscltels.

Din Btischel rrcn Regelflächen sechsten Grades mit zwei dreifachen Leitgeraden
ist also durch acht RegelstÄnten bestimmt. In dem obigen Satze reichen die drei Regel-
strahlen 211 221 zs zusammen mit dcm r-rnendlichfernen Kongruenzstrahl aus, weil clie vier
Deckstrahlen der sekundären Involution ,I, nämlich zlt ßtrtjr, Jz als die übrigen be-
stimmenden Knotenstrahlen des Büschels B, festliegen.

Die Fig. 2 zeigt don Schnitt der Fluchtebene a : 0 mit dem

Ebene gehen oo1 algebraische Kurven z-ier

Büschel Bl von Regel-

././ .'/.'' /' .t,\
/' t'\o

,/' .r'

Fig.2.

10).J.tsteiner, Allg. Eigcnschaften der alg. Kurven, Journ. f. d. reine ü. aagew. Math.4? (1848), S. 1-6 ;
Ges. Werke Btl. II, S.495.
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flächen sechsten Grades in der elliptischen linearen Kougruenz unter der Annahme
p = q: 0. Die Schnittkurven des Büschels mit dieser Ebe-ne bestehen aus dem unend-
lichfernen Kongruenzstrahle und co1 Kurven fünfter Ordnung. Die beiden Flechen
mit den Parameterwerten 1= =tl besitzen je drei reelle Wendere$elstrahlen und haben
je ein Strahlenparaboloid zur Asymptotenflache. Ihre Schnittkurven mit der Flueht-
ebene sind die unendlichferne Gerade und die beiden Kurven mit dBn Parameterwerten
,X - * L mit je drei reellen Wendepunkten und je einer Asymptote. Der Btischel Bf
enth&lt ferner zwei Flächen sechsten Grades (,1, : 0, m), die je in eine Regelfläche vierten
Grades vom Geschlecht einS und ein Strahlenparaboloid zerfallen. Ihrc Schnittkurven
sind die beiden Kurven vierter Ordnung mit den Parameterwerten i, : 0, oo (Carlesische
Ovale) und die beiden Geradenpaare, welche die r- und die y-Achse mit der unendlich-
fernen Geraden bilden. Diese Geradenpaare sind die Schnitte mit den beiden zu den
Flächen rechnenden Strahlenparaboloiden.

16. Die in Nr.3 auftretende Substitution z' :1 ist das Bild der sekunduiren In-
volution J. Aus Nr.Zb und dem ersten Teil des Theorems Nr.8 ist daher zu folgern:

Die beid,en Bäschel B?,, Bg von Regelfleichen sechsten Grailes weräen d,urch ilie selwn-
d,iire Inpolation J mit d,en, beid,en Büscheln B'ru, B;u enn Regelflächi:n sechsten Grudes (Gtßi-
changen (28), (29)) pertauscht. Die qr Regelflrichen sechsten Grad,es ilieser beid,en. Bü.sdwl
schneid,en einaruler überall * abgesehen enn d,en d,reifachen Leitgeraden, - kings Kan-
gruenzstrahlen in konjugierten Richtungen. Die Knatenstrahlen d,er Büschel B'tu, B'"8 gehen
bzw. aus d,enen d,er Büschel B'i, Bt d,urch d,ie sekund,äre Inpolution J herpor. Der Büsehel
'Biu t ot d,emnach die reellen Knotenstrahlen 6r, tz, ts, zr, zy (Fig. L) sowie d,en Haup*trahl,
der d,em unendlichlernen Kongruenzstrahl vermöge J entspricht; au$erd,em hat er seüts
Paare konjugiert irnaginärer Strahlen zweiter Art zw Knotenstrahlen, tlarunter ili,e beifun
konjwgiert imaginären Deckstahlen jr, j, d,er sekand,tiren Inpolation J. Der B;üsr.hct fi'16

hat neun Paare honjugiert imaginärer Sftahlen zweiter Art zu .Knotenstrahlen,
L6. Aus Nr.2c und 3 ergibt sich auf dem gleichen Wege folgendes:
Drei wind,schie!'e Kongrn"engstrahletu z11z2t zs bestimmen einen weiteren Büschel fi

eon mL Regelflrichen sechsten Grad,es. Die Ftächin haben die Leitgerad,en d,er Kongrugnz za
d,reifachen Leitgerad,ein und, aul jed,er von ihnen zwö$ inzaginäre l{u.spiilalpnnkte. Dic ilrei'
Strahlen zr) zz, zs und, d,ie iltnen d,wrch d,ie sekand,äre Inpolation J zugeord,neten Strahlnn
tr, &p, Es gig. r") sinil ilie reellen Knotenstrahlen d,es Büschels B$. Die äbrigen Krwten-
strah'l,en sind, sechs Puare honjugiert imagintirer Strahlen' zweiter Art.

Ieite Regetflriche il,es Büschels Bl wird längs iltrer ar Regelstrahlen poru d,en oot Regel-
fl.tichen sechsten Grad,es eines zweiten Büschels Bl in konjugterten Richtuirgen geschnifren.
Der Büschet Bf; hal keine reellen Knotenstrahlen, seine Fkichen haben ilie Leitgera.ilen der
Kongruenz.zu d,reifachen Leitgeruden und, au.f jed,er von ihnen zwöff imaginäre Kuspülal'
punkte.

Die Gleichungen der beiden Flächenbüschel lauten:

(30) .B3

(q-Xp)l$ 4 2z)t-(rz * Uz)sJ{3lA(rz-y)- XB(r * yz)71@'* y')' * (1* a)'a]

*9(r'+ az\(L + r'){[(t * z',)-(rn * u',\]q- [(t * z') * ("'* y')fxp]
+ 6 [( re - az)(L - z,') + 4ra z]{l(L * zz) - (rz * y'))q * [( t * z*) * (rz * a'\]Lpl

- 6(r { sz)(rz - g)LA(n + az) * }'B(rz - a\l
LüA(uz - Y)s - LUAB(n * Yz)s :0

mit
A*p2*q2*L, B:p2*q2*L,
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(3{) B: l(r, A, z\ { Xj(r, a, z) : A ;
wo l(n,!,2|, j(s, y, z) dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (22) und (2g) haben.

Die selazrulbe Inqolution J lührt d,m Flcichenbüschet Esu' tn-'sich über und ebenso d,en
Flachenbäselul ü. Dip aL Regelfltichen jeiles d,er beiilen Büschel werd,en d,abei ineolu-
lyxyn ytnlcyeinuniter vertauscht. Die Doppelelemente der Inpolation im Büschet Bl sind,
die heifun Regelflächen mit den Param,eterwerten ), :0, x : @, iftt, Büschel aun siid, es
dic RsgefiIächen mit clen Parameterwerten i : * t.

17. Aus Nr. 10 und den benutzten Abbildungsmethoden folgt weiter:
Die Regetflächen seehsten Grad,es d,er Büschel E:r, Aiu, Bg, Btu,"U, Bl haben i. a. d,as

Geschlecht vier unil itaher keini Dopprelregelstrahlen, itotirrtr'nrgrito;Hti oier Rückkehr-
regelstrahlen.' f edoch .liegen in jed,em Büschet eine end,liche Anzahl Flächen nid,eren Ge-
schkchts. Ihre Parameterwerte ),i sind die Wurzeln einer algebrai,schen Gleichung.R(,e) : 0
Qom 35. Grad'e. Sind, deren Wurzeln alle perschieilen, so enthdlt d,er Büschel Bb FIAchen pom
Geschlechtc drei mit je einem Doppelregelstahl.

Ausnahmen treten ein, wenn mehrere wurzeln der Gleichung.R(i) : 0 zusammen-
fallen oder der Grad der Gleichung sich erniedrigt. So enthält z. B. der Büschel B! unter-d9r,lnn1h_meP: {:0zweirationale Regelflachen sechsten Grades, die eine (,1 : + t)mit rwei Paaren konjugiert im'aginärer Strahlen zweiter Art als Doppelregelstrahlen,
die andere (X: - t) mit vier reellen Doppelregelstrahlen. Der Büschel enthält ferner
zwei Flachgn sechsten Grades (,1 : 0, oo), die je 1n eine Regelfläche vierten Grades vom
Geschlecht eins und ein Paar konjugiert imaginarer Konlruenzstrahlenbüschel erster
ffinung zerfallen. Die Gleichung A(X) : 0 reduziert sich'h[r auf die Form ]r, - I :0.

18. Aus dem Inhalt der Nr.4 folgern wir für die elliptische lineare Kongruenz:
Vinr reelle Kongruenzstrahlen zr, zz, zj) zn bestimmen ilrei sekund,äre Iniolutbnen

Jt, Jr, J" au'f d'er etliptischen linearen Kongruenz. Die ilrei sekund,tiren Ineolutionen bililennit der lilentittit ilie Vierergruppc; aus je zweien von ihnen resaltiert d,ie dritte and, aus ullen
dreien din lilentitaL Jed'e von iltnen pollzieht eine d,er d,rei möglichen paarpertauschungen
z+visehen den pier Strahlen 211 221 231 zn Es vertaaschen:

I, dte Strahlen zrz, mit zrzn
. Jz die Strahlen zrz, mit zrzn

J* die Stralüen zrzo mit z;zu.
Jeih iler drei Involutionen besitzt ein Paar reeller Doppelstrahlen 6i,610 und, ein paar hon-
iugiert im,agintirer wind,schi'efer Doppelsffahlen s1,s1u. Die eier Doppelstrahlen jed,er In-
volntion werilen rJarch d'ie Leitgeraden tter Kongru,e nz za einent, Tetäider ergrinzt. Die drei
Paare reeller Doppelsffahlen

sind, d,,ie d,rei schniustahrenpaaru n r!)l''rr!":!:;.i:'; t" d,er Konsruenz enthattenen reegen
Flachen zweiten Grad,es; jede d,er d,rei Regelflächen ist lür d,ie bei.d,en übrigen palarinoariait.

Die drei sekundären Involutionen Jr, Jr,,.fu lassen sich analytisch auf folgende
Normaldarstellung bringen 1a) :

Jtz QPt:-Pt
QP+: * Pt

,QPa=*Pa
QPo: Pa

Jzi QPr: - Pa

QP+-*Pt
QP'r: Ps

QPe: * Po

Js: QPt: Pt
QP*: Pt
QPs: - Pa,QPa: * Po .

1a) S'.1$.aenzel, Eine analyüische Theorie der Involuüionen auf der lin. Sürahlenkongruenz, Journ. f, d. reineu. angew. Math. 166 (1932), S. 1G?-181.
Joq"rlat fär trfat]1.emjttk. Bd. lEg. Ileft 2. 1g
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.oordinaten: 'Ihre Deckstrahlenquadrupel haben die I{ , j

. Er).1.:0:t:-t:0:t AJ-{:1:0:1:1:0 6r)0:0:0:1'9,9
6.) t:0: -.:1.:-t:0: -t 6E)-L: -t:0:1: - {:0 6u}L:0:0:0:0:0
sr) t:r:0:t:i:0 ss) t:0:i:t:0:i so)0:i-:i:0:l:i
sz) 1: -i:0:t: -i:0 sn) L:0: -i:L:0: -i su) 0: -L:i:02_1:i.

19. Aus Nr.5a läßt sich nun mit Leichtigkeit folgern:
Drei sekand,tire Inpolutionen Jr, Jr, J, iler elliptischen linearen Kory$uenz, ilie mit

iler lilentitrit d,ie Vierergrappe bild,en, führen, zwei konjugierte Büschel 81, BZ oon Regel'
fltich,en achten Grailes iler Kongruenz in sich über, inilem sie jeile Flache a.chten Grad'es
einzeln ih, sich tTansformieren, Jed,e Regelfltiche beid,er Büschel hat d,ie I eitgerad'en der Kon'
gruenß zn vierlachen Leitgerad,en, sie enthrilt aut jed,er Leitgeraden vierundzwanzig (ima-
ginäre) Kuspidalpunkte. Ihrc Regelstrahlen werd,en d,arch jede d,er drei sekund,ären Invo'
lutionen inpolutor is ch gep a,art.

Der FkichenbUsehit fi, hat acht reelle einlache Knotenstrahlen nnd, zwar ilie bei.ilen

Quailrupel
. zt, zz, zB, zn and, zy zg1 ß1117 z1y.

Die Strahlen jed,es Quadrupels werd,en d,arch d,ie d,rei sekund,üren Inpolationen paarweise
pertauscht. Jed,e d,er beid,en konjugiert imagintiren Leitgerad,en rechnet sls Knotenstrahl iles
Büschels sechzehnfach. Die restlichen Knotenstrahlen des Büscltels Bl sind zwöll Paare
Innjugiert imaginärer Strahlen zweiter Art.

Jed,e Fltiche achten Grad,es d,es Büschels Bl wiril in ihren at Rqgelstrahlen von d,en

aL Regelflächen achten Grades iles Büschetrs, fi in konjq,gie@n',Riehtt*ngen gewhnltury, DU
qr Flichen iles Bißchels fi haben ilie Leitgerailen iler Kongruenz zu oierlachen Leitgeraden
mit pierund,zwanzig. (imaginären,) Kuspid,alpunkten auf jeder ()0ru ihnen. Der Büschel Bf;
besitzt keine reellen Knotensffahlen.

Die Gleichungen der beiden Büschel von Regelflächen achten Grades lauten:

(3r)"l{

($)B!{

(a * Xd)L@z + Azll2 +,({ + zz)'1L{r' - A\$ - z2l | 4nyzl
+ (ö + X.e)l(rz * y')'---- (t + zz)zf(nz - a)@ * az)

* (c f lh{r'* Az)z(L * z'Jz

* XSI(@'* A'\2 + ({.+ ß'l')'-L6(rz-A)'@ * Uz)21:0
[(r'+ A'14 + (L * zz\a-1"6(w- A\z(u * gzlz](L { L}

+ (al Ad)(rz * az)z(L * z')'
-l- (ä + ).e)l(uz * a')' + ({'t z2\2fln2-a?)$-z') '1 4*yrJ
* (c * LflI@' * a')' - (1 + zz)l(nz - ü(s I yz) :0.

Die a,b,, , ., g htingen rational von den Koordinaten der Kongruenzstrahlefr ßu..., zn ab.
. 20. Aus Nr. öa, b folgt ganz entsprechend:

Yier Kongruenzstrahllen-rr, rr,, rr, ia, welche die d'rei sekundtiren Inoolu'tionen JL,J?,JB
d,er Vierergruppe bd,ingen, bestimmen mit zwei gegebenen weiterdn Kongrnenzstrahlen a, b
?ier Paare Büschel von Regelflächen zwöllten Graihes:

' BL', Eot'; Bl', B'r'2; Bt', Bt12; B1Bz, B;12.
Jeite Fläche eines Büschets Blz wird, von ilen mr lrltichen des Büschels B'ntz kings ihrer nt
Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die Regelflächen aller Büschel haben
d,ie Leitgerad,en d,er Kongruenz zu scchsfachen Leitgeraden und, enthdlten aul jeder Lei.t-
gerad,en sechzig imagintire Kaspi'dalpunkte.

Aas den Fktchen d,er beid,en konjugieiten Büschel Btf , B'rt' gehen itite Fltichen iler drei
übrigen Büschelpaare bzw. durch d'ie d,iei sekwnrltiren Inpolutionen Jy lz, J, hervor,
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f ede iler heid,en Leitgeyad,;en i,st ein. sechsun(ld,reilSigfacher Knotenstraht lür alle Fkichen-
büschel. Der Büschel 8f,2 hat d,ie pier Strahlen 211 221 z't zn, die sechs reellen Doppelstrahlen
tt1zrdst+"&r&ailer ilrei sekund,tiren Involutionen J5, und, d,ie beid,en Struhlen a,b zu reellen
einlachen Knotenstrahlen. Die d,rei Büschel Btu' (i: L,2,3) haben, d,ie gleichen reellen
Knotenstraihlen, nur treten an die Stelle eon e, b je d,ie beid,en ihnen d,urch d,ie sekund,tire
Involwti,on J1 zugeord,neten Kongruenzstrahlen asrb1. Außerd,em besitzt jed,er d,er Büschel
BL', . . . , Bt' sechzig paarweise lrcnjugiert irnaginrire Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen.
Die pi,er Flächenbüsckel B'o12,,."., B;tz haben (au$er d,en Leitgerad,en) je zweiwnd,sigbzig
paarweise hanjugiert imaginäre Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen.

Fallen die beiden Knotenstrahlen a, ö mit einem der sechs reellen Knotenstrahlen
gn'Ezr.. . , io zusammen, so reduzieren sich die vier Paare von Flächenbüscheln auf zwei
Paare Büschel von Regelflächen zehnten Grades

Bl', BLto und Blo,.Bl1o.
Die eine sekundäre Involution führt dann .Bf,o und Bito j" in sich über, die beiden anderen
sekundären Involutionen verwandeln B[0 und Bl10 in Bl0, 8i10.

Jede Fläche des Büschels Bl0 und des Büschels Bl0 hat ein Strahlenparaboloid
zur Äsymptotenfläche; diese oo1 Asyrnptotenflachen erfüllen zweimal einen Büsehel von
Strahlenparaboloiden. Sein Basisvierseit besteht aus den Leitgeraden, dem Hauptstrahl
und dem unendlichfernen Kongruenzstrahle.

Die Schnittkurven der in Nr. 13-19 behandelten Regelflächen mit der Fiucht-
ebene der Kongruenz (ry-Ebene) sind mit den in I A behandelten Bildkurven dieser
Regelflächen identisch und alle übrigen Schnitte senkrecht zum Hauptstrahl dei Kon-
gruenz ergeben Kurven vom gleichcn affinen Typus.

' B. Dio hyperbo[sche lineare Kongruenz.
21. Bei der Untersuchung von Regelflächen des Grades 2n in der hyperbolischen

linearen Kongruenz beginnen wir sogleich mit den Regelflächen achten Grades. Die
Regelflächen sechsten Grades lassen sich mit Hilfe von Nr.6-8 in Analogie zu den
Theorenen der elliptischen linearen Kongruenz in Nr. 13-1? unter Berücksichtigung
der andersgearteten Realitätsverhältnisse in der hyperbolischen Kongruenz behandeln.

Der Inhalt der.Nr.9 führt auf folgende Theoreme:
Vier Strahlen zll zz1 2", zn der hyperbolischen Kongruenz bestimmen die drei sekun-

dären Involutionen Jr, Jr,.Ir, die jene vier Strahlen paarweise untereinander vertauschen.
Die vier z; können reelle oder konjugiert imaginäre Strahlen erster oder zweiter Art sein.
Die tlrei sekundären Involutionen Jr, Jr,,I, biltlen mit der Identitat die Vierergrupp€
und gestatten in Plückerschen Linienkoordinaten die Normaldarstellungenla):

J-zi QPr : Pa.

QPt: Pt
QPs: Ps

,
QPo: -_Po

Jede der drei sekundären Involutionen hat vier Deckstrahlen, die je ein windschiefes
Vierseit bilden und von den Leitgeraden der Kongruenz je zu einem Tetraeder ergänzt
werdenl ihre Linienkoordinaten sind:

Ji QPI: PE

QPa,: Pr
QPn--Ps
QPa: Pa

6r) -1:0: 1.: *L:0: -1. EJ
tz) -L:0: -t : -1 :0: I AJ
sr) 1: I :0: -1 : L :0 sa)' -sil L.: -1 :0: -t : -1 :0 sr) -

Jzt 8P1: Pt
QP+: P+

QPo: -Ps
QPa: - Pa,

Er)0:0:0:L:0:0:0 6u) t:0:0:0:0:0
sr) 0:1:t:0:t: -1
su) 0: -t:t:0: -L: -L.13*
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Aus jeddm der drei Quadrupel laßt sich ein Paar herausgreifen, so daß die drei Paare
Kon jruenzstrahlen

trtz'' tat+', 6sl,s

die clrei Sclinittstrahlenpaare dreier füre,inander polarinvarianter Regelscharen zweitef
Ordnung der Kongruenz'sind. (In der dualhomplexen Bildebene (Nr.9) entsprechen den
Strahlen 211221 271 zo vier Nullstellen einer biquadratischen Funktion, den Kongruenz'
strahlen a; il . . . , t, sechs Nullstellen ihrer JacobjScben Kovariante, den drei sekun;
dären Involutionen ./, die drei dualkomplexen Inversionen nebst Spiegelungen. Die drei
polarinvarianten Regelscharen haben drei gleichseitige Hyperbeln durch Lr, Lrzu Bildern.)'
Umgekehrt erhalt man den Satz: 

tiscienDrei füreinant)er polat'invariante Regelscltaren zweiter Orilnung iler hyperbo,
Iinearen Kongruenz schneid,en einarider in drei Paar Regetslrahlen 6tj62, tstE,6s6u; zwei Paare
sinil reelle Kongruenzstrahlen, rJas dritte Paar besteht aus konjagiert inxd.ginären Kongrnenz'
strahlen zweiter Art. Die d,rei Strah.lerlpaare sind, Doppelstrah,lenpaare dreicr seknn'd,ärer

Involuttonen Jr, J2, J", d,ie mit rler ldentität d,ie Vierergruppebilden. Jed,es d,er ilrei Stralzlen'
padre EiEkbitd,et mit rkm zu,aiten Paar Doppelslrahlen sis1, seiner sekundtiren Involution ein'*natiäälrs Yierseit, d,as die Leitgerad,ei äer Koingrurrz ,u ei'nem Tetraed,er ergänzcin.

22.'Im Anschluß an I.{r.9a,b,c entstehen nunmehr folgende Theoreme für die
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz :

Vier Kongruenzstrahlet, zn briti**en einer," Büichet von Regelfltichen achten Grailes

B8r. Jeile R.egetfiache acltten Grad,es d,es Büsthels hat d,ie Leitgeraden4er Kongruenz zu eibr'

fichen Leitgirad.en u,nd, enthtilt aul jed,er Leitgeraden pierund,zw.anzig reelle K*spülalpunkte.
Sie ßt'gegen die d,rei sekund,ären Inpolutionen der tJurch die zobeilingten_Vi,erergruppe,. in'
cnria,nt; ihre Reg:elsttahlen werilen d,abei d,urch jede dcr drei sekund,iiren Inpolwtionen invo'
Iutorisch oertauscht.

Jed,e d,er beiilen Leitgerarleu, ist eirt sechzehnlaclter Kruotenstruhl d,es Büsehek Bl. Die
übyigen zweiundd,reifiig Knatenstrahlen können reelle od,er konjugiert imaginäte Strahlen'
crster od,er zweiter Art sein. Sie z_erfallen in zwei Gruppen zu je seeh.zehn; ili'e sechz"ehn

Strahlen je:d,er Gruppe +verilen ilurch d"ie drei qehunitriren Insoluti'onen J;*ntere'inaniler eer-
lauscht,

Die q1 tr-lächen d,es Büschels Bl rverderu von d,en at Regelflächen achlen Grades eines

zweiten Büschels B| längs ihrer Regelstrahlen in ltonjug,ierten Richtungen gesch'nittnn. Die
Ftächen iles Büschels 88, haben gteichlatts d,ie Leitgerad,en der Kongruenz zu ttierlachcn Leit.
geraden mit je vierund,zwanzig reellen Kuspidalpunkten, jed,och besitzt B| heine +veiteren

reellen Knotenstrahlen. Die d,rei sekundären Inu;olutionen Ju d,er Vierergruppe lühren ied,e
Regelflöche achten Grailes iles.Büschels 88, iri sich über.

Die Gleichungen der beiden Flächenbüschel sind:
(a * 1d.)L@2 - Az)z * (t - z'l'71@'* y'Xt * zz) 'l t+ryzl

+ (b * Xe)L(uz yz)z _- (t - zz)zl(rz * ü(n + Az)
f (c * Xfl@'- Az)z(L - zz)z

* lll(@'- UzY + (' - zz\2)z { tß(nz * ilz(r * yz)21 : 0

l(rz - A2\4 * (L - 3z)+ * L6(rz * ü'(r * yz)zl$ * X)

* (a * X.d\(*z -,z1z(1' - z'l'
+ (b + ).e\l(rz * A\$ * zs) * Lryzfl(rz-Y'12 * (t -zz)sJ

+ (c * Xf)l(nz - Uz)'- (t __ zz)21@z * ü(r * Az) : 0 .

Gq "tl

(rr) ,B 

{
Diea, .,.tghtingenrationalvondenKoordinatender Kongruenzstrahlen 211...1-{4 flb.
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rl.\
Die Betrachtung der Funktion * : 76ft_qin Nr.9c liefert uns folgende Sätze:

Vier Kongruenzstrahlen 211 221 zs1 zn, d,ie d,rei seleund,äre Inpolutionen Jr, Jr, J, einer
V ierergruppe bd,ingen, bestimmen mit zwei gegebenen weiteren Kongruenzstrahlen a, b uier
Paare Büsehel'. r;on Regelflächen ztpöUten Gra.d,es :

if ,, B'o,,; 8,r,, B'r,,; Bt,, Bt,; B!,, B'"".
.leile Fläche eines Büschels Bl2 wird von d,en ar Ftachen d,es Büschel, Blt' längs ihrer
ar Ri"egelstrahlen in konjugierien Richtungen geschnitten. Die Flächen atter Büschil haben
dic Le.itgerad,en d,er Kongruenz z,n sechslaehen Leitgerad,en mit sechzig reellen Kuspid,al-
punkten aul jed,er eon ihnen.

Aus ilen Flächen iler konjuginrten Büschet Btz, BL12 gehen ilie Ftächen der ilrei übrigen
Büschelpaare bzw. d,urch ilie d,rei selcund,ären Involutionen Jr, Jr, Jrhervor.

Jed,e iler beid,en Leitgerad,en ist ein sechsundd,reiBigfacher Knotenstraht für alle Fltichen-
büschel. Äußerilem hat jed,er Büschel Blz 1t : 0, 1 ,2,3) zweiunilsiebzig Knotenstrahlen unil
zwar reelle od,er konjugiert imaginäre Strahlen erster oder zweiter Art. Unter ihnen befind,en
sich ilie pier Strahleft zu . . . , zn und, die zwöIl Doppelstrahlen der d,rei selmnd.ären Ineo-
lutinnen Jt, Jz, JB. Zu d,en reellen einlachen Knotenstrahlen ilcs Büseltels Blf gehören ilie
Strahlen a,,b. Dib d,rei andeten Büschel Bl2 haben an Stelle eon a,b d,ie d,iesen d,urch die
sekanilären Inpoi,lutionen Jo zugeorilneten Kongruenzstrahlen zu Knotenstrahlen. Die pier
Flöchenbüschel B'.tz besitzen awser ilen beülen reellen Leitgerailen zweiunilsiebzig Knoten-
shihten, ileren Reatittitsverh(iltnisse aon 211 221 zs1 zn abhcingen

. Fallen die beiden Strahlen' a, b mit, einem der Doppelstra-hlen 6, 82, .. . , 3u der
sekundären Involutionen Jr, Jrr,Iu zusammen, so reduzieren sich die vier Paare von
Flächenbüscheln auf zwei Büschelpaare von Regelflächen zehnten Grades:

B;ro, fitoro und Brro, Blro,
Die eine sekund.äre Involution führt ,8010, Bfro ir, sich über, jede der beiden anderen
v_erwandelt Bf;, ß'io in Bl0, 8i10. Jede Fläche der vier Büschel hat die Leitgeraden der
Kongruenz zu fünffachen Leitgeraden mit je vierzig reellen Kuspidalpunkten.

Die Schnittkurven der behandelten Regelflächen mit der Fluchtebene der Kon-
gruenz (ry-Ebene) sind mit ihren Biidkurven im Abschnitt I B identisch und alle übrigen
Schnitte senkrecht zum Hauptstrahl der Kongruenz ergeben Kurven vom gleichen
affinen Typus. ö

Eiugegangen 3. November 1941.\
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