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Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. IV.
Uber algebraische Regelflichen vom Grade 2n
mit zwei n-fachen Leitgeraden (n=3,4, 5, 6).

Von G. Haenzel und F. Reutter in Karlsruhe.

.

Die algebraischen Regelflichen von fiinftem und héherem Grade sind der Unter-
suchung schwer zugiinglich und eine einigermaBen vollsténdige Klassifikation reicht iiber
die Regelflichen fiinften?) und sechsten?) Grades nicht hinaus. Im folgenden werden
Biischel von Regelflichen sechsten, achten, zehnten und zwdlften Grades mit zwei (re-
ellen oder konjugiert imaginiren) windschiefen Leitgeraden behandelt. Thre Regelscharen
liegen in der (hyperbolischen oder elliptischen) linearen Kongruenz. Die Untersuchung
dieser sehr komplizierten Objekte wird durch die Abbildung der elliptischen und der
hyperbolischen Kongruenz auf die komplexe oder die dualkomplexe Ebene ermiglicht.
Die Bildkurven der Regelscharen stehen in engen Beziehungen zu den kubischen und
biquadratischen Funktionen einer (komplexen oder dualkomplexen) Verénderlichen und
deren Kovarianten. :

Im Abschnitt I A werden aus geometrischen Theoremen?®) iiber die Kovarianten-
systeme kubischer und biquadratischer Funktionen einer komplexen Veridnderlichen neue
Sitze iiber Biischel algebraischer Kurven hoherer Ordnung und ihre Orthogonalbiischel
entwickelt als notwendige Basis fiir die spateren liniengeometrischen Resultate. Diese
bisher unbekannten zirkularen Kurven fiinfter, sechster, achter, neunter, zehnter und
zwolfter Ordnung sind namlich die Bildkurven algebraischer Regelflachen sechsten,
achten, zehnten und zwolften Grades mit zwei konjugiert imaginéren windschiefen Leit-

geraden (Abschnitt IT A). Die Teile I B und II B behandeln algebraische Regelfldchen ¢

sechsten, achten, zehnten und zwolften Grades mit zwei reellen windschiefen Leit-
geraden und ihre Bildkurven im Zusammenhang mit den Kovariantensystemen kubischer
und biquadratischer Funktionen der dualkomplexen Ebene. Im Laufe der Untersuchung
zeigt sich, daB die lineare Kongruenz Vierergruppen von Involutionen besitzt; diese
haben die bemerkenswerte Eigenschaft, die co' Regelscharen zweier konjugierter Biischel
von Regelflichen achten Grades invariant zu lassen.

1) H. A. Schwarz, Journ. {. d. reine u. angew. Math. 67 (1867), S. 23.
2) V. Snyder, Am. Journ. of Math. 25 (1903) 8. 59—96, 261—268, 27 (1905) S. 77—102, 173—188.
8) G. Haenzel, Uber ganze rationale Funktionen, Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 28 (1929), S. 41—45.
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Die Abhandlung ist entstanden im Anschlufl an eine Reihe von Arbeiten iiber die
Geometrie der linearen Strahlenkongruenz?), von deren Methoden und Ergebnissen hier
hiufig Gebrauch gemacht wird.

I. Biisehel zirkularer Kurven héherer Ordnung.

A. Zirkulare Kurven der euklidischen Ebene.

1. Die kubische Funktion w = f4(z) hat eine Hessesche Kovariante H(z) vom
zweiten Grade und eine JacobischeKovariante J(z) vom dritten Grade. Wir setzen zwei
voneinander verschiedene Nullstellen zy, z;; von H(z) voraus, so daBl ein Kreis H?2 iiber
ziz;y als Durchmesser bestimmt ist (Fig. 1). Die Inversion an diesem Kreise und die
Spiegelung an der Geraden zyz;; vertauscht die Nullstellen z, z,, 23 von fg(z) mit den
Nullstellen 3y, 34, 33 Vvon J(z). Die Nullstellendreiecke von fy(z) und- J(z) haben einen
gemeinsamen Umkreis R2, der zum Kreisbiischel durch z, z;; orthogonal ist. Die apollo-
nischen Kreise R}, R, RS des Nullstellendreiecks z,z,25 von f4(z) schneiden den Umkreis
1% rechtwinklig in den. drei Nullstellen 3, 34, 33 von J(z) und schneiden einander in den
beiden Nullstellen zj, z5; von H(z). Die beiden Nullstellen zj, 215 sind die isodynamischen
Punkte des Dreiecks z,2,2s.

2. Die drei Punkte 2y, Z9, 33 bedingen aber nicht nur die beiden Punktegruppen
21, 211 und 3y, 39, 33 €lementargeometrisch, sondern sie bestimmen auch die drei Trans-
formationen: ;

=il an 2 o=l
Werden die beiden Nullstellen von ‘H(z) nach + 1, —1 verlegt, so ergeben sich die Dar-
stellungen:

Joz) =2+ 3(p +ig)2® + 32+ p + ig,

J(z) = (p + ig)z® + 322 + 3(p + i)z +1,

H(z) =22 —1.

a) Die Transformation w = ;1(()) verwandelt die w-Geraden durch den Anfangs-

punkt 0 in einen Biischel B} von o' Kurven fiinfter Ordnung und sie bildet die kon-
zentrischen w-Kreise um den Anfangspunkt in einen Biischel BS von oo! Kurven sechster
Ordnung ab. Die Gleichungen der beiden Biischel lauten in Polarkoordinaten r, ¢:

1) B {[r4 —2r%(1 1+ 2 cos® p) — 8 prcos ¢ — 3]rsing + (¢ + Ap)[3rt — 2r? cos2p—1]
v + A[rt + 2r%(1 + 2 sin%¢) -+ 8¢rsin ¢ — 3]rcos ¢ =0

1%+ 6r(r* -+ 1)(p cos ¢ + g sin ¢) - 6r2(r® + p? + ¢2) cos 2 ¢ + 9ri(p? + ¢?)
(2) BS{ + 12r%(p cos ¢ — ¢ sin @) + 8r%(p cos® p — g sin® ¢) + 9r® 4 p? —g?
: : - 4+ A[r*—2r2cos2¢ + 1] =0

4) G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. I., Journ. f. d. reine u. angew. Math.178
(1935), S.91—113; G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz II., Journ. f. d. reine u. angew.
Math. 175 (1936), S.169—181; G. Haenzel u. F. Reutter, Die Geometrie der lmearen Strahlenkongruenz. IIIL.,
Journ. f. d. reine u. angew. Math. 178 (1938), S.229-—252; G. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen
auf der linearen Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 166 (1932), S. 167—181.




80 Haenzel und Reutter, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz, IV,

oder
f(ry ‘P)+ Ah(r, q’)=0'

Die o' Kurven fiinfter Ordnung des Biischels B gehen je zweimal durch beide Kreis-
punkte und sie beriihren einander in ihnen. Diese Punkte sind also sechsfache Knotenpunkte
des Biischels. Der Biischel hat auferdem die drei Nullstellen von f4(z) und die beiden Null-
stellen von H(z) zu reellen einfachen Knotenpunkten. Seine iibrigen acht Knotenpunkte sind
imagindr und zihlen i. a. einfach. Die o' Kurven sechster Ordnung des Orthogonalbiischels
BS gehen je dreimal durch beide Kreispunkte. Der Biischel hat nur konjugiert imaginre
Knotenpunkte. Jede der co' Kurven fiinfter Ordnung des Biischels B} hat eine Asymptote;
die oo Asymptoten bilden den Strahlenbiischel erster Ordnung mit der Gleichung

Yy =— Az —3pi—3q.

b) Die Transformation w = %%—z)—) bildet die Geraden durch den Anfangspunkt 0 der
w-Ebene auf die co!' Kurven sechster Ordnung eines Biischels B;® ab und die konzen-
trischen w-Kreise um den Anfangspunkt auf die co'-Kurven sechster Ordnung des ortho-
gonalen Biischels B¢, Thre Gleichungen sind: :

[3r*+2r%(1 42 cos?g) +8pricosp — 1]r sing — (g + Ap)r? [r* 4+ 2r2 cos2 ¢ — 3]

@) B;s{ — A[3r* — 2r%(1 4 2 sin%¢) — 8¢r¥ sinp — 1]r cosp = 0
(p® + ¢*)ré + 6r(r* + 1)(p cosp — g sing) + 6r3(p%r2 + ¢2r2 + 1) cos2¢ + 94
(4) B + 12r%(p cosg + ¢ sing) + 8r%(p cosPp + ¢'sin®g) + 9(p? 4 ¢*)rt + 1
+ Ar¥[rt—2r2cos2¢ +1]=0
oder '

Jj(r, @) + Ar2h(r; ¢) =0.

Die o' Kurven sechster Ordnung des Biischels Bi® gehen je dreimal durch beide
Kreispunkte; die drev Nullstellen von J(z), der Punkt x = y = 0 und die beiden Nullstellen
von H(z) sind die reellen Knotenpunkte des Biischels. Die oot Kurven sechster Ordnung des
Orthogonalbiischels B:® sind gleichfalls dreifach zirkular. Der Biischel hat nur imaginire
Knotenpunkte.

fs(2)
J(2)
fangspunkt der w-Ebene und den Biischel konzentrischer Kreise in zwei zueinander
orthogonale Biischel Bj, B{ von dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung mit den
Gleichungen:

c¢) Die Transformation w = verwandelt den Geradenbiischel durch den An-

Ir® + 3(p* + ¢ — 1r(r* + 1) sin g — (9gr — 6gr? cos2 g)(r2 — 1)
—(p?2 4+ ¢ —1)r*sing (6 + 4sin2¢p) —q
+ A[pr® + 3(p? + ¢* + 1) (r* + 1)r cosp + (9pr? + 6pr2 cos2¢) (r* + 1)
+ (p* 4 ¢ + 1)r® cos g(6 + 4 cos?q) + p] =0
(6) B firy ) + 4j(r, ) =0,
f(r,p) siehe Gleichung (2),  j(r,p) siehe Gleichung (4).
Die o' Kurven sechster Ordnung des Biischels B sind dreifach zirkular; die drei

(5) BY
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Nullstellen von fy(z) und die drei: Nullstellen von J(z) sind die reellen Knotenpunkte des
Biischels Bj; seine restlichen Knotenpunkte sind imagindr. Der Biischel BS besteht gleich-
falls aus dretfach zirkularen Kurven sechster Ordnung, hat aber nur paarweise koujugiert
imagindre Knotenpunkte. Die Kurven beider Biischel haben keine reellen Asymptoten.

3. Die Transformation z’ = % tauscht nach Nr.1 die drei Nullstellen von f4(z) mit

. - LglE) - () _ 12
den drei Nullstellen von J(z). Sie vertauscht w = () mit w = ZH(2) und w = 7@
mit w = % Hieraus folgert man mit Hilfe von Nr. 2:
3

Die Spiegelung am Einheilskreise und an der reellen Achse vertauscht die Kurven-
biischel B} und B3 baw. mit den Kurvenbiischeln Bj® und Bl. Sie fiihrt den Biischel BS
in sich iiber, indem sie seine o' Kurven untereinander vertauscht und in gleicher Weise
tauscht sie die oo' Kurven des Biischels B untereinander aus. Im Biischel B} bleiben die
beiden Kurven mit den Parameterwerlen ) =0, A = oo einzeln fest, im Biischel BS die
Kurven mit den Parameterwerten 2 = - 1.

-

4. Die biquadratische Funktion
fa(2) = agz® + 4ayz® 4 6ay2® + bagz + a,

hat die Hessesche Kovariante H(z) vom vierten Grade und die Jacobische Kovariante
J(z) vom sechsten Grade sowie zwei Invarianten ¢, k. Mit Hilfe der Losungen my, My, Mg

der kubischen Resolvente m® ——% m—k = 0 wird J(z) in drei quadratische Faktoren

. @, %, ¥ gespalten:

() {HM+WMﬂ%=~2W,M@+mmw=v—h% H() + mofy(a) = — 297,
J(z) =2¢yy.

Die sechs Nullstellen von J(z) werden dadurch in drei Paare 3,3, 3s3s 3s5¢ geordnet.
Sowohl die vier Nullstellen von f,(z) als auch die vier Nullstellen von H(z) gehen je
paarweise ineinander iiber durch Inversion an jedem der drei Kreise iiber der Ver-
bindungsstrecke eines Nullstellenpaares von J(z) als Durchmesser und durch Spiegelung
an diesem Durchmesser®). Daraus ergibt sich eine elementargeometrische Konstruktion
der sechs Nullstellen von J(z) aus denen von f,(z) oder von H(z). Die drei Nullstellen-
paare von J(z) sind die drei Schnittpunktepaare dreier einander senkrecht schneidender
Kreise. Die drei durch fy(z) (mit Hilfe der drei Nullstellenpaare von J(z)) gegebenen
Vertauschungstransformationen bilden mit der Identitit die Vierergruppe.

: 5. Die vier Nullstellen von fy(z) bestimmen aber nicht nur die soeben geometrisch
charakterisierten Punktegruppen der Nullstellen von J(z) und H(z), sondern auch die
gebrochenen rationalen Transformationen, die sich durch Kombination von je zweien
dieser Formen bilden lassen:

__Ta(2) _J@) _ J@)
‘w—-I—‘{(—zj, w——;‘(—z), ’w-—m.

| a) Erhdlt f,(z) die ,,Normalform*:
fie) = 2* + 6(x + if)* + 1,

%) G. Haenzel, Uber ganze rationale Funktionen, Sitz.Ber. d. Berl. Math, Ges. 28 (1929), S. 31—45.
Journal fiir Mathematik. Bd.185. Heft 2. 11
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so liegen die drei Nullstellenpaare von J(z) in 0, c0; + 1, —1; 4 &, — ¢ mit
1 —3(x + if)*

o+ i
Die durch die drei Nullstellenpaare von J(z) bedingten drei Inversionen mxt Spiegelungen
sind dargesteIlt durch:

J(z) =25 —z und H(z) = 2% + 224+ 1.

le—-—i J2Z=""1 J3 ———-Z.

Die Transformation w = %(—()—) bildet den Biischel der w-Geraden durch den Anfangs-

punkt und den Biischel der konzentrischen Kreise um diesen Punkt in zwei ortho- :
gonale Biischel BS, B} von Kurven achter Ordnung ab mit den Gleichungen:

[ B(9a2 + 982 + 1)(r* 4 1)r? cos2 ¢ — x(9x® + 9B% — 1) (r* — 1)r? sinZ«p

(8) B} J + 12x8r 4 A{a(1 + 32 + 3B2)(r* + 1)r2cos2 ¢ + f(3a? + 3f2—1)(r*—1)risin2¢
+ 6(a2 — 2 —3(x* + Bt + (a2 + ) [(r* + 1)* —4rtsin®29]} =0

[ ré 4 2(1 + 1842 + 18p2)r* + 12x(r* + 1)r2 cos2¢ + 12f(r* — 1)r’sin2 ¢

— 4risin®2¢ + 1 + /1{r8 (—O‘Y_f—ﬂ,)ﬁ(isqmw e 109;92 + 162(a2 + p2)2)rt
(9) B; | 120

+ 7% i ﬂ2(1—3 2 — 3B%)(rt + 1)r2 cos2¢

128
AP

(1 + 302 + 38%)(rt — 1) r*sin2¢ — 4ré sin®2g + 1} =0

oder
F(r, ¢) + A H(r, ¢) = 0.

Die oot Kurven achter Ordnung des Biischels B} und ebenso die o' Kurven achter
Ordnung des orthogonalen Biischels B} sind vierfach zirkular. Die reellen Knotenpunkte
des Biischels BS sind die vier Nullstellen von f,(z) und die vier Nullstellen von H(z). Seine
iibrigen Knotenpunkte sind paarweise konjugiert imaginir. Der Biischel Bj hat keine reellen
Knotenpunkte.

Durch jede der drei Inversionen und Spiegelungen Jy, Jo, J5 geht jede Kurve achter
.Ordnung der Biischel B3, B in sich iiber.

b) Erhélt die biquadratische Funktion die Form
fz) =22+ az® + bz22 +az 41,

8o liegen die drei Nullsfe]lenpaare von J(z) in + 1, —1; A,;ii-; B, % A, B héngen

algebraisch von a, b ab. Die drei Inversionen und Spiegelungen J; haben die Gleichungen:

, 4, (440 —24  , 24z —(14A4?
ey P (1 4y T aF 4 —24

.Die Transformation w = J) bildet die Geraden und Kreise durch bzw. um den

f(2)
An)‘angspunkt der w-Ebene auf zwei Orthogonalbiischel BY, By'* von o' Kurven zehnter
bzw. zwolfter Ordnung ab. Die Kurven des Biischels ‘BY® sind fiinffach zirkular, die des
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Biischels By® sechsfach zirkular. Der Biischel By’ hat die vier Nullstellen von fy(z) und
die sechs Nullstellen von J(z) zu reellen Knotenpunkten, alle iibrigen vierzig Knotenpunkte
sind konjugiert imagindr. Der Biischel By'* hat nur konjugiert imaginire Knotenpunkte.
Durch die drei Inversionen und Spiegelungen J; gehen die beiden orthogonalen
Kurvenbiischel B, Bi'? in die drei Paare orthogonaler Biischel von Kurven zwolfter
Ordnung iiber: . .
B Hi% B Be B
Durch die drei Transformationen
i s Ja) J(z)(A% — 1) e J(z)(A% —1)?

o 2f(e)’ (242 —(1 + 4%)%)f4(2)’ (1 + A%z —24)%(2)
werden diese drei Biischelpaare B2, B;'* von Kurven zwolfter Ordnung je als die Bilder
der Geraden durch den Anfangspunkt und der Kreise um den Anfangspunkt der w-Ebene
unmittelbar erhalten.

Die Kurven samtlicher Biischel sind sechsfach zirkular. Die drei Kurvenbiischel
B!? haben die vier Nullstellen von f,(z) und die sechs Nullstellen von J(z) zu einfachen
(veellen) Knotenpunkten. Die ‘o' Kurven des Biischels Bi* haben auBerdem den Punkt

z = 0 zum Doppelpunkt, die oo' Kurven des Biischels Bj* den Punkt z = %—Aﬂ und
die oo! Kurven des Biischels Bj? den Punkt z = A'sz-‘lT-_T' Die drei Kurvenbiischel B
haben durchweg konjugiert imaginére Knotenpunkte.
¢) Tritt an Stelle von w = '}’;((27)) die Transformation
J(z)

a b, a,b komplex,

w = ;
ful2)(z — a)(z —b)
so entstehen aus den Geraden und Kreisen durch und um den Anfangspunkt der w-Ebene
sofort zwei Biischel '
B B
zueinander orthogonaler, sechsfach zirkularer Kurven zwoélfter Ordnung. Die reellen
Knotenpunkte des Biischels Bj* liegen in den Nullstellen von f4(z) und J(z) sowie in
z = aund z = b. Die beiden Biischel werden durch die Inversionen und Spiegelungen J;
in drei weitere Paare von Biischeln
Biz, B;12. Bl>2 B;m. B;z. B;m

je zueinander orthogonaler, sechsfach zirkularer Kurven zwolfter Ordnung verwandelt.
Die drei Kurvenbiischel B}?> haben — wie B}* — die Nullstellen von fy(z) und J(z) zu
einfachen Knotenpunkten, dazu noch jeweils diejenigen beiden Punkte, die aus z =a
und z = b vermoge der Inversion und Spiegelung J; entstehen.

SchlieRlich werde die biquadratische Funktion wieder (wie in Nr. ba) in der Form
fulz) = z* + 6(x + if)z® + 1
angesetzt, so daB J(z) die Form
J(z) = 25—z mit einer Nullstelle in oo

annimmt. AuBerdem sollen die beiden Punkte z = @, z = b mit ein- und derselben Null-
11*
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stelle (z = o0) von J(z) zusammenfallen.

‘ Unter diesen Umsténden reduziert sich der Biischel By’ unter Abspaltung der
unelgenthchen Geraden auf einen Biischel von Kurven neunter Ordnung Bj, der Biischel -
B2 auf einen solchen von Kurven zehnter Ordnung By1o. Thre Gleichungen lauten:

r(sing - 2 cos @) 4 6ar’(A cos®p —sin®¢ + 3 sing cosp — 32 sin? cos ¢)
(10) B3{— 6fr7(cos®p + Asin®p—3sin®p cos p—3Asin pcos?¢) + 2r3sink g(cos ¢ + Asin ?)
-+ 6r3[a(singp — 4 cos @) + p(cosgp + Asing)] —r(sing 4 Acosgp) =0
(11) Byre r2J(r, ¢) + AF(r, ) =0
mit
J(r, @) = r® —r%2 cosp + 2sin*p — 3 sin®2¢) 4 1, F(r,p) siehe Gleichung (9).
Die drei Inversionen und Spiegelungen J; (Nr. 5a) sind dargestellt durch:

Jys 7 = . Syt & S R g =g

Die beiden Kurvenbiischel B, By® gehen durch J, in sich iiber; sowohl J; als auch J,
verwandeln B} und Bj!° in zwei Biischel zueinander orthogonaler Kurven bzw. zehnter
Ordnung BY, B{*®. Ihre Gleichungen sind:

r%( A cos ¢ — sin g) — 6r7[x(sing + A cosg) — P(cosp — A sing)]
(12) BY{—2r3sin4 g(cos ¢ + Asin ¢) — 6ar3(Acos® ¢ —sin® ¢ + 3sing cos?p—3Asin®pcos <p)
— 6pr3(cos®p — A sin®p — 3 cos g sin%¢ + 34 sing cos? @) - r(sin p — Acos ¢p)

(13) By IrE(r, @) + J(r, ) = 0.

Die Kurven der Kurvenbiischel B), B} haben die Geraden des Geradenbiischels
y = Az zu Asymptoten, Die Kurve mit dem Parameterwert A im Biischel Bj hat die
Gerade y = — Az zur Asymptote, die Kurve mit dem gleichen Parameterwert 4 im
Biischel B? besitzt die Asymptote y = - Az. Mit Hilfe der Nr. 4 ist leicht einzusehen,
daB die Verwendung der Transformation w = i) an der Stelle von w = Ji5) nur die-

H(z) falz)
selben Ergebmsse liefert.

Mit Riicksicht auf die Kovarianz der benutzten Transformationen und geome-
trischen Konfigurationen bleiben die angegebenen Eigenschaften der im Abschnitt I A
erhaltenen zirkularen Kurven und Kurvenbiischel (abgesehen vom asymptotischen Ver-
halten) invariant gegeniiber den linearen Substitutionen der komplexen Ebene.

B. Zirkulare Kurven der pseudoeuklidischen Ebene.

6. Die pseudoeuklidische oder dualkomplexe Ebene trigt «o? Punkte z = z + ey
mit &2 = + 1. An die Stelle der euklidischen konjugiert imaginéren Kreispunkte treten
die pseudoeuklidischen Fundamentalpunkte bzw. Kreispunkte L,(1:1:0) und Ly(1:—1:0).
Die euklidischen Kreise aber sind durch die gleichseitigen Hyperbeln durch L,, L, als
pseudoeuklidische Kreise zu ersetzen. Dementsprechend ist eine Kurve der pseudo-

euklidischen Ebene n-fach zirkular, wenn sie n-mal durch jeden der Punkte L,, L, hin-
durchgeht.

Fiir ganze rationale Funktionen einer dualkomplexen Verénderlichen z = z + ey
gilt der Fundamentalsatz der Algebra nicht in der iiblichen Form. Die Funktion
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w=u+ ev = f(z) = f(x + ey)

der dualkomplexen Verdnderlichen z verschwindet dann und nur dann, wenn u(z, )
und »(z, y) gleichzeitig Null sind. Insbesondere besitzt eine ganze rationale Funktion
n-ten Grades n? (reelle oder konjugiert komplexe) Nullstellen. Die konjugiert kom-
plexen Nullstellen finden in der pseudoeuklidischen Ebene keine Darstellung. .

Die Kovarianten ganzer rationaler dualkomplexer Funktionen unterliegen den-
selben Bildungsgesetzen wie diejenigen der ganzen rationalen komplexen Funktionen,
und sie bleiben gegeniiber den linearen Substitutionen einer dualkomplexen Verinder-
lichen bis auf ganzzahlige Potenzen der Substitutionsdeterminante invariant.

So besitzt die kubische dualkomplexe Funktion
fa(z) = ay2® + 3a,2% -+ 3ay2 + a4
eine Jacobische Kovariante J(z) vom dritten und eine Hessesche Kovariante H(z) vom
zweiten Grade. Erhialt H(z) die Form
H(z) =22 —1,
so 1Bt sich f,(z) auf die Form

fa(z) = 2z + 3(p + &9)z® 4 3z + (p + <g)

bringen. Die Verbindungsstrecke der beiden Nullstellen 4 1, — 1 von H(z) bestimmt
die gleichseitige Hyperbel A2 durch L,, L, mit der Gleichung

22—yt =1
als ihre reelle Hauptachsensehne, und es ergibt sich der Satz:

_ Durch Inversion an der gleichseitigen Hyperbel k* und Spiegelung an ihrer reellen
Hauptachse werden die Nullstellen der dualkomplexen kubischen Funktion mit denen threr
Jacobischen Kovariante vertauscht.

7. Die Funktion w = ;13(( )) verwandelt die oo' Geraden durch den Anfangspunkt
der w-Ebene und die oo' (mit Ly, L, inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln mit diesem
Mittelpunkt in zwei pseudoeuklidisch orthogonale Biischel B}, B} von Kurven fiinfter

bzw. sechster Ordnung. Die Gleichungen der beiden Biischel lauten in pseudoeuklidischen
Polarkoordinaten o, t (z = ¢ €oft, y = o Gini):

(14) Bs{ [o* — 20*(1 + 2 Coj%) — 8pp Cojt — 3]p &int + (¢ + Ap)[30* — 202C0f2t—1]
! + Aot + 2031 — 2Bin) — 8go Sint — 3]oCojt = 0

0% + 6o(e* + 1)(pCojt — g Gint) + 60%*(0* + p* — ¢2) Cof2t + Yo*(p>—¢?)
(15) B3 + 120%p Cojt + ¢&int) + 8¢%(p Cof’t — ¢ Sin’t) + 9o + p2 — ¢2
+ Alo* —202C0{2t + 1] =0
oder .

fle,?) + A h(g, 1) =0.
Die Transformation w = %, d. h. die Inversion an der Hyperbel 22 und die Spiegelung
an ihrer reellen Hauptachse verwandelt nach dem letzten Satz der Nr.6 die Trans-

Isa) ; il Dabei gehen die beiden Kurvenbiischel B, B in

formation w = H@) mw = H(z) ;
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zwei zueinander pseudoeuklidisch orthogonale Biischel B8, B;% von Kurven sechster Ord-
nung iiber mit den Gleichungen:

[30% + 20%(1 + 2 Gof2t) + 8pe® Coft — 1] Sint — (g + Ap)e(e* + 292@of2t —3)
— A[30" — 20%(1 — 2Gin) — 8gp*Gint — 1]p Cojt = 0
(p? — ¢®)0® + 6o(o* + 1)(p Coit + ¢Gint) 4 Go*(p?e® — ¢%* +- 1) o2t 490!
(17) BQ“[ + 12¢%(p Coft — ¢ Gint) + 8o*(p Cof’t + ¢Sin®) + I(p* —¢2)o? + 1
+ 202" — 202C0f2 + 1] =0

(16) B{e{

oder i
jlo, 1) + Ag%h(o,t) =0.

Die oot Kurven fiinfter Ordnung des Biischels B} haben Spitzen in beiden Fundamental-
punkten Ly, L, und sie beriihren alle einander in diesen Spitzen; sie haben vier gemeinsame
Asymptoten mit den Gleichungen

y=z+4Ly=—z+1,y=2—1, y=—z—1.

Auperdem besitzt jede Kurve des Biischels B} eine eigene Asymptote mit der Gleichung
y = — Ax — 3pi — 3¢; diese oo finflen Asymploten bilden also einen Strahlenbiischel
erster Ordnung. Die beiden Fundamentalpunkte zihlen als Knotenpunkte des Biischels B}
je sechsfach. Zu ihnen treten als weitere Knotenpukte die neun Nullstellen von fy(z) —
ihre Realititsverhdltnisse hingen von den Koeffizienten p und g ab — und die vier Null-
stellen. von H(z).

Die oo Kurven sechster Ordnung des orthogonalen Biischels B sind dreifach zirkular,
sie haben zwei Tripel gemeinsamer (reeller oder konjugiert imagindrer) je paralleler Asym-
ploten mit den Gleichungen y = + x + py, (i =1, 2,3). Auper den beiden Fundamental-
punkten, deren jeder neunfacher Knotenpunkt ist, hat der Biischel achtzehn weitere Knoten-
punkte, deren Realititsverhdltnisse von den Koeffizienten p, q abhingen.

Die o' Kurven sechster Ordnung des Biischels B® besitzen zwei Tripel gemeinsamer,
je paralleler Asymptoten mit den Gleichungen y = - + p; (i =1, 2,3). Die Knoten-
punkte des Biischels Bi® sind dic beiden je neunfach zihlenden Fundamentalpunkte, die
neun Nullstellen von J(z), deren Realititsverhilinisse von p und q abhingen und die neun
Nullstellen von zH(z), nimlich fiinf reelle und zwei Paare konjugiert imagindare.

Die oo Kurven sechster Ordnung des orthogonalen Biischels B’ sind dreifach zirkular.
Ihre gemeinsamen Asymptoten und Knotenpunkte bilden gleiche Konﬁguratwnen wie beim
Biischel BS.

8. Die.n Grofien
Z, =5, - E V=203, 06 0l

sollen n reelle oder paarweise konjugiert imagindre Punkte der dualkomplexen (pseudo-
euklidischen) Ebene bezeichnen; fiir die z, und die y, sind also gewohnliche komplexe
Zahlen zugelassen. Eine ganze rationale Funktion n-ten Grades kann dann in der dual-
komplexen Ebene als Produkt von n Linearfaktoren dargestellt werden:

fal2) = (b—-z) =u(z, y) + ¢ (2, y) .

Durch n Nullstellen einer Funktxon n-ten Grades sind ihre n(rn — 1) tibrigen Nullstellen
bestimmt als die restlichen Schnittpunkte der beiden Kurven u(z, ) = 0 und »(z,y)=0.
Der Kurvenbiischel B? (Nr.7) und sein pseudoeuklidischer Orthogonalbiischel Bj sind
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somit durch drei Punkte als Nullstellen von f4(z) bestimmt; mindestens einer der drei
Punkte mufB reell sein. Sie bedingen die iibrigen sechs Nullstellen von fy(z) und damit
auch diejenigen von H(z). Die involutorische Transformation J, bestehend aus der In-
version an der Hyperbel 2% und der Spiegelung an ihrer Hauptachse, hat die Nullstellen
von H(z) zu Fixpunkten.
Die Transformation
_ 1)
/@)
verwandelt die o' Geraden durch den Anfangspunkt der w-Ebene und die oo! (mit
L,, L, inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln mit diesem Mittelpunkte in zwei zueinander

pseudoeuklidisch orthogonale Biischel B und B von Kurven sechster Ordnung. Die
Gleichungen dieser Kurvenbiischel lauten:

g0® + 3(p* — ¢* — 1)(e* + 1)e &int — (990* — 6g0* Cof2t)(* — 1)
+ (p? — ¢ —1)@®Gint(6 — 4 Gin%) —q
+ A[pe® + 3(p* —¢* + 1)(e* + 1)e Cojt + (Ipe® + 6pe® Coj2t)(e® + 1)
+ (p* —¢* + 1)¢* €ofu(6 + 4 €of*) + p] =0
(19) B; fle, ) + 4j(e, 1) =0,
f(o,t) sieche Gleichung (15),  j(o,t) siehe Gleichung (17).

(18) B;

Die oo Kurven sechster Ordnung des Biischels B3 und des Biischels BS sind dreifach
zirkular. Jede Kurve besitzt zwei Tripel von je drei einander parallelen Asymptoten mit den
Gleichungen y = + z + w; (i =1,2,3). In jedem Tripel ist mindestens eine Asymptote
reell.

Jeder der beiden Fundamentalpunkte Ly, L, ist neunfacher’ Knotenpunkt des Biischels
BS. Die iibrigen Knotenpunkte dieses Biischels sind die neun Nullstellen von fy(z) und die
neun Nullstellen von J(z); thre Kealititsverhdltnisse hingen von den Koeffizienten p, q ab.
Der Biischel BS hat auper den beiden je neunfach zihlenden Fundamentalpunkten keine
reellen Knotenpunkte. '

_ Die Inversion an der gleichseitigen Hyperbel h*® nebst der Spiegelung an ihrer Haupt-
achse fiihrt jeden der beiden Biischel B}, B} in sich iiber, wobei die Kurven jedes Biischels
untereinander vertauscht werden. Dagegen werden die beiden Kurven B, BS bzw. mit den
beiden. Kurvenbiischeln B8, Bj® vertauscht.

9. Die biquadratische Funktion w = f,(z) der dualkomplexen Ebene hat die Hesse-
sche Kovariante H(z) vom vierten und die Jacobische Kovariante J(z) vom sechsten
Grade. Es ergeben sich drei Nullstellenpaare 3,3, 3334 3536 von J(z), die zu drei verschie-
denen quadratischen Faktoren von J(z) gehoren. Stets ist eines von diesen Punktepaaren
imaginér, die beiden anderen reell. Die drei Verbindungsstrecken der drei Punktepaare
bestimmen drei mit L,, L, inzidente gleichseitige Hyperbeln als deren Achsensehnen. Die
drei Inversionen an den drei Hyperbeln nebst den Spiegelungen an den zugehdrigen
Hyperbelachsen stellen drei involutorische Transformationen J,, J,, J, der dualkomplexen
Ebene dar. Sie bilden mit der Identitit eine Vierergruppe. Jede der drei Transforma-
tionen Jy, J,, J, fithrt f,(z) und H(z) je durch Vertauschung ihrer Nullstellen in sich iiber
und sie verwandelt J(z) in sich, indem sie zwei seiner Nullstellen fest 148t und die anderen

vertauscht. Wegen f,(z) = I“_Il (z — 3,) ist die Gesamtkonfiguration durch vier Punkte der
dualkomplexen Ebene bestimmt. Als biquadratische dualkomplexe Normalform bezeichnen
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wir
foz) = 2* + 6(x + eB)z® +1

und erhalten

H(z) =zt L—ﬁiﬂ}fzz + 1, J(2) = 25 —z,

o+ eff
Jis = %, Fixpunkte in 4+ 1, —1;
Jg: 7' = —%, Fixpunkte in + e, —is;
Jg: 2 = —z, Fixpunkte in 0, c.

Die vier gegebenen Nullstellen z, von f,(z) bedingen aber nicht nur die beschriebene
Konfiguration, sondern auch die drei gebrochenen rationalen Transformationen der dual-
komplexen Ebene, die sich durch Kombination von je zweien der drei Formen fy(z),
H(z), J(z) bilden lassen:

__ 142) _Je  _ J@)

. THR YT Y e

a) Die Transformation w = If;g; verwandelt den Geradenbiischel durch den An-

fangspunkt w = 0 und den Biischel der (mit L;, L, inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln
mit diesem Mittelpunkte in zwei zueinander (pseudoeuklidisch) orthogonale Biischel
B3, BS von Kurven achter Ordnung mit den Gleichungen:

B(9x2 — 9B 4 1)(0 + 1)0% Cof2t — ax(9n2 — 9B — 1)(o* — 1)o? Sin2t + 12xp0*

- (20) B}y + Alx(1 + 3% —3B%)(e* + 1)¢® Cof2t — B(3x® — 3% —1)(e* — 1)0*Sin2t

+ 6(a® + p2—3(a® — B%)?%)e* + (o® — BA)({e* + 1}* + 42*Cin2t)] = 0

08 + 12x(p* + 1) Cof 2t — 125(0* — 1)0*Sin2t
+ 2(1 + 1842 — 1882)0* + 40*Gin2t 4 1
- 2
Alo® 4+ ——2— (18 — 107a2 — 10982 + 162(x2 — B2)2)ot

(1) B + [192 + @ « B2 + 162(x* — B%)*)e

T ;z—_“—ﬂfz(i — 3% + 3p%) (0" + 1) ¢* Cof2t

+ a—zi—i%‘z(i + 3a2 —382%) (o — 1)02Gin2t + 4o* Gin22 + 1| =0
oder

F(o,t) + AH(g,t) = 0.

Die o' Kurven achter Ordnung des Biischels B und ebenso die oot Kurven achter
Ordnung des pseudoeuklidischen Orthogonalbiischels B3 sind vierfach zirkular. Jede Kurve
beider Biischel besitzt zwei Quadrupel untereinander je paralleler Asymptoten mit den Glei-
chungen y = 4+ x + w; (i =1, 2, 3, 4), deren Realitit von den Koeffizienten von fy(z) und
vom Biischelparameter A abhingt. Durch jede der drei Inversionen und Spiegelungen J,,
Ja, Jg geht jede Kurve achter Ordnung beider Biischel in sich iber.

b) Die Transformation w = fJ(TZ)) bildet den Geradenbiischel w = 0 und den Biischel
4

gleichseitiger- Hyperbeln durch L,, L, mit diesem Mittelpunkte auf einen Biischel von
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finffach zirkularen Kurven zehnter Ordnung Bi° und auf einen Biischel von sechsfach
zirkularen Kurven zwolfter Ordnung Bg'® ab. Durch die drei Inversionen nebst Spiege-
lungen J; gehen die beiden zueinander pseudoeuklidisch orthogonalen Kurvenbiischel

By, B;'® in die drei Paare von Biischeln pseudoeuklidisch orthogonaler, sechsfach zir-
kularer Kurven zwolfter Ordnung iiber:

B}z, Binz; B;e’ B;m; B;z, B;xz.
Die Substitution J; fithre den Punkt oo in z; iiber und es bezeichne A, die zugehorige
Substitutionsdeterminante. Dann werden durch die drei Transformationen
‘ A, J(z)
R0
die drei Biischelpaare B!%, B;'* von Kurven zwolfter Ordnuhg unmittelbar als die Bilder

des Geradenbiischels w = 0 und des Biischels gleichseitiger Hyperbeln durch L,, L, mit
diesem Mittelpunkte erhalten.

=123,

c¢) Tritt an die Stelle von w = /i((%)) die Transformation
4
) W = J(Z) v
f2)(z —a)(z —b)’
so entstehen aus den Geraden und gleichseitigen Hyperbeln durch und um den Anfangs-
punkt unmittelbar zwei Biischel

12 /12
Bo H] BO

zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler sechsfach zirkularer Kurven zwolfter Ordnung.
Sie besitzen 36-fache Knotenpunkte in den Fundamentalpunkten L,, L, und einfache
Knotenpunkte in den 36 Nullstellen von J(z) und den 36 Nullstellen von fa2)(z—a)(z—b).
Sie werden durch die drei Inversionen und Spiegelungen J; wie oben unter b) in die drei
weiteren Paare von Biischeln

12 12, 12 /12, 12 /12
B11 Bl ’ Bz’ B2 bl B87 Bs

zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler sechsfach zirkularer Kurven zwolfter Ordnung
verwandelt. Wihrend die Nullstellen von f,(z) und J(z) ihre Rolle als Knotenpunkte
auch fiir diese Kurvenbiischel beibehalten, gehen die Punkte ¢ und b durch J; in die
neuen Knotenpunkte @, b, dieser Biischel iiber.

Die biquadratische Funktion habe — wie vorhin — die Form
faz) = 2* + 6(x + &f)2%2 + 1 mit J(z) = 25— 2.

Dabei sei jetzt @ = b und falle mit einer Nullstelle (z = o) von J(z) zusammen. Unter diesen
Umsténden reduziert sich der Biischel B} auf einen Biischel von Kurven neunter Ord-

nung Bj und B;'? auf einen Biischel von Kurven zehnter Ordnung B;*°. Ihre Gleichungen
lauten:

0*(Gint 4 A Coft) + 6xp(Sin% + 2 Cof®t + 3 Sint Cof? + 316in2t'(€oi t)
(22) B3\ — 6B0"(Cof*t + AGin + 3 Gin Coft + 34 Sint Coj2) + 205 Sinbt(Coft + AGint)
+ 60%[w(Sint — 4 Coft) + A(Coft — AGint)] — o(Sint + ACoft) = 0
(23) By | 0*J(0, 1) + AF(g, 1) =0 |
mit
Journal fiir Mathematik. Bd. 185. Heft 2. 12
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J(o, 1) = 0% — %2 Cof*t + 2&in% + 3&in32t) + 1, F (o, 1) siehe Gleichung (21).

Jeder dieser beiden Kurvenbiischel geht durch Jy in sich iiber. Sowohl J, als J,
verwandeln Bj und B/10 in zwei Biischel zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler
Kurven neunter bzw. zehnter Ordnung BY bzw. Bj*°. Ihre Gleichungen sind:

0%(24 Cof t —&int) — 607 [«(&int + A Gojt) — B(Cojt -+ AGint)]
(24) B — 2¢°Gin4t(Cojt — A Sint) — 6xo*(&in’t + 4 Cof*t + 3 Sint Coj% + 32 Sin? Cojt)
— 6B0%(C0j% — 2Gint 4 3 Coft Sin® — 34 Sint Cof*) + ¢ (Sint — 2 Coft) = 0

(25) B0 0F(o, 1) + AJ(g, 1) = 0.

Die o' Kurven neunter Ordnung des Kurvenbiischels B) haben zwei Quadrupel je
untereinander paralleler gemeinsamer Asymptoten mit den Gleichungen y = +x + p;
(i =1,2,3,4). Die Realititsverhiltnisse der Asymptoten hingen von den Koeffizienten von
fi(z) ab. Daneben besitzt jede Kurve des Biischels eine weitere eigene Asymplote mit der
Gleichung y = — Az, wo 1 der Parameterwert der Kurve ist.

Die o' Kurven zehnter Ordnung des Kurvenbiischels Bj1° haben sechs gemeinsame
reelle Asymptoten, die sich auf zwei Tripel je paralleler Geraden mit den Gleichungen
y = -+ + g verteilen, und vier paarweise parallele konjugiert imagindre Asymptoten.

Die o' Kurven neunter Ordnung des Biischels B} haben zwei Quadrupel je unterein-
ander paralleler paarweise konjugiert imagindrer Asymptoten gemein. Daneben besitst jede
Kurve des Biischels B eine eigene Asymplote y = Ax.

Die oot Kurven des Biischels B;° besitzen zwei Quintupel je untereinander paralleler
gemeinsamer Asymptoten, deren Realititsverhdlinisse von den Koeffizienten von fy(z) ab-
hdngen.

Aus Nr. 9 ist leicht zu folgern, daB die Verwendung der .Transformation w = }!I((iz))
an der Stelle von w = fi((—j.)) nur die gleichen Ergebnisse liefert.
4

10. Die im Abschnitt I behandelten dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung
(Nr. 2,3,7,8) der komplexen wie der dualkomplexen Ebene sind vom Geschlechte vier;
auBer den Fundamentalpunkten haben sie i.a. keine Doppelpunkte oder mehrfachen
Punkte. Nun enthalt ein Biischel von Kurven n-ter Ordnung 3(n — 1) Kurven mit
Doppelpunkten®). Durch jeden s-fachen Basispunkt, in dem die Kurven einander nicht
berithren, wird diese Zahl um (s — 1) (3s + 1) verringert?). Hieraus folgt:

Die behandelten dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung sind i. a. vom Geschlecht
vier. In jedem Biischel B® solcher Kurven liegen jedoch eine Anzahl Kurven C;, niederen
Geschlechts. Die sie kennzeicknenden Werte ); des Biischelparameters 1. geniigen einer alge-
braischen Gleichung vom 35.Grade R(A) = 0. Die Kurven mit diesen Parameterwerten A;
sind i. a. vom Geschlecht drei mit je einem Doppelpunkt auferhalb der Fundamentalpunkte;
jedoch konnen auch Kurgen mit 2, 3 oder 4 solchen Doppelpunkten auftreten®) bis herunter
zum Geschlecht Null.

8) Steiner, Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Kurven, Journal {. d. reine u. angew. Math. 47 (1848),
S.1—6, Ges. Werke Bd.II, S.495.

7) Cremona, Annal. di mat. (1) 6, (1864), S: 153. v

8) Die Bedingungen fiir das Auftreten von Kurven mit mehreren Doppelpunkten in einem Biischel von Kurven
n-ter Ordnung wurden von Cayley aunfgestellt, Cambr. Transactions 11 (1863), 8. 21.
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Enthalt die Biischelgleichung nur gerade Potenzen von z und y, so haben die
Kurven mit den ausgezeichneten Parameterwerten Z; je vier Doppelpunkte auBerhalb
der Knotenpunkte des Biischels, sind also rational. Die Wurzeln der Gleichung R(4) = 0
knnen teilweise zusammenfallen oder der Grad kann infolge Ausfalls einzelner Koeffi-
zienten sinken.

II. Konjugierte Biischel von Regelflichen sechsten, achten, zehnten und zwolften Grades

in der linearen Kongruenz.

11. Die elliptische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen dargestellt:
pa—ps =0, p3—Ps =0.
Die Pliickersche Fundamentalbeziehung der Pliickerschen Linienkoordinaten
Pl = 1,2, vun40)
nimmt dann die Form
P§+P§+P1P4=0 e

an und verwandelt sich durch p, = &3 + @y, Py = %5 — T P5 = T3 Ps = ¥ und 2_1 =&
; 1

T2y, % = ¢ in die Kugel
5 7 % { in die Kuge

g+qr+ii=1.
Bei nachfolgender stereographischer Projektion der letzteren aus dem Projektions-
zentrum & = 5 = 0, ¢{ = 1 werden insgesamt die co® Strahlen der elliptischen linearen
Kongruenz auf die oo Punkte der euklidischen (komplexen) Ebene umkehrbar ein-
deutig abgebildet, namlich

P N TR |, (I
Ps Zs Ps T3
Soll umgekehrt der einem Punkte P(z, y) zugeordnete Kongruenzstrahl bestimmt werden,
50 sind die beiden Kongruenzgleichungen und die Pliickerschen Fundamentalbeziehungen
heranzuziehen. Dem unendlichfernen Kongruenzstrahle p,: py:ps:pa:ps:ps = 1 :0:0:0:0:0
entspricht die uneigentliche Gerade z3 = 0 der Bildebene. Ihre imaginidren Kreispunkte
Jy(1:7:0), Jy(1: —i:0) sind die singuldren Punkte der Abbildung; ihnen entsprechen je
die oo! Strahlen zweier konjugiert imaginérer Kongruenzstrahlenbiischel erster Ordnung.
Im iibrigen werden die einscharig in der Kongruenz enthaltenen Regelflachen zweiten
Grades auf die Kreise der Ebene abgebildet, die Strahlenparaboloide auf die Geraden.

Y.

Die hyperbolische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben:

pa—Ps =0, ps+ps=0-.
Die Pliickersche Fundamentalbeziehung ergibt hier:
P —pi—pPPa=0.
Die hyperbolische Kongruenz verwandelt sich daher in das Strahlenhyperboloid .
gt t=1.
Bei anschlieBender stereographischer Projektion wird die hyperbolische Kongruenz auf
die pseudoeuklidische (dualkomplexe) Ebene mit den Fundamentalpunkten L,(1:1:0),

Ly(1: — 1:0) abgebildet, so daB — wie bekannt — die gleichseitigen Hyperbeln durch

L,, L; an die Stelle der Kreise treten.
12+
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12. Eine nicht durch den unendlichfernen Kongruenzstrahl gehende Regelschar
n-ter Ordnung der Kongruenz entspricht umkehrbar eindeutig einer ebenen Kurve n-ter
Ordnung. Sie geht x-mal durch den Fundamentalpunkt J1, f-mal durch den Fundamental-
punkt J,, wobei & + g = n ist, und enthilt keine weiteren Punkte der uneigentlichen
Geraden. Geht eine Regelschar der Kongruenz k-mal durch den unendlichfernen
Kongruenzstrahl, so zerfillt ihr Bild in eine Kurve (n — k)-ter Ordnung und die
k-fache uneigentliche Gerade. Die Kurve geht x-mal durch J,, f-mal durch J, mit
& -+ B =n—k und schneidet die uneigentliche Gerade in % weiteren (reellen oder kon-
jugiert imaginaren) Punkten. Mittels einer automorphen Kollineation der Kongruenz 148t
sich der unendlichferne Kongruenzstrahl durch jeden anderen Strahl ¢ ersetzen. Jede
Regelschar n-ter Ordnung, fiir die & = g = g ist, 148t sich als vollsténdiger Schnitt der

linearen Kongruenz mit einem Strahlenkomple_x vom Grade g darstellen,

Es gibt zwei verschiedene Arten von Involutionen auf der linearen Kongruenz;
konJugiex_'te Strahlen solcher Involutionen sind reziproke Polaren im polaren Raume

Grades dagegen beidscharig involutorisch im geschart involutorischen Raume der Kon-
gruenz, so ist die Involution eine sekundire?). In der (euklidischen oder pseudoeukli-
dischen) Bildebene der (elliptischen oder hyperbolischen) Kongruenz entsprechen den
priméren und sekundéren Involutionen der Kongruenz die beiden Arten involutorischer
Cremonatransformationen“’). Konjugierte Strahlen einer priméren Involution sind ah-

Fireinander polarinvariante Regelflichen zweiten Grades der Kongruenz entsprechen
zueinander orthogonalen Kreisen der Bildebene. Die oot Kongruenzrichtungen durch
einen gegebenen Kongruenzstrahl s sind paarweise konjugiert und bilden in dieser An-
ordnung eine Involution konjugierter Richtungen. Zwei konjugierte Kongruenzrich-
tungen entsprechen zwei zueinander senkrechten Richtungen in der Bildebene. Fiihren
zwei Regelscharen 9t,, %, der linearen Kongruenz in zwei konjugierten Richtungen durch
8, 80 ist jede, die Regelschar R, lings s berithrende Regelschar zweiter Ordnung fiir jede
die Regelschar %, lings s beriihrende Regelschar zweiter Ordnung polarinvariant 1),

Zwei primire Involutionen, bedingt durch zwei fiir einander polarinvariante Regel-
scharen zweiter Ordnung, haben eine sekundire Involution zur Resultierenden19). In der
Bildebene resultiert aus den beiden entsprechenden Inversionen an zwei zueinander
orthogonalen Kreisen eine involutorische Cremonatransformation zweiter Art, Die In-
version an einem Kreise 42 und die Spiegelung an einem Durchmesser stellen also eine
solche sekundire Involution dar, als die Resultierende aus einer priméren Involution
bedingt durch ein Strahlenhyperboloid K2 und einer zweiten primiren Involution be-
dingt durch ein fiir /72 polarinvariantes Strahlenparaboloid.

A. Die elliptische lineare Kongruenz,

13. Die Fig. 1 gibt unter dem Gesichtspunkt der Abbildung der Kongruenz zu fol-
genden Uberlegungen AnlaB:

%) 8. Jolles, Die Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Math. Ztschr. 27 (1928), S. 427.

*’) G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. I., Abschn. I, insbes. A u. B, Journ. {. d. reine
u. angew. Math. 178 (1935), S.91.

) G. Haenzel, Die Geometrie der lin. Strahlenkongruenz. II., Abschn. IV, Journ. f, d. reineu. angew. Math.
175 (1936), S. 169,
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Fig. 1.

Zwei windschiefe Kongruenzstrahlen zy, zy; bestimmen einen Biischel R” von Regel-
scharen zweiter Ordnung der Kongruenz. (Bild: Der Kreisbiischel durch zy, z11.) Die
Basiskurve des Biischels besteht aus zy, z;; und den Leitgeraden der Kongruenz. Fiir die
oo! Fliichen des Biischels R’ sind die co! Regelscharen zweiter Ordnung des konjugierten
Biischels R der Kongruenz polarinvariant. (Bild: Der orthogonale Kreisbiischel.) Eine
herausgegriffene Regelschar 32 (Bild: Der Kreis R?) des Biischels R” wird von irgend
drei Regelscharen 03, N3, R des konjugierten Biischels R’ in den Strahlenpaaren zy,3,;
Zs, 32} %3, 33 geschnitten. Offensichtlich entsprechen die Kongruenzstrahlen zy, z,, z; den
Nullstellen einer kubischen Funktion fy(z), die Kongruenzstrahlen 3, 3, 33 den Null-
stellen ihrer Jacobischen Kovariante H(z) (Nr.1). Die Regelscharen %5, 33, %3 haben
die drei apollonischen Kreise des Dreiecks z,2,z, zu Bildern, die Regelschar $? den Um-
kreis dieses Dreiecks. Die Inversion am Kreise R und die Spiegelung an seinem Durch-
messer P = zyzq; stellen eine sekundére Involution J dar als Resultierende einer pri-
miren Involution bedingt durch ein Strahlenhyperboloid H2 und einer zweiten priméren
Involution bedingt durch das fiir /2 polarinvariante Strahlenparaboloid P? durch zz;.
Die analytische Darstellung der sekundéren Involution J lautet in Linienkoordinaten '?):

0Py = — Ps> 0Py =— D1, OPs = — Ps 0Ps = Ps -
Die sekundéire Involution J hat die beiden reellen Geraden
zp(1:0:4: —1:0:1), 25 (1:0: —1: —1:0: —1)
mit den Bildpunkten z, z;; und die beiden konjugiert imaginéren
Ji(4:2:0:1:2:0), jo(1: —i:0:1: —i:0)
zu Doppelstrahlen.

Nach Nr. 12 sind die beiden Paare zueinander orthogonaler Kurvenbiischel (Nr.2a, b)
B:, B und B'S, B (Gleichungen (1)—(4)) die Bilder zweier Paare von Biischeln kon-
jugierter Regelscharen sechster Ordnung. Die z-Achse des kartesischen Koordinaten-

12) (3. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen auf der lin. Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine
u. angew. Math. 166 (1932), S.161. Die Abhandlung enthilt die analytische Klassifikation aller Involutionen auf
der linearen Kongruenz sowie ihre Normaldarstellungen.
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systems falle mit dem Hauptstrahl, die zy-Ebene mit der Fluchtebene der Kongruenz
zusammen. Die vier Biischel von Flichen sechsten Grades haben dann die Gleichungen:

(22— yl[3(L + 222 + 2Aaz— ) + 6(z + y2)* — (2* + y*)*—8p(z + y2)(1 + 29)]
(26) BI}-+ Ao+ y2) [3(1 + 292 —6(az—y)2—2A(a+ y2)?—(2* + y?)? + Bglaz—y) (1 + 29)]
+ (2p + @ + 2I[3(22 + B2 — (1 + 22)2 + 2zz — y)* — 2z — y2)*] =0
(@ + 9 + (p* + gL + 2%° — 8p(x + y2)* + 8qlaz — y)?
+9(22 + ¥+ 2)[(p* + g3 + y?) + (L + 2]
— 6[p(z + y2)+ g(az — Y] [(2® + y?)2+ (1 +22)7]

(0 A +6[(22—y2)(1 —2%) + gzl [(p® + ¢*)(L + 2% + (2 + y9)]
—12(2® + y3)(1 + 23)[p(x + yz) — g(az — y)]
+ H(@* + 97 + Aoz —y)* —2Ac + y2)* + (L + YL 423 =0
oder

2, 9,2) + AL + 2)(z, y,2) =0,
(22— ) [3(22 4 y%)2 — (1 + 222 4+ 2wz — )2 + 6(x + y2)* — 8p(a® + y)(x + y2)]
(28) B —A(z+ y2)[3(a® + y?)2—(1 + 2%)°—6(2z—y)2—2(z + y2)*—8q(2? + y2)(2z2—7)]
+ (7 — 2p)(@® + I [(#? + y?)2 — 3(1 + 222 — 2wz — y)? + 2z + y2)?] =0
(P® + ¢°)(=2® + ¥ —8p(@ + y2)* — 8g(az — y)* + (1 + 2%
+ 9(a® + ¥3)(1 +2)[(P? + ¢ + 22) + (2 +?)]
—6[p(z + y2) — q(2z — P][(«* + ¥?)® + (1 + 23)?7]

’e
(29). By + 6[(22 — %) (1 — 20) + hayal[(1 + ) + (b + ¢)(a® + 99)]
—12(x? + y*)(1 + 22)[p(x + y2) + g(az — y)]
+ K@+ g2+ Az — ) + (L + 2 + y?) =0
oder '

i@, 9, 2) + Aa® + y?) bz, y,2) = 0.
Die Koeffizienten p und ¢ hiéngen 1at10na1 von den Koordinaten der Kongruenzstrahlen
2y, Zg, 73 ab.

- 14. Die Ausfiihrungen der Nr.1—3, 11—13 fiihren jetzt ohne Scllwierigkeit auf
folgende Theoreme der elliptischen linearen Kongruenz:

Drei windschiefe Kongruenzstrahlen z,, z,, z5 bestimmen — zusammen mit dem unend-
lichfernen Strahl der Kongruenz — einen Biischel B} von o' Regelflichen sechsten Grades
(Gleichung (26)). Die Flichen haben die Leitgeraden der Kongruenz zu (konjugiert ima-
gindren) dreifachen Leitgeraden. Auf jeder Leilgeraden hat jede Fliche zwilf imagindre
Kuspidalpunkte. Die Regelscharen der Flichen gehen durch die Kongruenzstrahlen z,, z,, zs,
durch die reellen Deckstrahlen zy, zyy der sekundiren Involution J und durch den unendlich-
fernen Kongruenzsirahl. Diese Strahlen sind die sechs reellen Knotenstrahlen des Biischels.
Achizehn Knotenstrahlen entfallen auf die beiden Leitgeraden. Die iibrigen zwilf Knoten-
strahlen ‘sind sechs Paare konjugiert Lmagmarer Kongruenzstrahlen zweiter Art, darunter
die konjugiert imagindren Deckstrahlen j,, j, der sekunddren Involution J. Jede Fliche des
Biischels B} hat ein (in der Kongruenz einscharig enthaltenes) Strahlenparaboloid zur
Asymptotenfliche. Diese oo' Asymptotenflichen bilden einen Biischel von Strahlenpara-
boloiden; sein Basisyierseit besteht aus den Leitgeraden, dem unendlichfernen Kongruenz-
strahle und _einem weiteren Kongruenzstrahle k, der im F alle P=g= 0 mit dem Haupt-
strahle der Kongruenz zusammeénfillt.
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Jede der o' Regelflichen des Biischels B; wird von den- o' Regelflichen sechsten
Grades eines zweiten Biischels Bj lings ihrer Regelstrahlen in konjugierten Richtungen
geschnitten. Jede Fliche des Biischels BS hat gleichfalls die beiden Leitgeraden der Kon-
gruenz zu dreifachen Leitgeraden und besiizt auf jeder von ihnen zwilf imagindre Kuspidal-
punkte. Im iibrigen hat der Biischel B neun Paare konjugiert imaginirer Konaruenz-
strahlen zwerter Art zu Knotenstrahlen.

Durch ﬁ (n + 3) — 1 Punkte P; der Ebene gehen oo! algebraische Kurven n-ter

—1)(n — 2 :
Ordnung; sie schneiden einander in le(ﬁ——) weiteren Punkten @, und bilden
einen Biischel mit n2 Knotenpunkten P; + Q,. Die Punkte P; heillen die bestimmendzn
Punkte, die Q; die notwendigen3). Fiir die lineare Kongruenz ist in diesem Zusammen-
hange zu folgern:

3 %— 1 Kongruenzstrahlen bestimmen bei geradem n einen Biischel von o' Regel-

flichen n-ten Grades der Kongruenz. Die Flichen haben beide Leitgeraden der Kongruenz zu
g—facken Leitgeraden mit je g(n — 2) Kuspidalpunkten. Sie haben auperdem %(n —3) +1
reelle oder konjugiert imagindre Kongruenzstrahlen gemein, so daﬁ der Biischel aufer den

beiden Leitgeraden, deren jede einen Knotenstrahl vom Gewicht 2 ) darstellt, 5 Kongruenz-
strahlen als Knotenstrahlen besiizt. Durch jeden anderen reellen Kongruenzstrahl geht eine
Regelschar des Biischels.

Ein Biischel von Regelflichen sechsten Grades mit zwei drelfachen Leltgeraden
ist also durch acht Regelstrahlen bestimmt. In dem obigen Satze reichen die drei Regel-
strahlen z,, z,, z; zusammen mit dem unendlichfernen Kongruenzstrahl aus, weil die vier
Deckstrahlen der sekundiren Involution J, namlich z;, 2z, jy, j. als die iibrigen be-
stimmenden Knotenstrahlen des Biischels B, festliegen. .

Die Fig. 2 zeigt den Schnitt der Fluchtebene z = 0 mit dem Biischel B} von Regel-

13) J. Steiner, Allg. Eigenschaften der alg. Kurven, Journ f. d. reine u. angew. Math. 47 (1848), S.1—6 =
Ges. Werke Bd. II, S. 495.
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flaichen sechsten Grades in der elliptischen linearen Kongruenz unter der Annahme
p = ¢ = 0. Die Schnittkurven des Biischels mit dieser Ebene bestehen aus dem unend-
lichfernen Kongruenzstrahle und co' Kurven fiinfter Ordnung. Die beiden Flichen
mit den Parameterwerten 4 = -1 besitzen je drei reelle Wenderegelstrahlen und haben
je ein Strahlenparaboloid zur Asymptotenfliche. Ihre Schnittkurven mit der Flucht-
ebene sind die unendlichferne Gerade und die beiden Kurven mit den Parameterwerten
2 = -1 mit je drei reellen Wendepunkten und je einer Asymptote. Der Biischel B
enthilt ferner zwei Flachen sechsten Grades (1 = 0, o), die je in eine Regelfldche vierten
Grades vom Geschlecht eins und ein Strahlenparaboloid zerfallen. Thre Schnittkurven
sind die beiden Kurven vierter Ordnung mit den Parameterwerten 2 = 0, oo (Cartesische
Ovale) und die beiden Geradenpaare, welche die - und die y-Achse mit der unendlich-
fernen Geraden bilden. Diese Geradenpaare sind die Schnitte mit den beiden zu den
Flichen rechnenden Strahlenparaboloiden. ‘

15. Die in Nr. 3 auftretende Substitution z’ =% ist das Bild der sekunddren In-

volution J. Aus Nr.2b und dem ersten Teil des Theorems Nr. 3 ist daher zu folgern:

Die beiden Biischel B, B} von Regelflichen sechsten Grades werden durch die sekun-
ddre Involution J mit den beiden Biischeln B%, By® von Regelflichen sechsten Grades (Glei-
chungen (28), (29)) vertauscht. Die o' Regelflichen sechsten Grades dieser beiden Biischel
schneiden einander iiberall — abgesehen von den dreifachen Leitgeraden — lings Kon-
gruenzstrahlen in konjugierten Richtungen. Die Knotenstrahlen der Biischel B8, B gehen
bzw. aus denen der Biischel B}, B} durch die sekundire Involution J hervor. Der Biischel
B¢ hat demnach die reellen Knotenstrahlen 3y, 3s, 33, 21, 211 (Fig. 1) sowie den Haupistrahl,
der dem unendlichfernen Kongruenzstrahl vermige J entspricht; auferdem hat er sechs
Paare konjugiert imagindrer Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen, darunter die beiden
konjugiert imagindren Deckstrahlen jy, j, der sekunddiren Involution J. Der Biischel B
hat neun Paare konjugiert imagindrer Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen.

16. Aus Nr. 2c¢ und 3 ergibt sich auf dem gleichen Wege folgendes:

Drei windschiefe Kongruenzstrahlen z,, z,, z, bestimmen einen weiteren Biischel Bj
pon co' Regelflichen sechsten Grades. Die Flichen haben die Leitgeraden der Kongruenz zu
dreifachen Leitgeraden und auf jeder von ihnen zwolf imagindre Kuspidalpunkte. Die drei
Strahlen zy, zy, z; und die thnen durch die sekunddire Involution J zugeordneten Strahlen

%1» 32, 33 (Fig. 1) sind die reellen Knotenstrahlen des Biischels Bj. Die iibrigen Knoten-
strahlen sind sechs Paare konjugiert imagindrer Strahlen zweiter Art.

Jede Regelfliche des Biischels Bj wird lings threr o' Regelstrahlen von den oo* Regel-
flichen sechsten Grades eines zweiten Biischels BS in konjugierten Richtungen geschnitten.
Der Biischel B hal keine reellen Knotenstrahlen, seine Flichen haben die Leitgeraden der
Kongruenz. zu dreifachen Leitgeraden und auf jeder von ihnen zwolf imagindre Kuspidal-
punkte.

Die Gleichungen der beiden Flichenbiischel lauten:

(g— Ap) (L + 22— (a2 + y¥P] + B[ (22— ) — AB(x + y2) (@ + ¥2)* + (L +2)%]
C— 9 + yA( + [ + 22 — (2% + ¥3)] ¢ — [ + 2 + (2 + y)]Ap}
(30) BE{ +6[(x2— (1 — %) +hayzl{[(1 +2) — (@ + y2) g + [ +53) + (= + 137}
— 6(z + ya)(az — YA + y2) + AB(az — y)]

— 104 (2z — y)® —10AB(x + yz)* =0

mit
A=p24+q¢*—1, B=p*+¢®+1,
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(31) Bg Iz, y,2) + Aj(z, ¥,2) =0,
wo f(z, y, 2), j(, ¥, z) dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (27) und (29) haben.

Die sekunddre Involution J fiihrt den Flichenbiischel BS in sich iiber und ebenso den
Flichenbiischel B}. Die o' Regelflichen Jjedes der beiden Biischel werden dabei involu-
torisch untereinander vertauscht. Die Doppelelemente der Involution im Biischel B; sind
die beiden Regelflichen mit den Parameterwerten A =0, A = co, im Biischel Bj sind es
die Regelflichen mit den Parameterwerten A = -~ 1.

17. Aus Nr. 10 und den benutzten Abbildungsmethoden folgt weiter: _

Die Regelflichen sechsten Grades der Biischel B, BS, BS, By, BS, BS haben i. a. das
Geschlecht vier und daher keine Doppelregelstrahlen, isolierte Regelstrahlen oder Riickkehr-
regelstrahlen. Jedoch liegen in jedem Biischel eine endliche Anzahl Flichen niederen Ge-
schlechts. Ihre Parameterwerte A; sind die Wurzeln einer algebraischen Gleichung R(2) = 0
vom 35. Grade. Sind deren Wurzeln alle verschieden, so enthdlt der Biischel 35 Flichen vom
Geschlechte drei mit je einem Doppelregelstrahl.

Ausnahmen treten ein, wenn mehrere Wurzeln der Gleichung R( 4) = 0 zusammen-
fallen oder der Grad der Gleichung sich erniedrigt. So enthilt z. B. der Biischel B unter
der Annahme p = q = 0 zwei rationale Regelflichen sechsten Grades, die eine (A=+1)
mit zwei Paaren konjugiert imlaginirer Strahlen zweiter Art als Doppelregelstrahlen,
die andere (2 = — 1) mit vier reellen Doppelregelstrahlen. Der Biischel enthélt ferner
zwel Flachen sechsten Grades (2 = 0, c0), die je in eine Regelfliche vierten Grades vom
Geschlecht eins und ein Paar konjugiert imaginirer Kongruenzstrahlenbiischel erster
Ordnung zerfallen. Die Gleichung R(2) = 0 reduziert sich hier auf die Form 48 — 4 = 0.

18. Aus dem Inhalt der Nr. 4 folgern wir fiir die elliptische lineare Kongruenz:

Vier reelle Kongruenzstrahlen z,, z,, z,, 2, bestimmen drei sekundire Involutionen
Jy, Jay I3 auf der elliptischen linearen Kongruenz. Die drei sekunddiren Involutionen bilden
mit der Identitit die Vierergruppe; aus je zweien von ihnen resultiert die dritte und aus allen
dreien die Identitit. Jede von thnen vollzieht eine der drei maglichen Paarvertauschungen
zwischen den vier Strahlen zy, z,, z4, 2,. Es vertauschen:

Jy die Straklen z,z, mit zgz,

Jy die Strahlen zzq mit zy2,

Js die Strahlen z,z, mit z,z,.
Jede der dret Involutionen besitzt ein Paar reeller Doppelstrahlen 3i» 3x und ein Paar kon-
Jugtert imagindrer windschiefer Doppelstrahlen Si,Si. Die vier Doppelstrahlen jeder In-

volution werden durch die Leitgeraden der Kongrue nz zu einem Tetraeder erginzt. Die drei
Paare reeller Doppelstrahlen '

d1d2) Bsdar dsde
sind die drei Schniltstrahlenpaare dreier einscharig in der Kongruenz enthaltenen reellen
Flichen zweiten Grades; jede der drei Regelflichen ist fiir die beiden iibrigen polarinvariant.
Die drei sekundiren Involutionen Jy, J,, J, lassen sich analytisch auf folgende
Normaldarstellung bringen 14): '

Jii epy = —p, Jai opy = —p, Jst epy = py
opy = —py Py = —p, oPs = Py
eps = — D = P ePs = —Pps
0Ps = Ps 0P = — Pe oPs = — Ps -

1) G. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen auf der lin. Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine
u. angew. Math. 166 (1932), S.167—181.
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Ihre Deckstrahlenquadrupel haben die Koordinaten:

. $1).1:0:4: —1:0:4 3s) —1:1:0:1:1:0 35) 0:0:0:1:0:0
g2) 1:0: —1: —1:0: —1  3,) —1: —1:0:1: —1:0  3)1:0:0:0:0:0
$:) 4:7:0:4:7:0 () [ 1 B sy 00453
$p)1:—i:0:1: —3:0 sy 1:0:—u:1:0: —¢ 8g) 0: —1:7:0:—1:0.

19. Aus Nr. Ha laBt sich nun mit Leichtigkeit folgern:

Drei sekundire Involutionen Jy, Jo, Jg der elliptischen linearen Kongruenz, die mit
der Identitit die Vierergruppe bilden, fithren zwei konjugierte Biischel BS, B} von Regel-
flichen achten Grades der Kongruenz in sich iiber, indem sie jede Fliche achten Grades
einzeln in sich transformieren. Jede Regelfliche beider Biischel hat die Leitgeraden der Kon-
gruenz zu vierfachen Leitgeraden, sie enthilt auf jeder Leitgeraden vierundzwanzig (ima-
ginire) Kuspidalpunkte. Ihre Regelsirahlen werden durch jede der drei sekunddren Inyo-
lutionen inyolutorisch gepaart. :

Der Flichenbiischel BS hat acht reelle einfache Knotenstrahlen und zwar die beiden
Quadrupel

: 21y Zgy 2, 2y UNd Zy, Zyy, Zyany Zrve
Die Strahlen jedes Quadrupels werden durch die drei sekunddren Involutionen paarweise
vertauscht. Jede der beiden konjugiert imagindren Leitgeraden rechnet als Knotenstrahl des
Biischels sechzehnfach. Die restlichen Knotenstrahlen des Biischels B} sind zwolf Paare
konjugiert imagindrer Strahlen zweiter Art. _

Jede Fliche achten Grades des Biischels B} wird in thren oo' Regelsirahlen von den
oot Regelflichen achten Grades des Biischels Bj in konjugierten Richtungen geschnitten. Die
oo! Flichen des Biischels B3 haben die Leitgeraden der Kongruenz zu vierfachen Leitgeraden
mit vierundzwanzig. (imagindren) Kuspidalpunkten auf jeder von ihnen. Der Biischel B
besitzt keine reellen Knotenstrahlen.

Die Gleichungen der beiden Biischel von Regelflichen achten Grades lauten:

(@ + 2d)[(2® + ¥ + (1 + 29%][(a? — y2)(1 — 22) + bays]
+ (b + Ae)[(2% + y2)2— (1 + 2922z —y)(= + y2)
+ (¢ 4 AfN=z? + y?)%(L 4 2%)*
+ Agl((«® + y»)2 + (L + 23?2 —16(2z — )%z + y2)*] =0
[(z® + y?)* + (1 4 2%)* — 16(xz — y)*(x + y2)*](1 + 4)
+ (a + Ad)(2% + y?)%(1 4 23)?
+ (b + Ze)[(2% + y?)2 + (14 22)2][22 — y2)(1 —2%) + 4ayz]
+ (¢ + N[(2® + y3)* — (L + 2|(zz — y) (= + y2) = 0.

(32) B

(33) By

Die a, b, . . ., g hiingen rational von den Koordinaten der Kongruenzstrahlen z,,..., z, ab. ¢

20. Aus Nr.ba, b folgt ganz entsprechend:

Vier Kongruenzstrahlen z,, z,, Zs, z,, welche die drei sekunddren Involutionen Jy,Jy, J4
der Vierergruppe bedingen, bestimmen mit zwei gegebenen weiteren Kongruenzstrahlen a, b
vier Paare Biischel von Regelflichen zwilften Grades: ‘

B Bt BB, BIS BN B B,

Jede Fliche eines Biischels B wird on den oo Flichen des Biischels B{*2 lings ihrer oo
Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die Regelflichen aller Biischel haben
die Leitgeraden der Kongruenz zu sechsfachen Leitgeraden und enthalten auf jeder Leit-
geraden sechzig imagindre Kuspidalpunkte.

Aus den Flichen der beiden konjugierten Biischel B2, By'* gehen die Flichen der drei
iibrigen Biischelpaare bzw. durch die drei sekundiren Ingolutionen Jy, Jy, Jy hervor.

dhalsieatublanannaad e

ik o ol i L g e ey b la e




}
|

Haenzel und Reutler, Die Geometrie der lincaren Strahlenkongruenz. IV. 99

Jede der beiden Leitgeraden ist ein sechsunddreifigfacher Knotenstrahl fiir alle Flichen-
biischel. Der Biischel By} hat die vier Strahlen zy, zy, 23, z4, die sechs reellen Doppelstrahlen
312, 33da 353 der dret sekunddren Involutionen J;, und die beiden Strahlen a,b zu reellen
einfachen Knotenstrahlen. Die drei Biischel B (i = 1,2, 3) haben die gleichen reellen
Knotenstrahlen, nur treten an die Stelle von a,b je dic beiden ihnen durch die sekunddire
Involution J; zugeordneten Kongruenzsirahlen a;, by, Auferdem besitzt jeder der Biischel
B, ..., BY sechzig paarweise konjugiert imagindre Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen.
Die vier Flichenbiischel By2, ..., By® haben (aufer den Leitgeraden) je zwemndswbug
paarweise konjugiert zmagmare Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen.

Fallen die beiden Knotenstrahlen a, b mit einem der sechs reellen Knotenstrahlen
31> B2s - - + 5 3¢ Zusammen, so reduzieren sich die vier Paare von Flidchenbiischeln auf zwei
Paare Biischel von Regelflichen zehnten Grades

BY. B™ und BY° B,
Die eine sekundire Involution fiihrt dann BL° und By je in sich iiber, die beiden anderen
sekundiren Involutionen verwandeln BL® und B, in Bi°, B™.

Jede Fliche des Biischels By’ und des Biischels B]° hat ein Strahlenparaboloid
zur Asymptotenfliche; diese oo' Asymptotenflachen erfiillen zweimal einen Biischel von
Strahlenparaboloiden. Sein Basisvierseit besteht aus den Leitgeraden, dem Hauptstrahl
und dem unendlichfernen Kongruenzstrahle.

Die Schnittkurven der in Nr.13—19 behandelten Regelflichen mit der Flucht-
ebene der Kongruenz (zy-Ebene) sind mit den in I A behandelten Bildkurven dieser
Regelflachen identisch und alle iibrigen Schnitte senkrecht zum Hauptstrahl der Kon-
gruenz ergeben Kurven vom gleichen affinen Typus.

B. Die hyperbolische lineare Kongruenz.

21. Bei der Untersuchung von Regelflichen des Grades 2z in der hyperbolischen
linearen Kongruenz beginnen wir sogleich mit den Regelflichen achten Grades. Die
Regelflichen sechsten Grades lassen sich mit Hilfe von Nr.6—8 in Analogie zu den
Theoremen der elliptischen linearen Kongruenz in Nr.13—17 unter Beriicksichtigung

_der andersgearteten Realititsverhiltnisse in der hyperbolischen Kongruenz behandeln.

Der Inhalt der Nr.9 fiihrt auf folgende Theoreme:

Vier Strahlen z,, z,, z3, z, der hyperbolischen Kongruenz bestimmen die drei sekun-
dédren Involutionen J;, J,, J3, die jene vier Strahlen paarweise untereinander vertauschen.
Die vier z; konnen reelle oder konjugiert imagindre Strahlen erster oder zweiter Art sein.
Die drei sekundéren Involutionen Jy, J,, J3 bilden mit der Identitit die Vierergruppe
und gestatten in Pliickerschen Linienkoordinaten die Normaldarstellungen?):

Ji: @by = Pa Iyt opt = Pa Js: ep1 =Dy
QP; =D QP; =P1 QP; = Pa
eps = —DPs ops = Ps opPs = — Ps
oPs = Pe oPs = — Ps @Ps = — Dg+

Jede der drei sekundéren Involutionen hat vier Deckstrahlen, die je ein windschiefes
Vierseit bilden und von den Leitgeraden der Kongruenz je zu einem Tetraeder erginzt
werden; ihre Linienkoordinaten sind:

%) —1:0:1: —1:0: —1 3s) 1:1:0:1:::0 55)0:0:0:1:0:0

) —1:0: —1:—1:0:1 3 1:—i:0:1:—3:0 3¢) 1:0:0:0:0:0

£) . A4:1:0:--58:4:0 sy) —1:0:0:4:0: —¢ $5) 0:1:1:0:1: —1

sy 4:—1:0:—1:—1:0 .s) —1:0: —i:1:0:¢ sg) 00 —1:1:0: —1: —1.

13*
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Aus jedem der drei Quadrupel 148t sich ein Paar herausgreifen, so daB die drei Paare
Kongruenzstrahlen

H1d2) 3y Bsde :
die drei Schnittstrahlenpaare dreier fiireinander polarinvarianter Regelscharen zweiter
Ordnung der Kongruenz sind. (In der dualkomplexen Bildebene (Nr. 9) entsprechen den
Strahlen z, 2y, Z5, 7, vier Nullstellen einer biquadratischen Funktion, den Kongruenz-
strahlen 3y, 3, - - - » 3 sechs Nullstellen ihrer Jacobischen Kovariante, den drei sekun-
diren Involutionen J; die drei dualkomplexen Inversionen nebst Spiegelungen. Die drei

polarinvarianten Regelscharen haben drei gleichseitige Hyperbeln durch L;, L, zu Bildern.)’
Umgekehrt erhdlt man den Satz:

Drei fiireinander polarinvariante Regelscharen zweiter Ordnung der hyperbolisclien
linearen Kongruenz schneiden einander in drei Paar Regelsirahlen 3,3s, 3334, 35365 2wel Paare
sind reelle Kongruenzstraklen, das driite Paar besteht aus konjugiert imagindren Kongruenz-
strahklen zweiter Art. Die drei Strahlenpaare sind Doppelstrahlenpaare dreier sekunddrer
Involutionen Jy, Jo, J4, die mit der Identitit die Vierergruppe bilden. Jedes der drei Strahlen-
paare 33, bildet mit dem zweiten Paar Doppelstrahlen s;s; seiner sckunddren Involution ein
windschiefes Vierseit, das die Leitgeraden der Kongruenz zu einem Tetraeder erginzen.

22.' Im AnschluB an Nr.9a, b, ¢ entstechen nunmehr folgende Theoreme fiir die
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz:

Vier Kongruenzstrahlen z; bestimmen einen Biischel von Regelflichen achten Grades
BS. Jede Regelfliche achten Grades des Biischels hat die Leitgeraden der Kongruenz zu vier-
fachen Leitgeraden und enthilt auf jeder Leitgeraden vierundzwanzig reelle Kuspidalpunkte.
Sie ist gegen die drei sckunddren Involutionen der durch die z; bedingten Vierergruppe in-
variant; ihre Regelsirahlen werden dabei durch jede der drei sekunddren Involutionen ingo-
lutorisch vertauscht. '

Jede der beiden Leitgeraden ist ein sechzehnfacher Knotenstrahl des Biischels Bi. Die
iibrigen zweiunddreifig Knotensirahlen kionnen reelle oder konjugiert imagindre Strahlen
erster oder zweiter Art sein. Sie zerfallen in zwei Gruppen zu je sechzehn; die sechzehn
Strahlen jeder Gruppe werden durch die drei sekundiren Ingolutionen J; untereinander ver-
tauscht.

Die oo Flichen des Biischels BS werden von den oo Regelflichen achten Grades eines
zweiten Biischels BS lings ihrer Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die
Flichen des Biischels B haben gleichfalls die Leitgeraden der Kongruenz zu vierfachen Leit-
geraden mit je vierundzwanzig reellen Kuspidalpunkten, jedoch besitzt B} keine weiteren
reellen Knotenstrahlen. Die drei sekunddren Involutionen J; der Vierergruppe fiikren jede
Regelfliche achten Grades des Biischels B3 in sich iiber.

Die Gleichungen der beiden Flichenbiischel sind:
(a + 2d)[(2? — y?)® + (1 — 2] [(«* + y*)(L + 2%) -+ 4ays]
@0 5 + (b + Ae)(2® — 3 — (L — 2@z + y)(@ + 2)
+ (¢ + M) — )L —3%)?
| + Agl((a® — y®)? + (1 —2%)%2 + 16(2z + y)(z + y2)*] =0
[(22 —y»* + (1 —2%)* + 16(az + y)*(= + y2)*](1 +- 2)
(35) BS + (@ + 2d)(a* — yH)¥(1 —27%)*
+ (b + 2e)[(2® 4 yA)(L + 2) + bayz]l(@* — y*)* + (1 —2%)°]
+ (¢ + H)[(x2 — y?)2 — (1 —2%)*)(2z + y)(@ + y2) = 0.
" Diea,...,g hingen rational von den Koordinaten der Kongruenzstrahlen z,,...,7, ab.
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J(2)
fo(2)z — a)(z — b)
Vier Kongruenzstrahlen zy, z,, zs, z,, die dret sekunddre Involutionen J,, J,, Jg einer
Vierergruppe bedingen, bestimmen mit zwei gegebenen weiteren Kongruenzstrahlen a, b vier
Paare Biischel von Regelflichen zwolften Grades:

12 pliz. pi2 12, p12 pliz. p1i2z piz
By, Bo"; By, ByY; By, By®; By, By

Jede Fliche eines Biischels BY* wird von den oot Flichen des Biischels B lings ihrer
o' Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die Flichen aller Biischel haben
die Leitgeraden der Kongruenz zu sechsfachen Leitgeraden mit sechzig reellen Kuspidal-
punkten auf jeder von ihnen.

Aus den Flichen der konjugierten Biischel Bi2, By'* gehen die Flichen der drei iibrigen
Biischelpaare bzw. durch die drev sekunddren Involutionen Jy, Jy, Jg hervor.

Jede der beiden Leitgeraden ist ein sechsunddreipigfacher Knotenstrahl fiir alle Flichen-
biischel. Auperdem hat jeder Biischel B}* (i = 0,1, 2, 3) zweiundsiebzig Knotenstrahlen und
zwar reelle oder konjugiert imagindre Strahlen erster oder zweiter Art. Unter ihnen befinden
sich die vier Strahlen z,, ...z, und die zwolf Doppelstrahlen der drei sekunddren Invo-
lutionen Jy, Jo, J3. Zu den reetlen einfachen Knotenstrahlen des Biischels By gehiren die
Strahlen a,b. Die drei anderen Biischel B)> haben an Stelle von a, b die diesen durch die
sekunddren Involutionen J; zugeordneten Kongruenzsirahlen zu Knotenstrahlen. Die vier
Flichenbiischel B;'? besitzen aufer den beiden reellen Leitgeraden zweiundsiebzig Knoten-
strahlen, deren Realititsverhiltnisse von 2z, zy, 25, 2, abhingen.

Fallen die beiden Strahlen @, b mit einem der Doppelstrahlen 3, 3,, ..., 3¢ der
sekundiren Involutionen Jy, J,, J; zusammen, so reduzieren sich die vier Paare von
Flachenbiischeln auf zwei Biischelpaare von Regelflichen zehnten Grades:

B, B(’)lo und B, Bil‘)'

Die eine sekundire Involution fithrt B9, Bjl° in sich iiber, jede der beiden anderen
verwandelt B, B)!° in B, B{'. Jede Fliche der vier Biischel hat die Leitgeraden der
Kongruenz zu fiinffachen Leitgeraden mit je vierzig reellen Kuspidalpunkten.

Die Schnittkurven der behandelten Regelflichen mit der Fluchtebene der Kon-

Die Betrachtung der Funktion w =

in Nr.9c liefert uns folgende Sétze:

* gruenz (zy-Ebene) sind mit ihren Bildkurven im Abschnitt I B identisch und alle iibrigen

Schnitte senkrecht zum. Hauptstrahl der Kongruenz ergeben Kurven vom gleichen
affinen Typus. :

Eingegangen 3. November 1941.



