Die geometrische Algebra der rdumlichen
Vektorgeometrie*

Oliver Conradt

Was in dem Aufsatz Die geometrische Algebra der ebenen Vektorgeome-
trie 2] angefangen wurde, soll in diesem fiir die rdumliche Vektorgeometrie
fortgesetzt werden. Im Zentrum steht die Idee, wie in der rdumlichen Vek-
torgeometrie eine assoziative Multiplikation eingefiihrt werden kann, welche
die gewthnliche skalare Multiplikation, das Skalarprodukt, das Vektorpro-
dukt und das Spatprodukt als Teile enthélt. Diese umfassende Multiplikati-
on, das sogenannte geometrische Produkt, erweitert den Grossenbereich der
Vektorgeometrie, wo wir es mit reellen Zahlen (oder Skalaren) und Vektoren
zu tun haben, um die Grossen des Vektors 2. Stufe und der Gegenzahl. Von
der rdumlichen Vektorgeometrie werden wir so zu der geometrischen Alge-
bra gefiihrt, die die Zahl, den Vektor, den Vektor 2. Stufe und die Gegenzahl
zu einer abgeschlossenen Struktur zusammenschliesst.

Es mag sonderbar erscheinen, dass das Einheit schaffende geometrische
Produkt sowohl in der ebenen wie auch in der rdumlichen Vektorgeometrie
dazu fiihrt, neue Gréssen miteinzubeziehen. In der Ebene kamen die Gegen-
zahlen hinzu, hier werden es die dreidimensionalen Vektoren 2. Stufe und
die eindimensionalen Gegenzahlen sein. Das geometrische Produkt kann nur
in der erweiterten Struktur der geometrischen Algebra gedacht werden. Mit
der einen Hélfte, den Zahlen und den Vektoren, enthélt sie die Euklidische
Vektorgeometrie. Was aber bedeutet die andere Halfte?

Die Beschiftigung mit der geometrischen Algebra ist von besonderer
Bedeutung nur schon dadurch, dass sie das einigende Band fiir die Mul-
tiplikation von Vektoren an die Hand gibt. Darliber hinaus werden wir
mit einer Algebra bekannt, die weit tiber die Euklidische Vektorgeometrie
hinausweist. Projektive und nichteuklidische Geometrien kénnen mit dem
Begriff der geometrischen Algebra ebenfalls erfasst werden. Die auch heute
noch unter Fachleuten, Liebhabern der Mathematik und Laien weit verbrei-
tete Denkgewohnheit, die analytische oder zahlenmaéssige Behandlung der
Geometrie zwingend mit der Anschauungsweise der Euklidischen Geome-
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trie verbunden zu wissen, kann mit der geometrischen Algebra iiberwunden
werden. Allerdings nur unter der Voraussetzung, dass sie aus den Impulsen
der projektiven Geometrie heraus aufgebaut wird [1]. — Dies als Ausblick.
In diesem Aufsatz beschrinken wir uns auf den Aufbau der geometrischen
Algebra in Ankniipfung an die wohlbekannte rdumliche Vektorgeometrie. In
dem kurzen Abschnitt Vergleich zu Biquaternionen wird die geometrische
Algebra mit den Biquaternionen in Verbindung gebracht.

Rechengesetze der Vektorgeometrie

Wir gehen von der rdumlichen Vektorgeometrie aus. Im dreidimensionalen
kartesischen Koordinatensystem wird ein Vektor r durch seine z-, y- und
z-Komponente festgelegt und als Spalte oder Linearkombination zu den drei
Finheitsvektoren e, e; und e3 geschrieben,

T
r= Y = xej + yes + zes.
z

Siehe auch Abbildung 1. Wir werden im Folgenden nur die zweite Schreib-
weise der Linearkombination benutzen.
Vektoren lassen sich addieren,

a+b= (a191 + agses + a3e3) + (b1e1 + boeg + b3e3)
= (a1 + b1)er + (a2 + b2)ea + (a3 + bs)es,

und bilden beziiglich der Addition eine Abelsche Gruppe, d. h. es gelten
folgende Rechengesetze:

Assoziativitat (a+b)+c=a+(b+c),
Existenz des Nullelementes O0+a=a,

Existenz des Inversen a+(—a)=0,
Kommutativitat a+b=b+a.

Die Rechengesetze fiir die Addition von dreidimensionalen Vektoren sind
die gleichen wie diejenigen fiir die Addition von zweidimensionalen Vektoren
oder von reellen Zahlen.

Die Multiplikation tritt in der rédumlichen Vektorgeometrie in vier Vari-
anten auf. Es gibt die skalare Multiplikation eines Vektors mit einer belie-
bigen reellen Zahl A,

Ar = \(ze; + yey + ze3) = (Ax)e; + (Ay)ex + (\2)es,
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Abbildung 1: Vektor im dreidimensionalen Koordinatensystem

die sich mit der Multiplikation der reellen Zahlen assoziativ vertrigt, ein
Einselement enthélt und kommutativ ist,

Assoziativitat (Ap)r = A(ur), ApeR
Einselement lr =r,

Kommutativitat Ar =r\.

Das Einselement der skalaren Multiplikation ist zugleich auch das Eins-
element der reellen Multiplikation. Zur Addition verhilt sich die skalare
Multiplikation geméiss dem Gesetz der Distributivitét,

A(a+b) = la+ Ab, ApeR
(A4 p)a = a+ pa.

Geometrisch bedeutet die skalare Multiplikation eine Streckung des zu mul-
tiplizierenden Vektors r mit dem Faktor |[A| und, falls A < 0 ist, zusétzlich
eine Spiegelung am Ursprung.

Dann gibt es das Skalarprodukt, welches zwei Vektoren miteinander zu
einer reellen Zahl verkniipft,

a-b =|a||b|cosa, (1)

wobei o den Zwischenwinkel der Vektoren a und b darstellt. Als Spezialfall
enthilt dieses Produkt die sogenannte Quadratregel, d. h., wenn ein beliebi-
ger Vektor a mit sich selber skalar multipliziert wird, so kommt gerade das
Quadrat seiner Linge heraus,

ror = [rf2 = 2?4 g2 4 22



Das Skalarprodukt ist kommutativ und beziiglich der Addition von Vektoren
distributiv,

a-b=b-a,
a-(b+c)=a-b+a-c.

Da das Produkt a - b eine reelle Zahl darstellt, ergibt ein Ausdruck der
Form (a-b)-c keinen Sinn. Das Skalarprodukt ist nicht assoziativ. Gilt das
Assoziativgesetz aber, wenn, wie es nahezuliegen scheint, das Skalarprodukt
mit der skalaren Multiplikation kombiniert wird?

(a-b)c = a(b-c)
Das Gegenbeispiel
(e1 . el)eg = ey, el(el . 82) =0

zeigt, dass es auch so nicht ‘gerettet’ werden kann. Gemdéss der Formel (1)
bedeutet das Skalarprodukt geometrisch ein Projizieren des einen Faktors
auf den anderen. Es wird positiv, null oder negativ, falls der Zwischenwinkel
kleiner als 90°, genau gleich 90° beziehungsweise grosser als 90° ist.

Die skalare Multiplikation und das Skalarprodukt kennen wir schon aus
der ebenen Vektorgeometrie. In der rdumlichen Vektorgeometrie treten zu-
sdtzlich zu diesen beiden noch zwei weitere Multiplikationsarten hinzu. Das
Vektorprodukt

c=axb

verkniipft zwei beliebige Vektoren a und b zu dem eindeutig bestimmten
Vektor ¢ mit den folgenden definierenden Eigenschaften:

c
A

>

a

Abbildung 2: Zum Begriff des Vektorproduktes



1. c steht sowohl zu a als auch zu b senkrecht.

2. Der Betrag von c ist gleich dem Produkt aus den Betrigen der Vek-
toren a und b und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels
Q.

|c| = |a||b]| sin « (0° < <180°)
3. Die Vektoren a, b, c bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshdndiges
System.!

Aus diesen Figenschaften folgt, dass das Vektorprodukt beim Vertauschen
der Faktoren das Vorzeichen wechselt und beziiglich der Addition in dem
Verhiltnis der Distributivitit steht,

Alternativgesetz axb=-bxa,
Distributivitit ax (b+c)=axb+axc.

Das Vektorprodukt eines Einheitsvektors mit sich selbst ergibt null, weil
der Zwischenwinkel 0° ist,

61X61262X62263X63=0.

Was ergibt das Produkt e; x es? Die erste definierende Eigenschaft fordert,
dass e; x ez sowohl zu e; wie auch zu ey senkrecht steht, d. h. fir einen
reellen A-Wert gilt

e] X eg = \es.
Die zweite Eigenschaft schrinkt die méglichen A-Werte auf
Al = |\||es| = |\es| = |e1 x ea| = |ei||ez] sin90° =1

ein. Und die dritte Eigenschaft legt ihn auf +1 fest, da die Vektoren eq, es,
e3 = e1 X e in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Entsprechend
kann man sich auch die anderen gemischten Produkte {iberlegen,

e; X ex = eg3, ez X e3 = ey, e3 X e} = ey,

ey X e] = —esg, ez X eg = —eq, €] X e3 = —eq.

'Definiton: Ein Tripel a, b, ¢ von nichtkomplanaren Vektoren mit gemeinsamen An-
fangspunkt bildet in dieser Reihenfolge ein rechtshindiges System, wenn die Drehung von
a nach b von der Spitze von ¢ aus als Drehung gegen den Uhrzeiger erscheint; sonst ein
linkshdndiges System.



Aus den Produkten unter den Einheitsvektoren lassen sich die Komponenten
des allgemeine Vektorproduktes berechnen,

a x b = (aie; + azez + azez) x (brey + baey + bzes)
= (a1b1)e; x e1 + (arba)e; x ex + (a1b3)e; x ez + (azbi)es x e1+
+ (agba)ey x es + (agbs)es x es + (asbi)es x e1 + (asbe)es X ex+
+ (asbs)es x e3
= (agbs — asgbz)e; + (agby — ajbs)es + (a1by — agb;)es.

Wie das Beispiel

(elxeg)xegzegxegz—el, 81X(92X82):0

zeigt, gilt auch beim Vektorprodukt das Assoziativgesetz nicht, obwohl ein
Term der Form (a x b) x ¢ sinnvoll ist. Die geometrische Interpretation des
Vektorproduktes ist in Abbildung 2 gezeigt.

Mit drei Vektoren kann das Spatprodukt gebildet werden; es ist eine
reelle Zahl und wird mit Hilfe des Vektorproduktes und des Skalarproduktes
ausgefiihrt,

[a,b,c]:=(axb)-c

= (agbg — agbg)cl + (agbl - albg)CQ + (albz - a2b1)03.

Das Spatprodukt ist positiv (negativ), falls es sich bei den Vektoren a, b, ¢ in
dieser Reihenfolge um ein rechtshiandiges (linkshéndiges) System handelt;
null ergibt es, wenn alle drei Vektoren in eine Ebene verschoben werden
konnen. Bei einer zyklischen Vertauschung der drei Vektoren &ndert sich
weder das Vorzeichen noch der Betrag des Spatproduktes; hingegen bewirkt
das Vertauschen zweier beliebiger Vektoren einen Vorzeichenwechsel,

[a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b], (2a)
[a,b,c|] = —[a,c,b]. (2b)

Die drei Vektoren a, b und c spannen ein Parallelepiped beziehungsweise
einen Spat auf, dessen Volumen gerade durch den Betrag des Spatproduktes
dargestellt wird,

|[a, b, c]| = |a x bl|c|| cos .

Siehe Abbildung 3.

Unser Uberblick iiber die rdumliche Vektorgeometrie zeigt, wie das Mul-
tiplizieren von Vektoren in vier verschiedenen Arten (skalare Multiplikation,
Skalarprodukt, Vektorprodukt, Spatprodukt) auftritt. Nachdem wir in [2]
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Abbildung 3: Zum Begriff des Spatproduktes

gezeigt haben, dass die skalare Multiplikation und das Skalarprodukt der
ebenen Vektorgeometrie in dem assoziativen geometrischen Produkt zusam-
mengefasst werden kdénnen, erhebt sich auch hier die Frage, ob diese vier
Arten des Multiplizierens nicht nur die Teile einer einzigen umfassenden
Multiplikation seien. Im Folgenden soll ein solches umfassendes, assoziati-
ves Produkt entwickelt werden.

Geometrisches Produkt

Wir fithren im Raum ein neues geometrisches Produkt?® ein, das die folgenden
Rechengesetze erfiillen soll:

Assoziativitat (ab)c = a(bc), (3a)
e a(b+c) =ab+ac

Distributivitét { (a+b)e = ac + be } , (3b)

Einselement la =al = a, (3c)

Kommutativitat des

skalaren Anteils der Aa = al, AeR. (3d)

Multiplikation

Weiter fordern wir die Regel, dass jeder Vektor r = ze; + yes + zes mit
der Lange |r| = /22 4+ y? + 22 bei der Multiplikation beziiglich des geome-
trischen Produktes mit sich selbst gerade das Quadrat der eigenen Linge
ergibt,

Quadratregel r? = |r|?. (3e)

’Das geometrische Produkt wird in der Fachliteratur auch oft als Clifford Produkt
bezeichnet.



Mit diesen fiinf Regeln ldsst sich das geometrische Produkt genauer festle-
gen. Mittels Koeffizientenvergleich folgt zunéichst aus der Quadratregel,
r’ = (xe1 +yes + 263)2
= xze% + er% + 22e§+
+ xy(eres + exer) + yz(ezes + eser) + zz(ese; + ejes)
!
=2’ +y*+2°
= |r%,
dass die Quadrate der Basisvektoren (beziiglich des geometrischen Produk-
tes) Eins ergeben und die geometrischen Produkte ejes und egeq, eses und
eseq, ese; und ejes sich jeweils durch Addition aufheben miissen,
ef =ej =ej =1, (4)
eje; = —ee], €63 = —€3ey, €3e] = —eje;. (5)
Was bedeuten die Produkte ejeq, eses und esze;? Mit Hilfe der Grundre-

geln (3) und den Gleichungen (4) und (5) lassen sich die Quadrate dieser
Produkte ausrechnen,

(9162)2 = (e1e2)(—eze;) = —elegel = —e% = -1,
(8263)2 = (ege3)(—ezez) = —929362 = —e% = -1,
eseq 2 = esel)(—eje3) = —ege2e3 = —e2=-1.
(eser) 1 3

Das Ergebnis zeigt, dass es sich bei den Produkten weder um reelle Zahlen
— die Quadrate reeller Zahlen sind grosser oder gleich null — noch um Vek-
toren — letzteres steht im Widerspruch zur Quadratregel (3e) — handeln
kann. Die Produkte erweisen sich damit als neuartige Grossen, die von den
Zahlen und den Vektoren zu unterscheiden sind. Die Produkte sind auch
untereinander linear unabhingig. Multipliziert man die Gleichung

0 = A\ieze3 + Aseseq + Azejer
von rechts oder links mit ejeqes,
0= —()\161 + does + )\363),

so kann man aus der linearen Unabhédngikeit von Vektoren in der letzteren
Gleichung auf die lineare Unabhéngikeit der drei Produkte schliessen. Wir
schreiben diese Produkte mit den grossen Buchstaben

E; := eges, E; ;= ezeq, E;3 :=ejey,



und nennen sie die Basisvektoren 2. Stufe. Ein Ausdruck der Form

heisst Vektor 2. Stufe oder Bivektor, wobei X, Y und Z seine reellen Kom-
ponenten darstellen. Diese Benennung bezieht sich auf die Produkte eses,
esze; und ejeq, die alle aus zwei Faktoren bestehen. Entsprechend wird jetzt
der gewohnliche Vektor

r = xe; + yes + zeg

auch als Vektor 1. Stufe bezeichnet. Da wir vom dreidimensionalen Raum
ausgegangen sind, besteht die Moglichkeit, drei verschiedene Basisvektoren
1. Stufe miteinander geometrisch zu multiplizieren. Die sechs Permutations-
moglichkeiten

€1€ez€3, €1e3ey = —ejez€ey,
€s€e3e] = —ezeje3 = e1eqze3, €se1e3 = —ejeqgey,
€3€e1€2 = —eje3zey = e1eqe3, €3eze] = —ejeqgey,

stellen bis auf das Vorzeichen alle dieselbe Grosse dar. Bei zyklischer Ver-
tauschung der Faktoren dndert sich das Vorzeichen nicht, hingegen bei der
Vertauschung zweier beliebiger Faktoren. Das Produkt e;eses quadriert zu
—1,

(816263)2 = eleg(—eleg)egeg
—ej(—ejez)(—eqe3)es
~ —cfele]

=-1

Y

und stellt deshalb keinen reellen Skalar und keinen Vektor 1. Stufe dar. Um
zu iiberpriifen, ob es sich um einen verkappten Vektor 2. Stufe handelt,
setzen wir die Gleichung

ejese; ~ XE; + YEs + ZE;
an und multiplizieren sie (von links oder rechts) mit ejezes,
—1 ;é —Xe1 - Yeg - Zeg.

Der Widerspruch bedeutet, dass das Produkt e;eses als neue, auch von den
Vektoren 2. Stufe verschiedene Grosse zu denken ist. Wir bezeichen sie mit

I:=ejeqes



und nennen ihre Vielfachen AI, A € R, im Unterschied zu den reellen Zahlen
A1 reelle Gegenzahlen® (vgl. [2, S. 8f]). Ein Produkt aus vier Basisvektoren
1. Stufe enthélt mindestens zwei gleiche Faktoren. Deshalb reduziert sich
ein solcher Ausdruck auf einen Vektor 2. Stufe (im Falle genau zwei gleicher
Basisvektoren) oder einen Skalar (im Falle zwei mal zwei bzw. vier gleicher
Basisvektoren). Beispiele:

ejeseze; = ejez(—ejey) = —ej(—ejes)es = e%egeg = —ege3 = —Eq,

esejeze; = e3(—eze;)e; = —elel = —1.
Wir haben nun alles beisammen, um den gesamten Bereich zu iiberblicken,
auf welchen sich die ersten vier Rechengesetze des geometrischen Produktes
beziehen. Es gibt vier Grossenarten: die Zahlen A1, die Vektoren 1. Stufe r,
die Vektoren 2. Stufe R und die Gegenzahlen ul, welche alle voneinander zu
unterscheiden sind. Alle kénnen miteinander geometrisch multipliziert wer-
den und ergeben wieder eine der aufgezihlten Grossenarten. Es ist deshalb
moglich, die vier Elemente zu einer Grosse, dem sogenannten Multivektor,
additiv zusammenzufassen,

a=Al+r+R+ul
= Al +ze; +yes + zes + XE; + YEs + ZE;3 + ul.

Ein allgemeiner Multivektor ist im Falle der rdumlichen Vektorgeometrie
eine Linearkombination zu den acht Basiselementen 1, ej, e, €3, Ej, Eo,
E;3 und I. Damit gliedert sich jeder Multivektor in die vier Grossen Zahl,
Vektor 1. Stufe, Vektor 2. Stufe und Gegenzahl; die zugehorige Schreibweise
ist die folgende:

reelle) Zahl (a)
reeller) Vektor 1. Stufe (a)
reeller) Vektor 2. Stufe (a)2 =R = XE; +YEy + ZE3,
reelle) Gegenzahl (a)

o~~~ o~

oder
a = (a)o + (a)1 + (a)2 + (a)s.

Die Rechengesetze (3a)—(3d) beziehen sich auf beliebige Multivektoren a, b
und c; sie gelten also nicht nur fiir Vektoren 1. Stufe. Die Quadratregel (3e)
hingegen beschrinkt sich auf beliebige Vektoren r. Wiirde man sie auf die
reellen Zahlen anwenden, so stellte sie keine neue Forderung dar; und mit

3In der Fachliteratur spricht man meistens von Pseudoskalaren.
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den Vektoren 2. Stufe und den Gegenzahlen steht sie im Widerspruch, da
letztere zu einer Zahl kleiner oder gleich Null quadrieren.

(A1)2=X12=72>0 (A2 =NT2 = A2 <0
r’ = (re; + yes + 263)2 R? = (XE1 +YE; + ZE3)2 (6)
— 2y 220 = (X4 Y2+ 2%) <0

Ubung 1: Verifiziere die Gleichung fiir das Quadrat des Vektors 2. Stufe.
Ubung 2: Vervollstindige die Multiplikationstafel fiir die Basiselemente
der geometrischen Algebra.

1 e ey es E; E> E; I
1 1 e e es E; E, Es I
el el
e e
es es
E | Eg
E, | E
E; | E3
1 1 -1

I kann mit einem beliebigen Vektor 1. Stufe multipliziert werden,

R=rl R=1Ir
= (re1 + yes + ze3)l =I(xze1 + yes + ze3) (7a)
= xe1l 4 yeol + zesl = xle; + yles + zles
= 2E; + yEs 4 zE3, = 2E; + yE2 + 2E3,

wobei sich zeigt, dass die Multiplikation von links und von rechts den glei-
chen Vektor 2. Stufe ergeben. Entsprechend ergibt die Multiplikation eines
Vektors 2. Stufe mit I einen Vektor 1. Stufe,

r = RI r=1IR
= (XE; + YE; + ZE3)I = I(XE, + YE, + ZE3) (7b)
= XE; I+ YExI + ZE31 = XIE; + YIE; + Z1Eg
= —(Xe; +Yey + Zey), = —(Xe1 +Yey + Zes).

11



Da auch Zahlen mit Gegenzahlen und Gegenzahlen untereinander vertausch-
bar sind, vertauschen in der rdumlichen Vektorgeometrie die Gegenzahlen
mit beliebigen Multivektoren.

Die Menge aller Multivektoren bildet einen reellen Vektorraum beziiglich
der Addition und zusammen mit dem geometrischen Produkt (3a)-(3d) ei-
ne nicht-kommutative Algebra. Die Forderung der Quadratregel (3e) macht
letztere zu einer geometrischen Algebra oder auch Clifford Algebra Gs. Der
Index 3 steht fiir den dreidimensionalen Raum der Vektoren 1. Stufe, aus
welchem heraus die ganze Algebra durch fortgesetzte geometrische Multi-
plikation aufgebaut wurde. Die geometrische Algebra Gs selber bildet aber
einen 23 = 8-dimensionale Vektorraum zu den oben angegebenen acht Ba-
siselementen.

Inneres und ausseres Produkt

Das geometrische Produkt zweier beliebiger Vektoren 1. Stufe ergibt eine
Summe von Zahl und Vektor 2. Stufe,
rs = (ze; + yes + ze3)(ue; + ves + wes) (8a)
= (zu+yv + zw)1 + (yw — 20)Eq + (2u — 2w)Es + (zv — yu)Es
= (rs)o + (rs)e,
wobei die letzte Zeile so zu verstehen ist:
(rs)o = (zu +yv + zw)1,
(rs)o = (yw — 20)Eq + (2u — 2w)Eq + (zv — yu)Es.
Das geometrische Produkt eines Vektors 1. Stufe mit einem Vektor 2. Stufe
ergibt eine Summe von einem Vektor 1. Stufe und einer Gegenzahl,
rR = (ze; + yes + ze3)(XE; + YE, + ZE3) (8b)
=Y —yZ)e; + (xZ — zX)ea + (yX —zY)es + (zX +yY + z2)1
= (rR)1 + (rR)s;
und dasjenige zweier beliebiger Vektoren 2. Stufe eine Zahl und einen Vektor
2. Stufe,
RS = (XE; + YE; + ZE3)(UE; + VE; + WE3) (8¢c)
=—(XU+YV+2ZW)1+
+(ZV - YW)E; + (XW — ZU)Es + (YU — XV )E3
= (RS)o + (RS)2.

Aus diesen Produktbildungen l&sst sich folgende Gesetzmissigkeit ablesen:
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Die geometrische Multiplikation eines Vektors der Stufe r, a =
(a)r, mit einem Vektor der Stufe s, b = (b);, ergibt eine Sum-
me von Vektoren verschiedener Stufen. Die niedrigst mogliche
Stufe ist (ab)|,_,|, die ndchst hohere (ab)|,_y2. Summanden
einer Stufe, die sich von der niedrigsten Stufe |r — s| um eine
ungerade Zahl unterscheiden, kommen im Produkt ab nicht vor.
Die hochst mogliche Stufe ist (ab),;s im Falle » + s < 3 und
(ab)g_(y4s) im Falle 6 > r + s > 3.

Wenn die Zahlen als Vektoren der Stufe 0 und die Gegenzahlen als Vektoren
3. Stufe angesehen werden, schliesst diese Gesetzmaéssigkeit sowohl die Zah-
len wie auch die Gegenzahlen mit ein. Bei der Multiplikation eines Vektors
der Stufe r, a = (a),, mit der Zahl A1 fillt die unterste Stufe [r — 0] = r
mit der obersten r + 0 = r zusammen. Das Produkt aX besteht also nur
aus einer Stufe. Bei der Multiplikation eines Vektors der Stufe r, a = (a),,
mit der Gegenzahl AI wird die Stufe r nach |r — 3| = 3 — r gespiegelt. Aus
den Gleichungen (3d), (7) und I?> = —1 ist ersichtlich, dass auch bei der
Multiplikation mit einer Gegenzahl nur eine Stufe im Resultat vorkommt.
Diese Ahnlichkeit mit der skalaren Multiplikation bestiitigt die Ansicht, die
Gegenzahlen als eine andere Art von Zahlen anzusehen.

In gewissen Situationen erweist es sich als vorteilhaft, nur einzelne Stufen
des geometrischen Produktes ins Auge zu fassen. Seien weiterhin a und b
Vektoren der Stufe r bezichungsweise s. Den Summanden niedrigster Stufe
greifen wir als inneres Produkt gesondert heraus,

a-b:= <ab>|,,,s|, 9)
ebenso den Summanden der Stufe r + s als dusseres Produkt,
aAb:=(ab),;s, (10)

wobei aAb =0 ist, wenn r+s > 3 oder 7+ s < 1. Im Falle 7 + s < 1 stellt
a oder b eine Zahl dar. Das &ussere Produkt mit einer Zahl verschwindet
also immer?. Die geometrischen Produkte (8) kénnen wir nun so schreiben:

IS=r-s—+rAs,
rR=r-R+rAR,
RS=R-S+(RS);, RAS=0.

*Wiirde das dussere Produkt mit einer Zahl nicht verschwinden, triten unangenehme
Mehrdeutigkeiten auf. Fiir einen homogenen Multivektor a der Stufe r und eine Zahl A
wiirde sowohl Aa = X - a als auch Aa = A A a gelten. In anderem Zusammenhang lasst
sich das Verschwinden des &dusseren Produktes mit einer Zahl auch weiter begriinden.
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Das innere Produkt, welches mit Hilfe der geometrischen Multiplikation in
Gleichung (9) definiert worden ist, hat, wie die folgenden Beispiele zeigen,
im Gegensatz zu letzterem die Eigenschaft der Assoziativitédt verloren,

(e1-e1)-ex = (eje1)o - ex = (leg)1 = ey,
e - (e1-e3) =ep - (e1e2)p = (€10)1 = 0;
(E3 - Ep) - E1 = (e1exezes)o - By = (—Eg)o - E; = (0E;)2 = 0,
E; - (E1-E;1) = E3 - (ezezeses)o = (E3(—1))2 = —Eg;
(e1-e1) Ez = (ere1)o - E3 = (1E3)2 = E3,

el - (e1 . Eg) = e - (e1e1e2>1 = <e1e2>0 =0.
Hingegen gilt das Assoziativgesetz durchgehend fiir das dussere Produkt,
(a;/\bg)/\c,g:a;/\(bg/\c;), (11)

wobei die iiberstrichenen Indizes die Stufe des jeweiligen homogenen® Mul-
tivektors angeben. Sobald mindestens eine der Stufen der homogenen Mul-
tivektoren a, b oder c null ist, verschwinden nach Definition des dusseren
Produktes beide Seiten der Gleichung (11). Wenn die Summe der Stufen
r 4+ s+t grosser als 3 ist, stimmt Gleichung (11) auch, da wieder beide
Seiten verschwinden,

(ar A bs) Acg = ((ab)ris€)risit = 0,
ar A (bs A cg) = (a(bc)sit)rist = 0.

Es muss jetzt nur noch die Richtigkeit der Gleichung (11) fiir den Fall
r=s =1 =1 gezeigt werden. Alle anderen Mdglichkeiten sind durch die
beiden oberen Fille erfasst. Wir benutzen dazu die Zerlegung des geome-
trischen Produktes zweier Vektoren 1. Stufe in eine Summe von innerem
und dusserem Produkt und die Tatsache, dass die Ausdriicke ((a-b)c)3 und
(a(b - c))3 verschwinden,

(aAb)c)s = ((a-b)c
(a-b+aAb)c)s =
a(b-c+bAc))s=(a(b-c))3+ (a(bAc))s
= (a(bAc))s =aj A (by Acq).

(a; Abg) Aeg = (
= (
= (

SEin Multivektor M wird homogen genannt, wenn er aus genau einer Stufe besteht:
M = (M), = M.
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Abbildung 4: Das dussere Produkt zweier Vektoren 1. Stufe als orientierte
Fléchen.

Anhand der Gleichungen (8) lésst sich bestétigen, dass die Vorzeichen
der inneren und &usseren Produkte sich beim Vertauschen der Faktoren in
Abhingikeit der involvierten Stufen folgendermassen dndern,

ai bg = (—1)T(S_r)b§ © Ay, r S S,
ary N\ bg = (—1)st§ N ag.

Das Vertauschen der Faktoren bei diesen Produkten bewirkt also héchstens
einen Vorzeichenwechsel.

Einbettung der Vektorgeometrie

Wie fiigen sich die vier Multiplikationsarten der Vektorgeometrie in das
geometrische Produkt ein? Die skalare Multiplikation erhélt man aus der
Grundregel (3d) durch Einschrankung des Multivektors a auf einen Vektor
1. Stufe. Das Skalarprodukt entsteht aus dem inneren Produkt (9) durch
Einschréankung der Faktoren a und b auf Vektoren 1. Stufe. Siehe auch
Gleichung (8a). In beiden Féllen sind die geometrischen Interpretationen
gleich wie in der Vektorgeometrie.
Das Vektorprodukt

r x s = (zej + yey + zez) X (uej + vey + wes)

= (yw — zv)e; + (zu — zw)es + (xv — yu)es

unterscheidet sich von dem dusseren Produkt dieser beiden Vektoren 1. Stufe
nur darin, dass die Basisvektoren der 2. Stufe angehdren; die Koeffizienten
sind jeweils die gleichen,

rAs = (ze; +yes + ze3) A (uej + ves + wes)
= (yw — 2v)Eq + (zu — zw)Es + (zv — yu)Es.
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Zur exakten Ubereinstimmung kommt man durch die Multiplikation des
dusseren Produktes mit —I,

rxs=—(rAs)L (12)

Wie wir gezeigt haben, ist das dussere Produkt assoziativ, das Vektorpro-
dukt jedoch nicht. Der Grund fiir diesen Verlust liegt in dem Faktor —I,
welcher aus dem Bivektor einen Vektor 1. Stufe macht. An den Koeffizienten
dndert diese Multiplikation nichts. Es liegt deshalb nahe, im Vektorprodukt
eine Art ‘Ausweg’ zu sehen, um ein Abbild des dusseren Produktes zweier
Vektoren 1. Stufe in der Vektorgeometrie zur Verfiigung zu haben. Da die
Vektorgeometrie keine Vektoren 2. Stufe kennt, muss der Preis des Asso-
ziativgesetzes bezahlt werden. — Andererseits ldsst sich von dem Vektor-
produkt etwas iiber die geometrische Interpretation des dusseren Produktes
lernen. Der Betrag des Vektorproduktes stellt ja gerade den Flacheninhalt
des durch die Faktoren aufgespannten Parallelogrammes dar. Der Betrag
des dusseren Produktes,

r As| =/ (rAs)2 = /—[(yw — 20)2 + (zu — zw)2 + (zv — yu)?]
= VE[yw = 20 + (su—zw)2 T (o0 — )]
=/ (yw — 20)2 + (2u — zw)? + (zv — yu)?1,

liefert eine Gegenzahl, deren reeller Koeffizient gleich gross ist wie der Be-
trag des Vektorproduktes. Wir kdnnen deshalb das &dussere Produkt zweier
Vektoren 1. Stufe geometrisch als den orientierten Flécheninhalt des auf-
gespannten Parallelogrammes interpretieren. Siehe Abbildung 4. Es scheint
nahezuliegen, Vektoren 2. Stufe als orientierte Flachen darzustellen. Dies
wird in der Fachliteratur auch oft gemacht [4, 5]. Man muss sich dabei aber
im Klaren sein, dass diese Interpretation nicht nur von dem Vektor 2. Stufe
r A s, sondern auch von den Faktoren r und s abhéngt. Zum Beispiel kann
der Bivektor 4E3 durch unendlich viele dussere Produkte gebildet werden,

4E3 = (2e1) A (2e2) = e1 A (de2) = (4dej) Neg = -+ -
= (Aer) A (i@) ,  AeR\{0}.

Entsprechend gibt es unendlich viele, zueinander dquivalente geometrische
Darstellungen fiir ein und denselben Bivektor. Siehe Abbildung 5. Diese
geometrische Interpretation der Vektoren 2. Stufe ‘klebt’ also noch an den
Vektoren 1. Stufe.

Das Spatprodukt

[a, b, C] = (a2b3 — a3b2)61 + (a3b1 — albg)CQ + (albg - a2b1)03
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Abbildung 5: Zueinander equivalente orientierte Flichen des Bivektors 4Es.

stimmt mit dem reellen Koeffizienten des gegenzahlwertigen, doppelten &us-
seren Produktes

aAbAc= [(agbg — agbg)cl + (a3b1 — albg)CQ + (albz — a2b1)03]1

iiberein. Nach der Multiplikation mit —I koénnen beide Produkte gleichge-
setzt werden,

[a,b,c] = —(aAbAC)L (13)

Die Gesetzmassigkeit (2) des Spatproduktes bei zyklischer und antizykli-
scher Vertauschung gilt auch fiir das doppelte dussere Produkt. Aus Glei-
chung (13) folgt, dass der Betrag des doppelten dusseren Produktes,

laAnbAc|=+/(aAbAc)?
\/ agbg — a3b2 01 + (a3b1 — a1b3)02 + (a1b2 — agbl)63]212
= |(agbz — asba)c1 + (azby — a1bz)ca + (a1 — azby)csll,

als der Volumeninhalt des von den Vektoren 1. Stufe aufgespannten Paral-
lelepipeds anzusehen ist. Die Gegenzahlen werden deshalb oft als orientierte
Volumina interpretiert. Wie bei der Interpretation der Vektoren 2. Stufe als
orientierte Flicheninhalte muss auch hier eingewendet werden, dass diese
Interpretation nicht nur von der Gegenzahl a A b A ¢, sondern auch von den
Faktoren a, b und c abhéngt, und insofern an der geometrischen Interpre-
tation der Vektoren 1. Stufe ‘klebt’.
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Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass die skalare Multiplikation
der Vektorgeometrie durch Gleichung (3d), das Skalarprodukt durch Glei-
chung (9), das Vektorprodukt durch Gleichung (12) und das Spatprodukt
durch Gleichung (13) als Teile des assoziativen geometrischen Produktes
angesehen werden konnen. In letzerem haben wir das einheitliche Band der
vier verschiedenen Multiplikationsarten der Vektorgeometrie in der Hand.

Vergleich mit Biquaternionen

Die Biquaternionen, welche Peter Gschwind in dem Buch Der lineare Kom-
plex — eine iberimagindre Zahl [3] benutzt und im 3. Kapitel einfiihrt,
fallen mit der hier vorgestellten geometrischen Algebra zusammen, wenn
der Operator e dort so gewihlt wird, dass

e =—1

ist. Um beide Algebren isomorph aufeinander beziehen zu kénnen, miissen
die jeweiligen Basisglieder folgendermassen indentifiziert werden,

l <1, i —Eq, J < —Eg, kH_Ei’n
€1, €l < e, €] < eq, ek — es.
Die Indentifizierung der Zahl- und Gegenzahleinheit (¢2 = I? = —1) ist

klar. Die Biquaternionen €z, €j, ek beziehungsweise ¢, j, k miissen mit den
Basisvektoren 1. Stufe beziehungsweise 2. Stufe indentifiziert werden, da
sie jeweils zu +1 beziehungsweise —1 quadrieren. Bei den Basisvektoren 2.
Stufe wurde das Vorzeichen angepasst, damit die Multiplikationstafeln der
Biquaternionen [3, S. 19] und der geometrischen Algebra exakt iibereinstim-
men. Somit nimmt der allgemeine Biquaternio aus Gleichung (3.1) in [3, S.
18],

a=ag+ ayi+ azj + ask + €(aqg + asi + agj + ark),
in der geometrischen Algebra die Gestalt eines allgemeinen Multivektors an,
a=uqayl —a1E1 — asEs — asE3 + a4 + ase; + ages + ayes.

Rein algebraisch lassen sich also beide Algebren isomorph aufeinander ab-
bilden.® Die geometrische Algebra G3 hat aber zwei verschiedene geometri-

5Die Pauli Algebra der Quantenmechanik lisst sich auch isomorph auf die geometri-
sche Algebra G3 abbilden, indem die Basisglieder folgendermassen aufeinander bezogen
werden: 1 < 1, 01 <> e1, 02 <> €2, 03 <> €3, 0203 < K1, 0301 < E», 0102 < E3 und
010203 <« 1.
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sche Interpretationen. Wenn die Multivektoren inhomogen aufgefasst wer-
den, wie wir es in diesem Aufsatz getan haben, so enthilt sie die rdumli-
che Euklidische Geometrie. Werden die Multivektoren hingegen homogen
interpretiert, so beschreibt dieselbe Algebra die elliptische Geometrie der
Ebene. In |3] werden die Biquaternionen homogen interpretiert. Die Zuord-
nung der verschiedenen Werte von €? zu den entsprechenden Geometrien auf
S. 18 bezieht sich auf die Quadriguaternionen beziehungsweise die rdgumli-
che Geometrie mit homogenen Koordinaten. Der Zusammenhang zwischen
€2 = —1 und der raumlichen hyperbolischen Geometrie steht deshalb nicht
im Widerspruch zu dem Bezug zwischen der homogenen Interpretation der
geometrischen Algebra Gs und der ebenen elliptischen Geometrie. Es han-
delt sich um zwei verschiedene Algebren: die Quadriquaternionen und die
geometrische Algebra Gs. Erst die Unteralgebra der Biquaternionen ist iso-
morph zur geometrischen Algebra Gs.

Ausblick

Mit dem geometrischen Produkt haben wir die rdumliche Vektorgeometrie
zu der geometrischen Algebra erweitert. Die geometrische Interpretation
eines Vektors 1. Stufe als gerichtete Strecke und die Interpretation der Vek-
toren der Stufe 0 als Zahlen stehen auf eigenen Fiissen. Die geometrische
Interpretation der Vektoren 2. und 3. Stufe als orientierte Flichen- bezie-
hungsweise Volumeninhalte hingen von den Vektoren 1. Stufe ab. Auch
rein algebraisch baut die geometrische Algebra auf den Vektoren 1. Stu-
fe auf, indem alle anderen Grossen durch fortgesetzte Multiplikation von
Vektoren 1. Stufe entstehen. Vollstindig aufgebaut zeigt die geometrische
Algebra eine Symmetrie zwischen den héheren und den niedereren Stufen.
Die Dimension des Vektorraumes aller Vektoren 1. Stufe und diejenige al-
ler Vektoren 2. Stufe ist jeweils 3, und die Dimension der Zahlen und der
Gegenzahlen ist jeweils 1. Wie es durch die Gleichungen (6) so schon sicht-
bar wird, stehen die linke und rechte Seite der geometrischen Algebra in
dem Verhiltnis eines ‘positiven’ Raumes zu einem ‘negativen’ Raum. Diese
rechts-links Symmetrie der geometrischen Algebra deutet sich in dem hier
beschriebenen Aufbau, der ganz von der Euklidischen Vektorgeometrie aus-
gegangen ist, deutlich an. Wenn man sie konsequent weiterverfolgt, kann
gezeigt werden, dass die Vektoren 2. und 3. Stufe eigentlich Grossen der
Polareuklidischen Geometrie [6] darstellen. Die Vektoren 2. Stufe werden
in dem gegenrdumlichen Aufbau als ebenenhafte Vektoren von der an die
punkthaften Vektoren 1. Stufe gebundenen Mehrdeutigkeit befreit. Und die
Gegenzahlen erscheinen als die Zahlen der Polareuklidischen Geometrie.
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Ubungen

3) a) Zeige, dass die Vektoren a =e; +e3+e3, b= —e; —2e3 und c = e3
nicht komplanar sind. b) Bestimme dann die Koeffizienten der Zerlegung
r = ca+ b + vc fiir den Vektor r = —(e; + 4ez + 3e3).

4) Berechne das inverse Element a) zu der Zahl 5, b) zu dem Vektor 1. Stufe
r = 3e; — 2e2 + 9es, c¢) zu dem Vektor 2. Stufe R = 3E; — 2E3 + 9E3 und
d) zu der Gegenzahl 51.

5) Zerlege den Vektor a = —e; + 3eg + Ges beziiglich b = 2(e; + e + e3)
in rechtwinklige Komponenten.
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Losungen
1) Quadrat eines Vektors 2. Stufe:

R? = (XE; + YEy + ZE3)?
= X’E? + Y?E3 + Z°E3+
+ XY (E1Ez + EoEq) + Y Z(EoE;3 + E3Es) + ZX(E3E; + E{Ej)
— _X2_y2_ 24
+ XY (~E3 +E3) + YZ(-E| + E) + ZX(—E3 + Ey)
=—(X?+Y%*+ 7%

2) Multiplikationstafel fiir das geometrische Produkt:

1 e; es es E: E. E; I

1 1 e; es e; E; E: E; 1

e e 1 E3 —E2 I —es (D) E1

(D) (D) —E3 1 E1 es3 I —e; E2

€3 €3 E2 —E1 1 —e2 e I E3

E1 E1 I —es €2 -1 —E3 E2 —ex

E2 EQ €3 I —e1 E3 -1 —E1 —e

E3 E5 —e2 el I —EQ E1 -1 —es3

I I E1 EQ E3 —e1 —€e2 —es3 -1
3)a)aAbAc=—I;

_ rAbAc __ =21 __ _ rAcha __ =3I __ _ rhanb _ 5T

b) @ = 3AbAc = —T — 27 ~ aAbAc T -1 37 Y= arbac T 1T 5.

_ 1 -1 1 3 1 9
4)a) 57t =3, b)r ! =1 =% = gie; — jres + gye,

-1 _1 _ R _ 3 1 9 -1 _ 1 _ 1

5) aj=(a-b)b™! = S(e1+extes),a; = (aAb)b~! = —He +1es+es.
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