Variation der Diagonalen bei den umstiilpbaren
Modellen der Platonischen Korper*
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PAuL ScHATZ hat beim Bau der Turbula-Mischmaschine technisch aus-
genutzt, dass bei der sechsgliedrigen Kette des umstiilpbaren Wiirfels die
Diagonalenlédnge wihrend des Umstiilpvorganges konstant bleibt [4]. Durch
die Arbeiten von KLAUS ERNHOFER ist bekannt, dass den fiinf Platonischen
Korpern auf zwolf verschiedene Arten umstiilpbare, sechsgliedrige Modelle
entnommen werden konnen [3, S. 74]. Die letzteren sind allesamt Gelenkrin-
ge mit Zwangslauf, die durch den Winkel v, der durch zwei aufeinanderfol-
gende Drehachsen gebildet wird, charakterisiert werden. Diese Gelenkringe
lassen sich auch losgelost von den Platonischen Korpern betrachten, indem
die bei den genannten Modellen auftretenden Eigenschaften als gegeben
vorausgesetzt sowie der Winkel v (zunéchst) beliebig als Bedingung vor-
gegeben werden. Die Diagonalen fiir die sechsgliedrigen Gelenkringe mit
beliebigem Winkel 1 kénnen so analytisch bestimmt werden. Es stellt sich
heraus, dass die Diagonalenlédnge nur beim umstiilpbaren Wiirfel (1) = 90°)
konstant bleibt. In den restlichen Féllen variiert sie mit der Umstiilpbewe-
gung. Und zwar nimmt die Variation kontinuierlich zu, je weiter sich der
fiir den Gelenkring charakteristische Winkel ¢ von 90° entfernt.

Der Bestimmung der Diagonalenlénge liegen Drehungen beziiglich will-
kiirlich vorgegebener Achsen im Raum zugrunde. Diese Drehungen werden
mit Hilfe der geometrischen Algebra im Anhang A formuliert, um sie im
Abschnitt 4 anwenden zu kénnen.

Bei der graphischen Darstellung der Ergebnisse haben wir uns auf die
Winkel ¢ = 90°, 72° und 60° beschréankt. Die beiden letzteren werden in
einem zur Zeit laufenden Forschungsprojekt von Klaus Ernhofer auf tech-
nische Anwendbarkeit hin untersucht.

1 Voraussetzungen

Gegeben sei ein sechsgliedriger Gelenkring mit folgenden Eigenschaften:
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. Alle Glieder sind gleich lang: I; =1 Vi€ {1,2,3,4,5,6}

Die Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Drehachsen sind alle
gleich gross: ¥; =1 Vie {1,2,3,4,5,6}

. Jedes Paar gegeniiberliegender Drehachsen a; und a;43 liegt in je-

dem Bewegungszustand des Gelenkringes in einer gemeinsamen Ebe-
ne E; ;3. Diese drei Ebenen gehoren einem Ebenenbiischel an, dessen
Tragergerade s die Symmetrieachse des Gelenkringes darstellt. Alle
drei Ebenen schliessen jeweils einen 60°-Winkel ein.

. Die Drehachsen a1, ag, as gehoren in jedem Bewegungszustand einem

Strahlenbiindel an, dessen Trégerpunkt U auf der Symmetrieachse s
liegt. Entsprechend gehéren die Drehachsen as, a4, ag einem zweiten
Strahlenbiischel an, dessen Trager V auch auf der Symmetrieachse
liegt.

. Der Gelenkring geht in jedem Bewegungszustand bei einer Drehung

von 120° um die Symmetrieachse s in sich selbst iiber.

2 Bezeichnungen

l Lange der Glieder
1 Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Drehachsen
a; i-te Drehachse
a;  Richtungsvektor der i-ten Drehachse
M; Mittelpunkt der i-ten Drehachse
w1 Winkel zwischen den Gliedern MgM; und My M,
wo  Winkel zwischen den Gliedern M3M, und MyMs
3 Ansatz

Die drei Drehachsenmittelpunkte My, Ms, M5 liegen wegen der dreizéih-
ligen Symmetrie in einer Ebene, die senkrecht auf der Symmetrieachse s
steht. Entsprechendes gilt fiir die drei anderen Mittelpunkte. Wir legen nun
fest, dass die Mittelpunkte My, M3, M5 in die zy-Ebene eines kartesischen
Koordinatensystems zu liegen kommen und die Symmetrieachse s mit der
z-Achse zusammenfallen soll. Die sechs Mittelpunkte M;, die Schnittpunk-
te U und V und die sechs Richtungsvektoren a; der Drehachsen lassen sich



daher folgendermassen ansetzen:

Ml(O/—RU/O), RU > 0, MQ(RV COS3OO/—RV sin30°/z),
Mg(RU COS 300/RU sin 300/0), M4(O/Rv/z), RV > O,
M5(—Ry cos 30° /Ry sin30°/0),  Mg(— Ry cos 30°/— Ry sin 30° /2),

U(0/0/Ry tan ), V(0/0/—Ry tan 3 + z),
0 — co0s 30° cos 3
aij=|[ cosa |, as = sin 30° cos (3 ,
sin a —sin 8
— cos 30° cos « 0
asz = —sin30°cosa |, ag=| —cosf |,
sin a —sin
cos 30° cos o cos 30° cos 3
as; = | —sin30°cosa |, ag = | sin30°cosf
sin « —sin

Wenn der Mittelpunkt My beziiglich der Achse a; in die yz-Ebene gedreht
wird, so soll er mit dem Punkt S; zusammenfallen; entsprechend kann Mjy
beziiglich der Achse a4 in die yz-Ebene gedreht werden und kommt in den
Punkt S5 zu liegen,

S1(0/—(Ry +lsina)/lcosa),  S2(0/(Ry —lsinf3)/(z + lcos 3)).

Wenn wir den Winkel « als Parameter fiir die Umstiilpbewegung nehmen,
bleiben noch die vier Grossen 3, Ry > 0, Ry > 0, z und die beiden Winkel
wy und wy in Abhéngigkeit von « zu bestimmen.

4 Bedingungen
Der Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Drehachsen soll v sein:
Al-ay —az-azg —Aaz-ag —a4 Ay —as-ag —ag-a] —

:§cosacosﬁ—sinasinﬁ;cosw. (1)



Wenn der Punkt S; beziiglich der Drehachse a; um den Winkel w;/2 ge-
dreht! wird, ergibt sich der Mittelpunkt Mo:

W [ sin (%)
D(OSl,—l,al) = | —Ry—lIsina-cos (%)
2 (w1
l cos o - cos (7)
L2 Ry
| —
z

Wenn der Punkt Sy beziiglich der Drehachse ay um den Winkel ws /2 gedreht
wird, ergibt sich der Mittelpunkt Ms:

W Isin (%)
D(OSQ,EQ,G4) = | Ry —Isin(-cos (%)
z+1lcosf - cos (%)
! ?RU =
0

5 Losungsweg

Aus der Bedingung 1 ldsst sich der Winkel § in Abhéngigkeit von den
Parametern a und 1 berechnen. Die Gleichung 1 kann auf die Form

Acosf+ Bsinf+C =0 (4)

mit den Koeffizienten A = cosa, B = —2sina und C = —2cos ) gebracht
werden. Mit den Zwischenschritten
A%cos? = B%sin? 3+ 2BC'sin B + C?,
A% — A%sin? 3 = B%sin? B+ 2BC'sin 8 + C?,
0= (A? + B?*)sin® 3 + 2BC'sin 3 — A% 4 C?

erhalten wir die beiden Sinuswerte

—BC + AV A2 + B2 - (C?
A? + B?

sin(B; /2) =

Die Drehung D ist im Anhang A mit Hilfe der geometrischen Algebra hergeleitet und
formuliert.
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Abbildung 1: In den beiden Graphen ist die Abhéngigkeit der Winkel (;
(durchgezogen) bzw. (B2 (gestrichelt) von « fiir die zwei Félle ¢p = 90° (links)
und 1) = 72° (rechts) aufgetragen.

und durch Einsetzen in Gleichung 4 die zugehorigen Cosinuswerte

Bsin(B82) +C —AC ¥ BVA?2 + B2 — (2
COS(ﬁl/Q) - - A = A2 n B2 .

Mit den Koefhizienten der Bedingungsgleichung 1 erhalten wir

—4sin o cos ) & cos ary/cos? a + 4sin® a — 4cos? Y

sin(f1/2) = cos? a + 4sin® a o (5a)
2cosacos ) + 2sin an/cos? a + 4sin® a — 4 cos?
cos(ﬂl/z) - cos? a + 4sin® « (5b)
und damit
—4sinacos i & cos ay/cos? a + 4sin® a — 4 cos? Y
tan(By/2) =

2 cos acos ¥ + 2sin ay/cos? a + 4sin® a — 4cos?
_ o8 1+/2 — 6.cos(2a) — 8 cos(2¢) — sin(2)
N 2[cos(2a) + cos(2))]

(5¢)

Die Gleichungen 5 liefern ein interessantes Nebenergebnis. Aus der Forde-
rung, dass die Diskriminante nicht negativ sein soll,

cos? o + 4sin? o —4(:0821/) >0,

folgt ein eingeschrinkter Winkelbereich fiir ¢: 60° < ¢ < 120°. Dies stimmt
mit der Aussage aus Satz 4 in [3, S. 22| {iberein.
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Abbildung 2: Der linke Graph ergénzt die Abbildung 1 um den Fall ¢ = 60°.
Der rechte Graph zeigt (51 (durchgezogen) bzw. (B2 (gestrichelt) in Abhén-
gigkeit von ¢ fiir a = 0°.

Der Bedingungsgleichung 2 entnehmen wir die Abhéngigkeit der Grossen
Ry, Ry und z von [, a und wy,

Ry = %lsin (ﬂ) , (6a)
Ry = %lsin (%) — Isin v cos <%> , (6b)
z =l cos(a) cos <%> . (6¢)

Entsprechend fiihrt die Bedingungsgleichung 3 auf die Abhéngigkeit der
Grossen Ry, Ry und z von I, 8 und wo,

Ry = %lsin <%> , (7a)
Ry = %lsin <%> + lsin 3 cos (%) , (7b)
z = —l cos(f3) cos <%> . (7c)

Elimination von Ry, Ry und z fiihrt auf die Gleichungen

2sin (ﬂ) = sin (%) — V/3sinacos <%) , (8a)

2
2sin (%) = sin (%) +v/3sin B cos <%> , (8b)
0 = cos acos <%> + cos 3 cos <%) . (8¢)



Setzen wir in das Doppelte der Gleichung 8b die Gleichungen 8a und 8c ein,
so erhalten wir iiber die Zwischenschritte

4 sin (%) = sin (%) — V/3sina cos (%) - Qﬁsinﬁcosg cos <%) ,

COS

3sin (%) = —V/3 (sina + 2cos a tan 3) cos <%)

den Winkel wy in Abhéngigkeit von o und g,
w1 1 .
tan (—) = ——(sina+ 2cosatan 3). 9
) =5 9 )

Mit Hilfe der Gleichung 5c¢ ist w; in alleiniger Abhéngigkeit von « und v
bestimmt. Setzen wir in das Doppelte der Gleichung 8a die Gleichungen 8b
und 8c ein, so erhalten wir iiber die Zwischenschritte
4 sin (ﬂ) = sin (ﬂ> + v/3sin B cos <ﬂ) + Qﬁsina@ cos <ﬂ) ,
2 2 2 Cos & 2
2

3sin (%) = /3 (sin 3 + 2cos ftan o) cos (%)
den Winkel wy in Abhéngigkeit von o und /3,

tan (%) = % (sin B + 2 cos ftan «) . (10)

Uber die Gleichungen 5a und 5b hingt wo nur noch von a und 1) ab. Mit
den Winkeln wq; und wy sind nun auch die Grossen Ry, Ry und z der
Gleichungen 6 und 7 in Abhéngigkeit von «, 1) und I berechenbar.

6 Variation der Diagonalen

Der Abstand zweier gegeniiberliegender Mittelpunkte M; und M, 3 verdn-
dert sich im Allgemeinen wihrend der Umstiilpbewegung des Gelenkringes.
Wegen der dreizéhligen Symmetrie sind die drei Diagonalen — so sollen
diese Absténde genannt werden — in jedem Bewegungszustand gleich lang.
Es reicht also, die Variation einer Diagonalen zu bestimmen,

d®> = MMy~ = (Ry + Ry)? + 22

Mit den Gleichungen 6 hangt die Diagonale von «, [ und wy,

d= l\/{\/gsin (%) — sin a cos <%>r + cos?(a) cos? <%>
:l\/2—cosw1—\/§sinasinw1, (11a)




mit den Gleichungen 7 von 3, [ und wo,
d= l\/[\/gsin (%) + sin (3 cos <%>r + cos?(3) cos? (%)

:l\/Z—coschz+\/§sinﬁsinuJ2, (11b)

ab. Uber die Gleichungen 9 bzw. 10 und 5 ist die Diagonalenléinge nur noch
von «, 1 und [ abhéngig (Abbildungen 3 und 4).
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Abbildung 3: Variation der Diagonalen in Abhéngigkeit von «. Auf der y-
Achse wurde die Diagonalenldnge so abgetragen, dass der Mittelpunkt der
Diagonalen immer bei y = 0 liegt. Die durchgezogenen Striche stellen den
Fall des umstiilpbaren Wiirfels dar (¢» = 90°), die langgestrichenen Kur-
ven entsprechen dem umstiilpbaren Modell des Pentagondodekaeders mit
1 = 72° und die kurzgestrichenen Kurven entsprechen einem charakteristi-
schen Winkel von 1 = 60°. Den dargestellten Léngenvariationen liegt die
Gliedlénge [ = 1 und der Fall 8; aus Gleichung 5 zugrunde.

A Drehungen

Wie ldsst sich eine rdumliche Drehung beziiglich einer beliebigen Achse a
um den Winkel 8 analytisch darstellen? — Diese Frage soll mit den Mitteln
der geometrischen Algebra beantwortet werden, indem die in den Aufsétzen
[1, 2] dargestellten Techniken und Konventionen zur Anwendung kommen.
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Abbildung 4: Variation der Diagonalen fiir den Fall 35. Bezeichnungen wie
in Abbildung 3.

Sei
r = xe; + yes + zes
ein willkiirlich gewahlter Punkt des Raumes und
n=Xe; +Yey + Zes, nP=n-n=X?4+Y?4+2%2=1,

ein beliebiger Einheitsvektor. Die zu n senkrechte Ebenenstellung wird
durch den Einheitsbivektor

B = nl = XE; + YE, + ZEs, B? = nInl = —n? = —1,

dargestellt. Der Ortsvektor r kann beziiglich des Vektors n in die Summe
einer parallelen und einer senkrechten Komponente zerlegt werden,

r=An-+ pum, n?=1, m- =1, n-m = 0.

Wir kénnen nun zeigen, dass die Abbildung

¢ = (28 v (0) "
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Abbildung 5: Drehung um den Ursprung (links) und Drehung um eine be-
liebige Achse a (rechts).

eine Drehung beziiglich der Ursprungsgeraden mit Richtung n um den Win-
kel 6 darstellt. Um den Exponentialterm in bekannter Weise umzuformen,
benutzen wir die Abkiirzung a := /2,

S o a?kBZk o0 a2k+1B2k+1
SIS L Ut i g i
2R ATkt )
o) 00 X C¥2l<:+1
S B
Z 1+ ;( Ty

= E)l—i—sm( )B.

Gleichung 12 kann nun folgende Form annehmen?,

r' = [cos(a) 1 — sin(a) B]r[cos(a) 1 + sin(a) B]
= cos?(a) r + cos(a) sin(a) (rB — Br) — sin?(a) BrB
= COS2(a) r + 2cos(a)sin(a) (r - B) — 2sin?(a) B(r - B) +sin*(a)r
—B(r-B) +sin(f) (r - B) + cos(¢) B(r - B). (13)

2Fiir den Schritt von der zweiten zur dritten Zeile wurden die Umformungen
rB-Br=(r-B+rAB)—(B.r+BAr)=r-B+rAB+r-B—-rAB=2(r-B),
BrB=B(r-B+rAB)=B(2(r-B)+B-r+BAr)=B(2(r-B)+ Br)
=2B(r-B) + B°r = 2B(r - B) —
und fiir den Schritt von der dritten zur vierten Zeile die Beziehungen
cos®(a) + sin® () = 1, 2 cos(a) sin(a) = sin(2a), 2sin’(a) = 1 — cos(2c)

benutzt.
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Der Term r-B stellt einen Vektor erster Stufe der Lange p dar, der senkrecht
auf n und r steht,

r-B=(rnl); = (rn)sI = —(nAr)I=nxr,
v B| = /= 2(m An)(m An) = p/(mn)(om) = p1;

der Term B(r - B) stellt die zur Drehachse senkrechte Komponente von r
dar,

B(r-B) = —nI(n Ar)I = un(n A m) = pm,
[B(r-B)| = pl;

und der Term r — B(r - B) gibt die Projektion von r auf die Drehrichtung
n an,

r —B(r-B) = \n.

Damit haben wir gezeigt, dass der Vektor r’ durch Drehung des Vektors r
beziiglich der Ursprungsgerade mit Richtung n um den (positven) Winkel
f entsteht. — Die Drehungen um den Ursprung bestétigen den Namen der
geometrischen Algebra, welche geometrische Sachverhalte durch algebrai-
sche Begriffe koordinatenfrei auszudriicken vermag: Alle Terme der vierten
Zeile von Gleichung 13 besitzen eine anschaulich geometrische Bedeutung
(Abbildung 5, links).

Um die eingangs gestellte Frage vollstindig zu beantworten, muss die
Gebundenheit der Drehachse durch den Ursprung wegfallen. Sei a ein Vek-
tor, der vom Ursprung zur freien Drehachse a zeige. Eine Drehung um diese
Achse kann nun zerlegt werden in eine Verschiebung der Drehachse in den
Ursprung, anschliessend wird um die verschobene Achse gedreht und zum
Schluss die Achse wieder in die ungebundene Lage zuriickverschoben:

Erkldrung (Drehung). Eine Drehung D(r, 6, a) des Vektors r beziiglich der
beliebig festzulegenden Achse

a: x=a+tn, teR,

um den positiven Winkel  wird durch den Ausdruck

D(r,0,a) := exp <—§B> (r —a)exp (gB) +a (14)
=r—B[(r—a) -B|+sin(f) [(r —a) - B] 4+ cos(f) B[(r — a) - B]

mit B = nI und B2 = —1 dargestellt (Abbildung 5).
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Jetzt bleibt uns noch, die Drehung in Koordinatenform umzurechen.
Dazu wahlen wir fiir den Stiitzvektor der Geraden a die Komponenten

a = uej + veyg + wes
und erhalten
r—a=(zx—u)e+ (y—v)es+ (z — w)es,

(r—a) - B=[Y(z—w)—Z(y—v)le1 + [Z(x —u) — X(z — w)]ea+
+[X(y —v) = Y(z —u)les,
Bl(r—a) -B]|=[Z%z—u) — ZX(z —w) — XY (y —v) + Y?(z — u)]e;+
+ [ X3y —v) = XY (z —u) —YZ(z —w) + Z*(y — v)]es+
Y2z —w) —YZ(y—v) - ZX(z —u) + X*(z — w)]es.

~

Wenn der Richtungsvektor n zu Beginn der Drehung nicht auf Einheits-
lange gebracht worden ist, miissen die Koordinaten von n in den obigen
Gleichungen durch die normierten Koordinaten ersetzt werden,

X Y A
— , Y — , L — .
VX2 +Y2+ 22 VX2+Y2+ 22 VX2+Y2+ 22
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