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Peter Gallin (Prof. Dr.), Universitét Ziirich, Institut fiir Gymnasial- und
Berufspadgogik

Mathematik als Geisteswissenschaft
oder
Der Mathematikschadigung dialogisch vorbeugen

Zusammenfassung

Die Mathematik ist eine Geisteswissenschaft im doppelten Sinn. Zum einen grenzt sie sich
als Wissenschaft durch diese Bezeichnung von der Naturwissenschaft ab, zum anderen
wird sie hier in der Rolle eines Unterrichtsfachs als ,,didaktische” Geisteswissenschaft
verstanden, bei der es wesentlich um die geistige Entwicklung der Schiilerinnen und
Schdiler im Fachbereich Mathematik geht. Wie bei der kdrperlichen Entwicklung muss
auch bei der geistigen Entwicklung beachtet werden, dass bei einem gegebenen
Entwicklungsstand nicht alles jugendfrei ist, was die Didaktik anzubieten vermag. Ziel ist
es also, die geistige Reifung zu fordern, ohne eine Schéadigung zu bewirken. Eine
bewéhrte Strategie dazu ist, dass die Lehrkraft den Lernenden mehr zutraut. Fehlendes
Zutrauen in der traditionellen Didaktik dussert sich exemplarisch in vier Bereichen: Bei der
Wissensvermittlung, beim Einsatz von Algorithmen, bei der Herstellung von Aufgaben und
beim Einsatz von modernen Veranschaulichungsmitteln wie dreidimensionalen Modellen,
computergestttzten Animationen, interaktiven Wandtafeln usw. Das Dialogische Lernen,
bei dem (im Mathematikunterricht) das Verstehen im Zentrum steht, gibt einen Rahmen, in
welchem grdsseres Zutrauen gegentiber den Lernenden realisiert werden und sich damit
das Potential der geistigen Entwicklungsmdglichkeiten entfalten kann.

Ursprlinglich wollte ich Architekt werden getreu den Vorbildern von Vater und Grossvater.
Darum zeichnete ich bereits als neunjahriges Kind Pldne von Hausern in der Art, wie ich
sie oft zu sehen bekam. Ein ausgemustertes Holzdreieck mit einem rechten und zwei
halben rechten Winkeln war das einzige Konstruktionswerkzeug, das ich damals besass
und mit dem ich mich ans Werk machte. Zuerst einmal war da nattrlich ein Rechteck als
Grundriss des Hauses zu zeichnen: Eine Seite, ein rechter Winkel, die zweite Seite, wieder
ein rechter Winkel, die dritte Seite in gleicher L&nge wie die erste und dann der dritte
rechte Winkel, dessen letzter Schenkel die vierte Seite gab. Aber o weh: Der vierte Winkel
war kein rechter und auch waren die Ldngen der zweiten und vierten Seite nicht gleich. Ich
scheiterte bereits beim Zeichnen meines Rechtecks und taufte sogleich mein ,krummes
Haus" romanisierend mit dem Fantasienamen ,Chesa Krimlas® (Abb. 1). Meine
Erwartung, dass ein Viereck mit drei rechten Winkeln zwingend einen vierten Rechten
haben mtusste, wurde durch die Realitdt meiner ungelenken Konstruktionen arg
enttduscht. Und die Belehrungen meiner dlteren Schwestern tiber den Einsatz einer
sogenannten Reissschiene und das zuverlassige Parallelverschieben wollte ich in meiner
Ungeduld gar nicht héren. Mein Tischchen war so oder so viel zu klein fiir das grosse
Instrument, das zudem nur im Bulro meines Vaters zugénglich gewesen wére.
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Abb. 1: Erste Versuche beim Zeichnen eines Grundrisses

Erst im Geometrieunterricht des Gymnasiums begann ich zu begreifen, dass zwischen der
Realitdt und der mathematischen Idealisierung immer ein Graben bestehen bleibt, wie
sehr man sich auch um Prazision bemuht. Die von Euklid stammenden Ideen von den
ausdehnungslosen Punkten und den nur in einer Richtung ausgedehnten, aber unendlich
diinnen Geraden kombiniert mit der eindeutig festgelegten Parallelen brachten mich dazu,
den Berufswunsch zu wandeln vom Architekten, der sich mit der Realitdt herumschlagen
muss, zum Mathematiker, der sich mit perfekt Stimmigem befassen kann. So glaubte ich,
dass die Mathematik ihren einzigen Sinn darin findet, die Realitdt mit Idealisierungen zu
beschreiben, und dass demzufolge Untersuchungen in den Idealisierungen eine bequeme
Art des Studiums der Natur sein mussten. Mit Beginn des Physikunterrichts bestétigte sich
diese Ansicht, so dass ich kurzerhand Mathematik und Naturwissenschaft gleichsetzte.
Wie bin ich doch erschrocken, als mein Mathematiklehrer mit erhobenem Zeigefinger
sagte: ,Nein, Peter, die Mathematik ist viel eher eine Geisteswissenschaft!“ Vielleicht war
es dieser Schreck, der mich dazu brachte, Physik — konsequenterweise nattrlich
Theoretische Physik — zu studieren.

Im Verlauf des Studiums und in der Assistenzzeit danach stellte sich immer mehr heraus,
dass mich der menschliche Geist genauso stark interessierte wie das Funktionieren der
Natur. Ganz besonders faszinierte mich die Reaktion des emotional-intellektuellen
Menschen auf unerwartete mathematisch-naturwissenschaftliche Phédnomene. Dieses
Interesse an der Wechselwirkung zwischen dem Innern eines Menschen und dem Aussern
eines Problems wies mir deutlich den Weg zum Lehrerberuf. Und weil ftir mich das
gedankliche Durchdringen eines Problems mehr Gewicht erhielt als das geschickte
experimentelle Vorgehen, kehrte ich zur Mathematik zurtick und begann meine
Lehrtatigkeit am Gymnasium in diesem Fach. Gewiss waren zu Beginn noch deutliche
Spuren einer physikorientierten Vergangenheit erkennbar, so dass ich — wie viele junge
Studienabgédnger — dem sogenannten ,Alltagsbezug” der Mathematik eine fast zu grosse
Bedeutung zugemessen hatte. Erst im Kontakt mit den realen Menschen und ihren Néten
beim Lernen und Begreifen von Mathematik im gymnasialen Unterricht wandelte sich mein
Bild der Mathematik von der Hilfswissenschaft flir die Beherrschung von Natur und
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Technik tiber ihre von allem Ausseren unabhéngige, in sich stimmige, abstrakte
Wissenschaft der Beziehungen und Muster zu einem Tétigkeitsfeld, in dem Menschen sich
selber bis an die Grenze ihrer Leistungsfahigkeit fordern und gerade dadurch aber auch
bestétigen kdnnen. Descartes berlihmtes Zitat ,,cogito, ergo sum*“ wurde ftir mich zum
padagogischen Leitsatz flir den Mathematikunterricht, indem ich ihn umdeutete in ,Ich
treibe Mathematik, also sptire ich mich selbst“l. Erst mit diesem Bild der Mathematik als
Herausforderung flir den menschlichen Geist konnte ich einsehen und begrtinden,
weshalb das Fach Mathematik eine so wichtige Stellung im Kanon der Schulfacher
erhalten hat: Im Zentrum steht ein in den Prdambeln der Lehrpldne nur implizit erwahnter
Bildungs- und Erziehungsauftrag.

Es geht — etwas ntichterner gesprochen —um den Aufbau einer umfassenden
Handlungskompetenz, wie sie von Franz E. Weinert (Weinert 2001, S. 51) definiert worden
ist: Die Handlungskompetenz umfasst die notwendigen und entwicklungsféhigen
Voraussetzungen, die es einer Person ermdglichen, in einem spezifischen Handlungsfeld
(Fachgebiet, Beruf) erfolgreich zu agieren (Ruf 2008, S. 246). Das Entscheidende an
diesem Begriff ist nun, dass die Handlungskompetenz drei notwendige Aspekte aufweist.
Im Zentrum steht der fachliche Aspekt mit dem zugehdérigen Wissen und Kénnen. Dieser
Aspekt ist es denn auch, der in den heute verbreiteten Tests (wie z.B. PISA) untersucht
werden kann. Der fachliche Aspekt ist aber eingebettet in den sozialen Aspekt der
Handlungskompetenz, wo die Féhigkeiten zum Perspektivenwechsel, zur Kooperation, zur
Wertschétzung, zum Dialog genannt werden. Schliesslich werden die beiden Aspekte
noch im dritten eingebettet, dem personalen Aspekt der Handlungskompetenz, wo es um
die Fahigkeit zur Reflexion, die Motivation, den Willen, das Selbstkonzept, das
Wertekonzept und um die Sinnfrage geht. Erst im erfolgreichen Zusammenspiel aller drei
Aspekte kann von einer erreichten Handlungskompetenz gesprochen werden. Dass der
zweite und dritte Aspekt nicht mit Tests erhoben werden kann, ist unbestritten. Sie sind es
denn, welche in der Schule nur durch eine begleitende Lehrperson erkannt und geférdert
werden kénnen.

Vor dem Hintergrund meiner persénlichen Unterrichtserfahrung und dem erziehungs-
wissenschaftlichen Begriff der Handlungskompetenz wurde die Mathematik flir mich zu
einer Wissenschaft, die sich um die Entwicklung des menschlichen Geistes dreht, zu einer
Geisteswissenschaft. Da mich hier die Mathematik als Schulfach und ihre didaktischen
Aspekte interessieren, werde ich mich keinesfalls in den theoretischen Disput tiber die
Stellung der Mathematik als universitdre Wissenschaft einmischen2. Tatsachlich wird
kontrovers diskutiert, ob man die Mathematik als Geisteswissenschaft auffassen darf, aber
man findet praktisch keine Diskussion tiber ihre Stellung in der Schule. Meine Erfahrung
als Mathematiklehrer hat im Laufe der Jahre gezeigt, dass der Mathematikunterricht davon
profitiert, wenn man die Mathematik aus pragmatischen Grtinden als nahezu reine
Geisteswissenschaft auffasst. Der Unterricht wird dadurch ndmlich nicht nur entschlackt
und vereinfacht, sondern kommt auch ndher an die Lernenden heran. Hans Freudenthal
hat dazu in seinem Artikel ,Mathematik — eine Geisteshaltung® (Freudenthal 1982)
geschrieben: ,Immer gilt: Der Schiiler erwirbt Mathematik als Geistesverfassung nur Gber
Vertrauen auf seine eigenen Erfahrungen und seinen eigenen Verstand.”

1 _Vom Sinn des Mathematikunterrichts* heisst ein Artikel, den ich friiher zu diesem Thema geschrieben
habe (Gallin 2002).

2 |n seinem Vortrag ,Mathematik als Kulturleistung“ vom 28. November 2008 zeigt Christoph Schweigert
ausfuhrlich, weshalb die Mathematik eine Geisteswissenschaft ist. Download-Links (27. Mérz 2010):
www.math.uni-hamburg.de/home/schweigert/2008.geist.pdf
www.math.uni-hamburg.de/home/schweigert/transp.htmi
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Es besteht die Gefahr, dass durch die Charakterisierung der Mathematik als
Geisteswissenschaft ein Missverstédndnis aufkommt. Es ist nicht gemeint, dass im
Mathematikunterricht der menschliche Geist hinldnglich intensiv trainiert werden soll, damit
er in der Lage ist, schnell und fehlerfrei zu funktionieren und so die gestellten, abstrakten
Aufgaben mit gelernten Rezepten zu I6sen. Vielmehr ist das Durchschauen und Verstehen
von Zusammenhdangen das Ziel der Bemuihungen, so dass das effiziente Lésen von
Aufgaben gleichsam zu einem willkommenen Nebeneffekt abgestuft wird. Damit wird die
zentrale Bedeutung des handelnden Menschen als ganzem deutlich: Sobald Einsicht und
Verstehen ins Spiel kommen, reicht es nicht mehr aus, beim lernenden Menschen nur die
fachlichen Kompetenzen zu férdern, sondern man muss sich — geméass Weinert — auch um
seine motivationalen und emotionalen Grundlagen kiimmern.

Welche konkreten Konsequenzen ergeben sich daraus flir die Gestaltung des Unterrichts?
Der Philosoph Hans-Georg Gadamer, der sich zentral mit der Frage des Verstehens
auseinandergesetzt hat, gibt eine erste Anweisung (Gadamer 1959): ,Das erste, womit
das Verstehen beginnt, ist, dass etwas uns anspricht: Das ist die oberste aller
hermeneutischen Bedingungen®. Darin kommt zum Ausdruck, dass am Anfang der
motivationale Aspekt von jedem Fachwissen steht. Der Physiker Martin Wagenschein geht
in seinem Ratschlag noch einen Schritt weiter und betont neben dem motivationalen auch
den sozialen Aspekt (Wagenschein 1986): ,Das wirkliche Verstehen bringt uns das
Gespréach. Ausgehend und angeregt von etwas Raétselhaftem, auf der Suche nach dem
Grund.“ Zwar steht auch bei ihm am Anfang genauso die Betroffenheit einer Person, aber
sie soll erganzt werden durch den Austausch mit anderen Personen, welche sich zum
gleichen ,Rétsel“ Gedanken gemacht haben.

So einleuchtend und einfach diese Einsichten und Empfehlungen sind, so regelméssig und
konsequent werden sie in der traditionellen Didaktik missachtet, und dies nicht etwa aus
Unachtsamkeit im taglichen Unterricht, sondern primér schon in den wohldurchdachten
Lehrbtichern und Unterrichtskonzepten. Es geht also nicht bloss nur um Nuancen im
Lerntempo, sondern es steht die geistige Entwicklung unserer Schilerinnen und Schiler
auf dem Spiel, indem ihnen von den Grundanlagen her die Méglichkeit des Verstehens
systematisch geboten wird oder eben nicht. Selbstverstédndlich haben die Begabteren
unter ihnen sich schon immer die Freiheit genommen, die Lernstoffe fuir sich selber zu
problematisieren, zu durchdringen, zu diskutieren und so zu einem echten Verstehen
vorzustossen. Die Schwéacheren allerdings werden in der traditionellen Didaktik dazu
verfuhrt, sich mit oberflachlicher Imitation von fachlichen Handlungen zu begntigen. Und
weil sich die Lehrperson auch auf die schwécheren Schilerinnen und Schiiler
konzentrieren muss, hat sich das verhdangnisvolle Paradigma herausgebildet, dass gerade
jene Schilerinnen und Schiiler einfach zu handhabende Rezepte bendtigen, um
wenigstens die minimalen (fachlichen) Kompetenzen zu erreichen. Es bildet sich ein
Teufelskreis: Auf die Mtihen, welche die Lernenden beim Ubernehmen der
mathematischen Verfahren bekunden, reagieren die Lehrenden — untersttitzt von
Lehrblichern und Lehrmitteln — mit einer immer ausgekltigelteren und raffinierter
gegliederten Stoffvermittlung in der Meinung, dass sehr einfache und kleine Schritte doch
flr alle verstehbar sein mussten. Genau das ist aber eine Tduschung, denn durch die
vielen kleinen Schritte, durch die sogenannte Segmentierung (Gallin & Ruf 1990, S. 36 ff.),
werden die Lernenden nur noch mehr vom eigentlichen Thema entfernt, weil der Durch-
und Uberblick erschwert und ihre Person gar nicht erst angesprochen wird. Die
notwendige Bedingung ftir ein Verstehen wird nicht gegeben. Die Lernenden geraten in
vollstdndige Abhéngigkeit von vorgegebenen Erkldrungsschemata.
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Ein Teufelskreis kann nur mit einem Befreiungsschlag aufgebrochen werden. Das
bedeutet, dass viele Selbstverstandlichkeiten der tradierten Didaktik hinterfragt und
vielleicht sogar eliminiert werden mussen. Kénnte es sein, dass unser didaktisches
Bemtuihen einen schédlichen Einfluss auf die geistige Entwicklung unserer Kinder hat, dass
es die sogenannte Mathematikschadigung verursacht? Freudenthal sagt im erwéhnten
Artikel (Freudenthal 1982): ,Ja, vielleicht hat das nutzlose Mathematiklernen noch
Schaden verursacht.“ Worauf mussten wir also achten? Zur Beantwortung solcher Fragen
md&chte ich aus dem Konzept des ,Dialogischen Lernens®, welches ein umfassendes
padagogisches Angebot macht (Ruf & Gallin 2005), die hier relevanten Aspekte
herausgreifen und pointiert auf den Mathematikunterricht bezogen darstellen.

Zutrauen

Das Hauptproblem der traditionellen Mathematikdidaktik ist, dass die Lehrpersonen in der
Regel den Lernenden zu wenig zutrauen. Dies geschieht nicht etwa béswillig, sondern aus
dem Bestreben heraus, den Lernenden das Beste zu geben. In vier Bereichen ist dies
besonders deutlich zu erkennen: Es herrscht die Meinung vor,

+ dass das gesamte Fachwissen in von langer Hand geplanter Wissensvermittlung schén
segmentiert dargeboten werden soll,

+ dass untadelige Algorithmen flir fehlerfreies Funktionieren instruiert werden sollen,

- dass perfekte Ubungsaufgaben auszuarbeiten sind und

+ dass nur allerbeste Veranschaulichungen bereitgestellt werden muissen.

Fehlendes Zutrauen &ussert sich in diesen vier Bereichen konkret folgendermassen:

1. Die Trennung zwischen Wissensvermitteln und Uben geschieht meist so, dass die
Theorie im eigentlichen Klassenunterricht préasentiert wird und die Ubungen als
Hausaufgaben erteilt werden. Wenn aber als Hausaufgaben anstelle von gewdéhnlichen
Ubungen tiber entsprechend gestellte Auftrédge einfache, aber echte Fachprobleme und
Forschungsfragen aufgegeben werden, kann sich diese traditionelle Aufteilung durchaus
andern. Entscheidend ist, dass sich die Lernenden mit den zentralen Fragestellungen
hinreichend lange auseinandersetzen kénnen und mussen. Ob dies nun zu Hause oder in
der Schule geschieht, ist nebenséachlich. Als Beispiel daflir mag das Potenzrechnen mit
allgemeinen Exponenten herangezogen werden. Normalerweise kennen die Schilerinnen
und Schliler bereits aus dem 7. oder 8. Schuljahr das Rechnen mit nattirlichen
Exponenten. In einem spéteren Zeitpunkt sollten sie nun auch negative und gebrochene
Exponenten, ja sogar irrationale Exponenten kennenlernen. Schaut man sich die
Lehrbticher an, so kénnte man glauben, dass die Lehrkraft die Definitionen fiir diese
Verallgemeinerungen in der Stunde besprechen und dann mit einigen Ubungen festigen
sollte. Dazu bieten die Lehrblicher in der Regel viel Material an, zuerst zum Rechnen mit
ganzzahligen Exponenten, dann zum Rechnen mit gebrochenen Exponenten und auch mit
irrationalen Exponenten. Zum Schluss stellt man dann die vermischten Aufgaben. Die
Erfahrung zeigt aber, dass auch nach mehrwéchiger Vorbereitung beim Ubergang zu den
vermischten Aufgaben erhebliche Schwierigkeiten auftauchen, ja man sogar den Eindruck
gewinnt, als hatte man die einzelnen Teilgebiete gar nicht behandelt. Diese Erfahrung hat
mich dazu gebracht, ganz anders in das Thema einzusteigen und den Lernenden gleich zu
Beginn den zentralen Auftrag mit folgendem Inhalt zu stellen: Wie muss man die uns noch
unbekannte Zahl 27 einerseits und die Zahl 2'"® andererseits definieren, wenn wir die
Annahme treffen, dass die schon ldngst bekannten Potenzgesetze, insbesondere

2.2 = 2% ynd (29)° = 22° weiterhin gliltig bleiben sollen? Es zeigt sich, dass die
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Lernenden durchaus in der Lage sind, sich mit solchen ,Forschungsfragen® auseinander-
zusetzen und auch Antworten finden. Man kann ihnen also wesentlich mehr zutrauen, als
dies ublicherweise der Fall ist. In diesem Auftrag kommt auch zum Ausdruck, wie die
Segmentierung in zuerst negative und dann gebrochene Exponenten unnétig ist. Kurz
gesagt: Man beginnt gleich mit ,vermischten Aufgaben®, anstatt viel Zeit in die Teile zu
investieren.

2. Eine schon etwas subtilere, weil verstecktere und unbewusste Art von fehlendem
Zutrauen wird durch die in der Mathematik tibliche Weise der Darstellung von Ergebnissen
suggeriert. Definitionen und Sétze beherrschen die mathematische Literatur. Das verleitet
die Lehrpersonen dazu, auch den Schtlerinnen und Schdilern hieb- und stichfeste
Definitionen und Algorithmen flir bestimmte Probleme zu liefern: Beispielsweise die
Bruchdivisionsregel ,man dividiert durch einen Bruch, indem man...“ oder die Aquivalenz
,10g,(b) = ¢ < & = b*“, mit der man den Logarithmus definiert, oder auch das Gausssche
Eliminationsverfahren zum Lésen linearer Gleichungssysteme. Zur ersten Regel sei hier
der Hinweis erlaubt, dass es im Prinzip gentigt, die Kernidee ,geteilt durch einhalb gibt
mehr” und eine zugehdrige Geschichte zu kennen (Ruf & Gallin 2005, Band 2, S. 25).
Ebenso kurz sei hier der Hinweis auf den von den Schilerinnen und Schtilern
normalerweise wenig geliebten Logarithmus: ,Der Logarithmus zur Basis a von b ist
diejenige Zahl, die man auf a setzen muss, um b zu erhalten.“ Mit diesem — zugegebener-
massen sehr salopp formulierten — Sétzlein werden die Lernenden in die Lage versetzt,
sich etwas Konkretes unter einem Logarithmus vorzustellen und sogar selbststédndig die
Logarithmengesetze (insbesondere auch die wenig beachteten ,Wegfressgesetze*

log, (@) = b und a°%® = b) und andere Formalisierungen zu finden. Bei den linearen
Gleichungssystemen will ich etwas ausftihrlicher werden. Normalerweise werden lineare
Gleichungen mit einer einzigen Variablen (Unbekannten) eingeflihrt. Auch die zugehdrigen
Textaufgaben sollten mit einer Unbekannten bewaltigt werden. Nun zeigt sich, dass es
gerade dabei oft viel nattirlicher wére, gleich zu Beginn mit zwei oder mehr Unbekannten
zu arbeiten. Das nachfolgende Beispiel stammt aus ,Algebra 1“ (Deller u.a. 2000, Aufgabe
131, S. 67) und sollte mit einer einzigen Variablen gelést werden: ,Peter holt Rotwein,
Weisswein und Mineralwasser aus dem Keller. Er nimmt gleich viele Weinflaschen wie
Mineralwasserflaschen und doppelt so viel Weissweinflaschen wie Rotweinflaschen,
insgesamt 30 Flaschen. Wie viele Flaschen jeder Sorte sind es?* Hier liegt es doch nahe,
die Variablen r, wund m zu deklarieren als die Anzahlen der entsprechenden Flaschen,
und dann die drei Gleichungen flir die drei Unbekannten aufzustellen. Den Lernenden
bereitet das nachfolgende Eliminieren mit dem Einsetzungsverfahren keine
Schwierigkeiten, ja sie finden es sogar selbst. Wie viel schwieriger ist es doch, diese
Aufgabe mit einer einzigen Variablen (z. B. x = Anzahl Rotweinflaschen) direkt in eine
Gleichung umzusetzen! Die Gleichung x + 2x + (x + 2x) = 30 kann nur dann so leicht
hingeschrieben werden, wenn man auf die gute Idee kommt, die Anzahl Rotweinflaschen
mit x zu bezeichnen und damit die Anzahlen der anderen Flaschensorten auszudrticken.
Kurz: Man muss im Kopf, bevor man etwas schreibt, die Aufgabe schon so gut
durchschauen, wie man dies mit drei Variablen erst nach dem Aufstellen der Gleichungen
beim schriftlichen Rechnen tun musste. An diesem Beispiel sieht man, dass es sich
erstens nicht lohnt, lange Zeit bei Textaufgaben mit einer Gleichung und einer
Unbekannten zu verweilen und zweitens das Eliminationsverfahren bei mehreren
Gleichungen schon sehr friih thematisiert werden kann. Damit dies funktioniert, miissen
die Lernenden aber nicht einen Algorithmus mit strenger Hinflihrung zur sogenannten
Dreiecksform des Gleichungssystems auswendig lernen, sondern sie sollen eigene Wege
beschreiten, die nur durch eine Kernidee der folgenden Art gekennzeichnet sind: ,Wenn
du drei Gleichungen mit drei Unbekannten hast, dann sieh zu, dass du auf zwei
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verschiedene Arten mit dem Additionsverfahren auf zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten kommst.“ Mehr braucht es nicht. Man kann den Lernenden zutrauen, das
Verfahren am konkreten Beispiel zu finden. Ja, in einer h6heren Klassenstufe kénnte
sogar der Auftrag gestellt werden, eine Schematisierung zu entwickeln, welche nicht von
der jeweiligen glinstigen Konstellation der gegebenen Zahlen im Gleichungssystem
abhangt. Sogar das Gausssche Verfahren kénnte so von den Lernenden gefunden
werden.

3. Mathematiklehrerinnen und -lehrer verwenden sehr viel Zeit darauf, Ubungs- und
Prifungsaufgaben herzustellen, welche gut zur behandelten Theorie passen, ihrerseits
schén gestuft sind vom Einfachen zum Schwierigen und erst noch ,schéne Zahlen® beim
Rechenvorgang und beim Ergebnis liefern. (B6se Zungen behaupten sogar, dass die
Mathematiklehrpersonen nur deshalb so gut sind, weil sie stdndig Aufgaben herstellen.)
Dabei wird tibersehen, dass den Lernenden ausgerechnet in diesem Bereich viel zugetraut
werden kann und sie Erstaunliches, ja Uberraschendes erfinden kénnen. Das Herstellen
von Aufgaben fuir Mitschilerinnen und Mitschtiler birgt ein enormes Potential an
motivationaler Energie. Zum einen ist die erste Phase der eigentlichen Erfindung und
Herstellung stark motivierend, wenn das Ziel darin besteht, einerseits eine I6sbare und
andererseits eine recht schwierige Aufgabe zu generieren. Dann aber ist auch das Lésen
der betreffenden Aufgaben besonders attraktiv und spannend, da ja der Autor oder die
Autorin persénlich bekannt ist und allenfalls bei unlésbaren oder zu schweren Aufgaben
auch direkt angegangen werden kann. Der soziale Aspekt der Handlungskompetenz im
Mathematikunterricht kommt so ganz selbstversténdlich zum Zug. Mehr dazu kann im
zweiten Band ,Dialogisches Lernen in Sprache und Mathematik® (Ruf & Gallin 2005, S.
167 ff.) nachgelesen werden.

4. Die wohl subtilste Form von fehlendem Zutrauen unterlduft uns mit den besten
Absichten beim Einsatz von veranschaulichenden Hilfsmitteln, seien dies Modelle, wie sie
zum Beispiel aus Plexiglas in den Sammlungen der Fachschaft Mathematik zu finden sind,
oder seien dies die modernen, computergesttitzten Animationen auf Bildschirmen,
Projektionswénden und interaktiven Wandtafeln. Gerade bei diesen verflihrerisch schénen
und effizienten Errungenschaften ist besondere Vorsicht geboten, steht doch hier die
geistige Entwicklung der Lernenden ganz besonders auf dem Spiel. Beinahe paradox
verhalt es sich an dieser Stelle mit dem Zutrauen: Einerseits traut man den Lernenden zu,
die glatten und makellosen Veranschaulichungen rezeptiv zu verkraften, andererseits traut
man ihnen nicht zu, entsprechende Vorstellungen, Zeichnungen ja sogar Modelle
produktiv selbst zu entwickeln. Die geistige Entwicklung ist dabei nicht an ein reales Alter
gebunden, sondern vielmehr an das Problem selbst. Eine Person ist also gegentber einer
mathematischen Fachfrage oder einem mathematischen Problem zu Beginn immer
gleichsam ein Kind. Durch die Beschéftigung mit der Frage oder dem Problem reift die
Person langsam, indem sich ihr neue Fragen stellen, ihr mégliche Ansétze in den Sinn
kommen und ihr Ideen einfallen. Sie bearbeitet die Sache mehr oder weniger erfolgreich,
meist bis zu dem Punkt, wo sie ansteht und in den Austausch mit anderen zu treten
wuinscht. Dies ist ein Reifeprozess, der nicht abgektrzt werden kann und der flir ein
Verstandnis der Sachlage, wie wir von Gadamer, Wagenschein und Weinert wissen,
unerldsslich ist. Ob dabei das erwartete Ziel erreicht wird oder nicht, spielt keine grosse
Rolle. Wer also zum Beispiel von einem reguldren Dodekaeder spricht und glaubt, dessen
Netz den Kindern vorgeben zu muissen, handelt verwerflich, weil er erstens die Herstellung
des Netzes den Kindern nicht zutraut und zweitens sie dadurch schédigt, dass er ihre
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geistige Entwicklung durch einen Vorgriff abzuktrzen versuchtd. Es geht also — etwas
Uberspitzt formuliert — im Bereich der Veranschaulichungen um einen didaktischen
Jugendschutz, der kaum etwas mit dem tatsdchlichen Alter der Lernenden, vielmehr aber
mit ihrer Stellung relativ zu einem bestimmten Fachproblem zu tun hat. Wie beim
kérperlichen muss also auch beim geistigen Reifeprozess bei dem, was man einem
Heranwachsenden vorfuhrt, Ricksicht auf seinen jeweiligen Entwicklungsstand
genommen werden. Trifft eine Veranschaulichung zur Unzeit, das heisst zu frih, auf eine
unvorbereitete, unreife Person, so schadigt sie diese. Ist aber der Reifeprozess bis zu
einem gewissen Grad abgeschlossen, sind die Veranschaulichungen ein legitimer
Genuss.* Hier das richtige Mass und den richtigen Zeitpunkt zu finden, ist eine grosse
Kunst. Zusammenfassend halten wir fest: Modelle, Veranschaulichungen und Animationen
sind schén und gut, jedoch nicht jugendfrei. Beziehen wir die Uberlegungen der
vorangehenden Abschnitte mit ein, so gilt dieser Hinweis zum Jugendschutz auch ftir
Theorien und Algorithmen, mit denen die Kinder genauso erst nach einer gewissen
geistigen Reifezeit konfrontiert werden sollen (Gallin 2002).

Ein Beispiel mdge illustrieren, wie nahe sich fuir die geistige Entwicklung einerseits
schédliche und andererseits férderliche Veranschaulichungen kommen kénnen. Man stelle
sich vor, von einer gut schélbaren Wurst (z.B. von einer Lyonerwurst) werde eine Tranche
schief abgeschnitten und dann geschélt. Die Frage stellt sich, wie denn die abgezogene
und glattgestrichene Wursthaut aussehe. Damit wird eine ganze Reihe von
mathematischen Fragen aufgeworfen bis hin zur Frage nach einem Beweis flir die
gefundene Form. (Dass diese Fragestellung auch einen ganz realen Anwendungsbezug
hat, sei nur am Rande vermerkt: Wenn ein Spengler Blech flir zwei zylindrische Rohre
zurechtschneiden muss, welche in einem rechten Winkel aufeinander stossen sollen,
muss er genau dieses Problem I6sen.) Soweit die fur die geistige Entwicklung férderliche
Anlage. Nun findet sich in einem alten Buch (Steinhaus 1950, S. 198, 199) folgende
Bildersequenz zum gleichen mathematischen Inhalt: Eine zylindrische Kerze wird
mehrfach mit einem nicht zu breiten Papierstreifen eingewickelt. Dann wird sie im Bereich
der umwickelten Stelle schief entzweigeschnitten. Wickelt man dann die eine Hélfte des
durchschnittenen Papiers ab, entsteht eine interessante ebene Kurve, welche vom Messer
produziert worden ist. Warum ist diese Veranschaulichung eher schadlich als die erste?
Neben der Tatsache, dass man Kerzen im Gegensatz zu Wiirsten normalerweise nicht
durchschneidet, wird die Periodizitat der interessanten Kurve gleich von Anfang an durch
das mehrfache Einwickeln offengelegt. Es bleibt kein Raum fuir die geistige Konstruktion
der Periodizitat und Differenzierbarkeit der Kurve. Das Rétsel wird damit zwar
wohIimeinend vereinfacht, gleichzeitig aber kann die Entzauberung zu einer
Mathematikschadigung beitragen, indem sie von einer eigenen geistigen Tatigkeit abhélt
und das didaktische Arrangement ganz in den Vordergrund rtickt.

Fir den reguldren Mathematikunterricht gibt es neuerdings einen Ansatz, der explizit die
personliche Vorstellungskraft unserer Schlerinnen und Schiiler schult. Die
Forschungsarbeiten von Christof Weber befassen sich mit sogenannten ,Mathematischen
Vorstellungstibungen®. In seinen Blichern und Beitrdgen (Weber 2007, 2008, 2009 und

3 Siehe Beispiel am Schluss dieses Artikels.

4 Es ware eine Uberreaktion, wie beim Bildersturm der Reformation im 16. Jahrhundert Vorstellungshilfen
und Veranschaulichungen ganz aus dem Mathematikunterricht zu verbannen.

(Zitat aus Wikipedia, 27. Marz 2010: Auf Weisung reformatorischer Theologen und der zum neuen Glauben
libergetretenen Obrigkeit wurden Gemadlde, Skulpturen, Kirchenfenster und andere Bildwerke mit
Darstellungen Christi und der Heiligen sowie weiterer Kirchenschmuck, teilweise auch Kirchenorgeln, aus
den Kirchen entfernt. http://de.wikipedia.org/wiki/Reformatorischer_Bildersturm)
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2010) sind viele Beispiele zu finden, wie einzig durch gedankliches Vorstellen in einem
bestimmten mathematischen Sachverhalt erstaunlich tief vorgedrungen werden kann. Mit
seiner ganz unpratentiésen Einleitung ,Stellt euch einmal vor,...“ stésst man im Unterricht
auf einfachste Weise das Tor zu einer geistigen Entwicklung der Lernenden auf und zwar
auf allen Schulstufen. Das gilt beispielsweise auch flir Studierende des Fachs Mathematik,
die mittels einer Vorstellungstibung zu den Kugeln von Dandelin in die Lage versetzt
werden, im Nachhinein selbststédndig ein rdumlich ansprechendes Bild der Situation zu
skizzieren, ohne je ein entsprechendes reales Modell, das es nattrlich gibt, gesehen zu
haben. Sobald sie aber die inneren Vorstellungen aufgebaut haben, empfinden sie das
reale Modell als wunderbare Bestatigung ihrer Leistung und ihrer Reife. Und sie erinnern
sich noch Jahre nach der Vorstellungstibung an das Phdnomen der Dandelin-Kugeln.
Bereits Platon hat in seinen Werken mehrmals auf das ,geistige Auge” (oft auch als
»~oeelenauge” oder sogar als ,Verstandnis® libersetzt) hingewiesen, das mehr wert sei als
tausend leibliche Augen und mit dem allein die Wahrheit geschaut werden kénne
(Schleiermacher 1963). Fur ihn war die Beschéftigung mit Mathematik nichts anderes als
die Schulung dieses Sehens.5

Zuhoren und Zuwenden

Nachdem nun viel Gber das in der traditionellen Didaktik fehlende Zutrauen gesprochen
worden ist, rlicken zwei nachgeschaltete didaktische Bewegungen wie von selbst ins
Blickfeld. Damit die Lehrperson in jedem Moment weiss, welchen Reifegrad ihre
Schulerinnen und Schitiler besitzen, muss sie deren Produkte laufend sichten. Das
Kennzeichen des Zutrauens ist es, dass die Lernenden zu Produktionen angehalten
werden, die im traditionellen Unterricht nicht flir méglich gehalten werden. Umso wichtiger
ist es, dass die Lehrperson diese oft unvorhersehbaren Leistungen wirdigt, auswertet und
wieder in den Unterricht einfliessen lasst. Dieser Vorgang kann mit ,,Zuhdren“ umschrieben
werden, womit zum Ausdruck kommt, dass sich die primére Aufgabe der Lehrperson
verlagert von der Produktion zur Rezeption, wahrend umgekehrt bei den Lernenden von
der Rezeption zur Produktion (Ruf & Gallin 2005, Band 2, S. 10 ff.). Eigentlich ist diese
Umkehr ldngst bekannt: Produzieren ist einfacher als Rezipieren, denn beim Rezipieren
sind immer zwei Standpunkte zu bedenken, wéhrend beim Produzieren zunédchst nur der
eigene Standpunkt zéhlt. Daher sollen die Lernenden mit dem Produzieren beginnen
durfen.t |hre Entwicklung kann aber nur Fortschritte machen, wenn sie erfahren kénnen,
dass ihre Produktionen ernst genommen werden und dass sie einen unmittelbaren
Einfluss auf das Geschehen im Unterricht haben. Es ist also unumgéanglich, dass die
Lehrperson alle Arbeiten der Lernenden einsammelt und durchsieht. Erst dann kann sie
sich an die Feinplanung des Unterrichts machen. Mehr zu dieser Praxis des Dialogischen
Lernens findet man in mehreren Publikationen (Gallin 2008, 2009).

Dass bei der Sichtung der Schlilerarbeiten ein grosser Arbeitseinsatz der Lehrperson
erforderlich ist, kann leicht abgeschéatzt werden. Umso mehr muss man ein Auge auf jene
Stellen werfen, an denen die Arbeit erleichtert werden kann. Der Hauptpunkt liegt im
Zutrauen: Wenn den Schilerinnen und Schiilern mehr zugetraut wird, fallen viele

5 Wéhrend Platons Gedanken zum geistigen Auge und zur Mathematik sehr praxisnah und relevant flir die
Schule sind, kénnen wir heute seinen Ausflihrungen zur Schule nicht mehr folgen. Platon hat die Schulung
des Volkes lberhaupt nicht ins Auge gefasst, sondern sich nur um die Elite (Kriegerkaste) geklimmert. Sein
streng hierarchisches Denken steht einer Volksschule diametral entgegen.

6 Bereits beim Erstleseunterricht gilt dieses Prinzip, wenn man Jiirgen Reichen und seiner Kernidee ,Lesen
durch Schreiben” folgt (Reichen 1988).
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Aufgaben weg, welche traditionellerweise die Lehrperson — vor allem im Bereich des
Vorbereitens und des Bereitstellens von Material — tibernommen hat. Neben diesem
Ausgleich, der allerdings einiger Gewdhnung bedarf, ist daftir ein nicht zu unterschétzen-
der Lohn in Aussicht: Die Lehrperson muss sich nicht mehr ktinstlich und angestrengt um
einen besonders persénlichen, einflihlsamen und netten Umgang mit den Lernenden
kiimmern, denn durch das Zutrauen und das Zuhdren entwickelt sich von selbst eine fir
die Lernenden deutlich splrbare Zuwendung, welche sie liber das Fach selbst erfahren
und nicht etwa bei ausserschulischen Aktivitdten. So lernen sie das Fach als etwas sehr
Persdnliches kennen in zweifacher Auspragung: Zum einen personifiziert der Fachlehrer
oder die Fachlehrerin das Fach und lebt vor, wie das Fach auch im elementaren,
schulischen Bereich noch eine geistige Entwicklung ermdglicht, zum anderen kann die
Person des Lernenden spuren, dass sie mit ihren eigenen ldeen, Ansétzen und Beitrdgen
nicht chancenlos ist gegentiber einem altehrwirdigen Fach wie der Mathematik.

Ein konkretes Beispiel aus dem 5. Schuljahr” mége abschliessend zeigen, wie zwanglos
und direkt man im Mathematikunterricht vom Zutrauen tber das Zuhéren zum Zuwenden
gelangen kann: Es geht um das Thema ,Netze von Kérpern®. Ein erster Auftrag an die
Schdlerinnen und Schiiler mag etwa so gestellt werden: ,In der Mathematik nennt man
einen Bastelbogen flir einen geometrischen Kérper ein ,Netz’. Gib Netze von Kérpern an,
die du bereits kennst.“ Und schon sprudelt es und die Kinder tragen ihre Schétze herbei,
die naturlich aufgegriffen und besprochen werden. Ein zweiter Auftrag kénnte lauten: ,Hier
siehst du einen Kérper. Zeichne dessen Netz!“ Wenn die Kinder gewdhnt sind, die Spuren
ihrer Denkschritte festzuhalten, sind Perlen wie jene von Leon immer wieder zu finden: Er
skizziert als Netz fiir einen geraden Kreiskegel die folgende Figur (Abb. 2) in sein Journal,
bemerkt aber rasch seinen Fehler und zeichnet schnell eine korrekte Figur. Zum Giltick hat
die Lehrerin seinen ersten Versuch vor dem Radiergummi retten k6nnen.

Abb. 2: Leons erster Versuch flir ein Netz eines geraden Kreiskegels

Welche Lehrperson hétte die Fantasie und den Mut gehabt, in ihrer Vorbereitung Leons
erstes Netz zu erfinden und den Lernenden als Réatsel vorzulegen? Jetzt aber entspinnt
sich eine angeregte Diskussion Uber Leons merkwirdigen Kérper, ja man fragt sich
schliesslich, wie denn das Netz einer Kugel oder eines schiefen Kreiskegels wohl
aussehen mlisste. Fragen, die auch Lehrpersonen ins Grtibeln bringen, denn es kommt
sogar die Rektifikation der Ellipse ins Spiel. (Erstaunlicherweise féllt man beim Versuch,
ein Netz einer zylindrisch segmentierten ,Kugel“ zu konstruieren, auf die gleichen Kurven
zurtick, wie sie das Experiment mit der Lyonerwurst zutage geférdert hat.) Dieses Beispiel
aus dem Unterricht zeigt, welch geistige Entwicklungsmdéglichkeiten sich eréffnen, sobald
man den Kindern etwas zutraut und nicht gleich etwas didaktisch bis ins Detail
Ausgeklligeltes vorsetzt.

7 Das Beispiel entstand am 17. Juni 2009 im Unterricht von Studienratin Maren Distel vom Hegau-
Gymnasium in Singen (Hohentwiel).
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