Vorspann

In jedem Oktanten kann man Kugeln unterschiedlicher GréBe so
platzieren, dass sie alle drei Koordinatenebenen beriihren.
Ihre Mittelpunkte

(m[m|m), (m|m| —m), (m| —m| —m), (—=m|m| — m)

liegen auf den 4 Raumdiagonalen.



Vorspann

Mittelpunkte (m|m|m), (m|m|—m), (m| —m|—m), (—m|m|—m)

Eine weitere Ebene E in allgemeiner Lage durchschneidet sieben
der acht Oktanten.

Sie schneidet alle vier Raumdiagonalen.

Es gibt Kugeln, die die Koordinatenebenen und diese allgemeine
Ebene E beriihren - auf jeder der vier Raumdiagonalen miissten
zwei Kugelmittelpunkte zu finden sein.

In einem Oktanten keine Kugel, dafiir im gegeniiberliegenden
Oktanten zwei, in den iibrigen Oktanten jeweils eine Kugel.



Aufgabe mit iiberraschender L6sung

Gegeben sind die Koordinatenebenen und
die Ebene E mit E : 3x1 + 2x» + 6x3 = 28.

Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius aller Kugeln,
die alle vier Ebenen beriihren.

Wie viele Losungen erwarten Sie?



Losungen

Mittelpunkte auf der Raumdiagonalen ry: M(m|m|m)

Abstand des Mittelpunkts M von Ebene E: m

|3m +2m + 6m — 28|

m | -7
32 422 4 62
3m4+2m+6m—28=7m 3m+2m+6m—28=—7Tm
1lm—-28=7Tm 11lm—28=—7Tm
4m = 28 18m = 28
m1—7 mgz%




Losungen

Mittelpunkte auf der Raumdiagonalen ra: M(m| — m|m)

Abstand des Mittelpunkts M von Ebene E: m

|3m —2m + 6m — 28|

m
V32 422 462
3m—2m+6m—28=7m 3m—2m+6m—28=—-7m
Tm—28=Tm Tm—28=—Tm
—-28=0 14m = 28

keine Losung m3 =2




geheimnisvolle geometrische Eigenschaft

Ebenen in wirklich allgemeiner Lage liefern 8 Losungen.

Manche Ebenen liefern nur 7 Lésungen, z. Bsp
E: x1+2x%+2x3=d d#0

E: 3xg+4x+12x3 =d d#0
E: 6x; 4+ 10x, 4+ 15x3 = d d+#0

Welches gemeinsame Merkmal besitzen diese Ebenen?

Was unterscheidet sie von der allgemeinen Lage?



geheimnisvolle geometrische Eigenschaft

E: xx+20+4+23=d d#0
E:3x+40+12x3=d d#0
E:6xg4+10xx+15x3=d d#0

Beobachtung: der Betrag des Normalenvektors lasst sich als
Summe oder Differenz der Komponenten des Normalenvektors

~1+2+2=V12+22+22=3

—2+3+6=V2+32+62=7
—344+12=1/32+42 4122 =13
—6+ 10+ 15 = /62 + 102 + 152 = 19

.. und die geometrische Bedeutung?

darstellen:



Gedrehte Orthonormalbasen
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Wiirfelschnitte liefern auBer Quadraten und Rechtecken auch
gleichseitige Dreiecke oder regelmaBige Sechsecke.
Mit gedrehten Wiirfeln mit ganzzahligen Koordinaten kann man

relativ einfach glatt aufgehende Aufgaben zu Winkelberechnungen
erstellen.




e Gibt es fiir jede ungerade Zahl d eine gedrehte Orthonormalbasis
(vi, v3, v3), deren Koordinaten ganzzahlig sind?

e Kann man fiir jede ungerade, ganzzahlige Kantenldnge d eines
Wiirfels im kartesischen Koordinatensystem eine Lage finden, so
dass eine Ecke im Koordinatenursprung liegt, und nicht alle anderen
Ecken in den Koordinatenebenen liegen, aber alle Ecken ganzzahlige
Koordinaten haben?

e gesucht:
a e h
A= b |,vw=]|f [,va=|[ i
c g k
mit
il = [va| = |v3| = d
und

ilvlwnlwy 10



pythagoriische Quadrupel

(a, b,c,d) mit a% + b + c? = d?, a,b,c,d eZ
fuir vollstandig gekiirzte pythagordische Quadrupel gilt:
e d ungerade
e (a,b,c) teilerfremd

e von (a, b, ¢) sind zwei Werte gerade , der dritte ungerade

11



Orthonormalbasen: Beispiele - 1

Einheitsmatrix |[v| =1

1 0 0

0 1

0 0 1
Zyklisch vertauschte Vektoren:

V] =3 7] =7 7] = 13

-1

H R
- =N 6 || -2 | 12
- HIE 6
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Beispiele - 2

Einheitsmatrix |[v| =1

0 0
0 1
0 0 1
Pseudoquadrupel:

V| =5 |V] =13 |V| =17
30| 5 || o || & g || o || Sl
0 5 0 0 13 0 0 17 0
Mo |s| HM|o|5 | EM[o s

13



Beispiele - 3

Einheitsmatrix |[v| =1

010
0 1
01011
Kreuz
V] =9 V] =11 V] =17
14| B 2|6 | 8 12 | @
4 | -7 4 6 | -7 6 12 || -1 | 12

14



Beispiele - 4

weder zyklisch, noch Pseudo, noch Kreuz:
|V] =15 V] =21 V| =23

12 (| (11| (@ 23 | HE

2 -14 5 16 | -13 4 3 14 18

B8 5 | 10 B4 (|-19 P8I 18 || -13
... aber diagonalsymmetrisch:

b || &

e f

B f|s

ii5)



Bedingungsgleichungen

L]

e f

B f|s
(1) a2+b>+c?=d° (4) ab+be+cf=0
(2) P2 +e+f2=d? (5) ac+bf+cg=0

(3) c2+f+g2=4d? (6) bc+ef+fg=0
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wie weiter?

6 Gleichungen, 6 Unbekannte in Abhangigkeit von d

Wie kommt man an die zugrunde liegenden Zusammenhange?
Nach welchen Kriterien kdnnte man die Matrizen ordnen?
Welche Teilmenge kdnnte man zuerst untersuchen?

17



d = |V, i=1| b |, a+b+ct=d

Die Differenz zwischen |V| = d und einer Koordinate sei A

o.B.d.A: A=d-c
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Setze A=d-c=1:

&x
d:
&

aeN, frei wahlbar
d € N, d > a, wahlbar, mit Einschrankungen
c=d—-A, alsoc=d-1
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Setze A=d-—c=1:

a: aeN, frei wahlbar
d: deN, d> a, wahlbar mit Einschrankungen
c: c=d-A, alsoc=d-1

b=vVd2-c2-22=/(c+1)2-c2—a2=+2c+1- 22
b =2c+1-2a
—_——

2c +1—a%® muss eine Quadratzahl sein
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2=2c+1-2°

2c+1—a®> muss eine Quadratzahl sein: fir a=1: b%=2c
b2 = C1 = 0
b2 = Cy = 2

b? =16 3 =38

usw.

21



00 I S I S N W L.
11 0 ofo 1 offo o 1]1
3 |1 2 2 |2 22 2 1|2
o |1 4 8|4 7 48 4 1|3
191 6 186 17 -6 18 6 1|4

die Vorzeichen sind nicht das vorrangige Problem, sondern:

Welche Gemeinsamkeit haben die Zahlen einer Spalte?

22



19

2n 2 |[2n 2n®—1 -2n| 2n® -2n
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1]

14

-4

13

12

13
23

3

3(—2n)

—2n H 2n? — 4

2n? —5

2n* +4 [ 3-2n

2n

24



Nach der Untersuchung von a=1, a=3, a=5, a=7

war die Rolle des Parameters a zu erkennen:

a
a 2an —3(a®—1)+2n?
2n —3(a®+1)+2nm —2an
c

3(a* = 1) +2n? —2n a
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Nach der Untersuchung von a=1, a=3, a=5, a=7

war die Rolle des Parameters a zu erkennen:

a
a 2an —3(a®—1)+2n?
2n —3(a®+1)+2nm —2an
c

3(a* = 1) +2n? —2n a

Mit b= v2c—a2+1und b=2nfolgt n=3v2c — a2 +1
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av2c— a2 +1 c—a’+1

a
b

V2c—a2+1 c— a> —av2c—a%2+1
c

27



umgeordnet erkennt man die Diagonalmatrix:

die Vorzeichen stimmen noch nicht ganz...

c—a:+1 av2c—a’2+1

Tl 906 0

2c—a’+1| —ay2c—a—+1 ©— g

28



A=2 a

Auf die gleiche Art habe ich A =2 untersucht: A=d —c=2

b=vVd2—c?2—22=/(2c+2)2—c2— a2 =4c+ 4 — 22

c a —Vl4c—a*+4

a \/c2—|—4c—a2c+%a4+4—232 Tavac— a2 +4

4c— a2+ 4 —1aVic—a% +4 c—3a°

Wann liefert die Wurzel im Mittelfeld natirliche Zahlen?
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A=2 a

Wann liefert \/C2 +4c — a%c + %34 + 4 — 232 natiirliche Zahlen?

c2+4c—32c+%a4+4—232:...?
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A=2 a

Wann liefert \/C2 +4c — a%c + %34 + 4 — 232 natiirliche Zahlen?

c®+4c— a’c+ %34 +4-23 kann man umsortieren:
1
GG (AN ) = ) B A
—_——— 4
~—_——

c?— c(a®—4) + =-a*—2a%+4

c? —2c(3a*—2) + (38°—2)* = (c— (%a2—2))2
also

\/c2+4c—a2c+%a4+4—2a2:\/(c—(%a2—2))2:

:c—%a2+2

die Wurzel liefert fiir gerade Werte von a eine natiirliche Zahl 31



A=2 a

Damit vereinfacht sich die Formel fir A=2: A=d —c=2

b=vVd2—c?2—22=,/(2c+2)2—c2— a2 =4c+ 4 — 22

c a 4 — 2% + 4
a c—1a?+2 —lavic—a?+4

4c—a2+4 | —3aV/hc— 2+ 4 —c+ 3a°

32



allgemeines A

im Vergleich der Matrizen fir A=1, A=2und A =5
lieB sich eine Matrix fiir allgemeines A aufstellen:

..abgesehen von den Vorzeichen:

—a —c+%a2—A %ab

b=+2Ac — a% + A2 %ab c—%a2

33



Zwischenstand:

bisher gezeigt:

e Es gibt unendlich viele Orthonormalbasen mit ganzzahligen

Koordinaten

o fiir frei gewdhltes a, ¢ und d kann man eine solche Basis
aufstellen, wenn die Formel fiir b einen natirliche Zahl liefert.

34



Zwischenstand:

bisher gezeigt:

e Es gibt unendlich viele Orthonormalbasen mit ganzzahligen

Koordinaten

o fiir frei gewdhltes a, ¢ und d kann man eine solche Basis
aufstellen, wenn die Formel fiir b eine natiirliche Zahl liefert.

noch zu zeigen:

e Es gibt fiir jedes ungerade d € N eine solche
Orthonormalbasis

wiinschenswert: eine einfachere Formel....
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A unter der Lupe

(o -a b
c —a b
-a
—a —c+%a2—A %ab
b
b=+v2Ac— a2+ A2 ~ab c— £a

Unser a steht in der Tabelle nicht auf der Diagonalen.
Alle Werte auf der Diagonalen hangen von ¢ und von A ab!

Gibt es in jeder Matrix drei A-Werte? und ¢ =d — Al
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A unter der Lupe

a b [ |
b e f
B f g

[ Aj=d—Ja| [ Au=d—lel [ Aw=d— el |

Welche Werte nimmt A in den bekannten Matrizen an?

1,2,4,5,8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 32, 34, 36, 40, ...7

Welche Gemeinsamkeit haben diese Zahlen?
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A unter der Lupe

| | d-13 | |
3 12 4
12 3
4 3 12

10 9 1
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A unter der Lupe

| | d=19 | |
6 10 15
10 -15 6 13 4 9
15 6 -10

| A =13 Ap=4 | Ay =9 |

In allen gezeigten Fillen gilt Ay + Ay = Ay

und alle bisher aufgetretenen A-Werte sind Quadratzahlen oder die
Summe aus zwei Quadratzahlen!

.. aber die Vorzeichen sind immer noch nicht befriedigend gelost
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A unter der Lupe

Wenn man das A sowohl als Differenz als auch als Summe bildet,
erhilt man in jeder Spalte zwei A-Werte:

a b [ |
b e f
B f g

A,_:d—a A”_:d—e A///_:d—g
A,+:d+a A”+:d+e A//,+:d+g

40



A unter der Lupe
2

6
- 2 5 10 13
d=7 2 -6
. 9 4 1
A_ =5 | Ay =10 | Ay =13
Ay =9 | Ayyp=4 Ay =1
1+4=5 1+9=10 94+4=13
3 12 4
12 -4 3 0 )
1 17 5
d=13 3 -12
. 16 9 1
A_ =10 Ay =17 Ajy— =25
Ay =16 | Ayy =9 Ay =1
1+9=10 1+16=17 9416 =25

41



A unter der Lupe

Beobachtungen*:

e In jeder Spalte erhdlt man einen A-Wert, der die Summe aus
zwei anderen A-Werten ist.

e Die Summanden sind Quadratzahlen.

k =4, s=+VAy, t= Ay

Was hat es mit diesen drei Quadraten und ihren Wurzeln auf sich?

*es gibt auch Orthonormalbasen mit anderen A-Werten, die werden hier nicht
betrachtet

42



A unter der Lupe

5 10 13
d=7
9 4 1
A —
Ay =9
1+4=5 9+4=13
= VA s= Ay t= VA

43



fast am Ziel

Nach ungezahlten Versuchen taucht die Vermutung auf:

k2+52+t2:A/+A//+A///:2d

und fiihrt liber Umwege, Sackgassen und begliickende
Entdeckungen zu folgender Formel:

44



2 2 2
k—sf—f:kQ_d k-s k-t
2 2 2
k-s 5 "24:52 d s-t
2 2 2
k-t G tos =k =2 d

Der Beweis, dass es eine Orthonormalbasis liefert, ist durch

Nachrechnen zu fiihren.

Noch immer zu zeigen: Es gibt fiir alle ungeraden d € N...
45



Behauptung:

Es gibt fiir jedes ungerade d € N ein Tripel (k,s, t) mit k,s,t € N,
so dass gilt:
K +s*+t?=2d
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Behauptung:

Es gibt fiir jedes ungerade d € N ein Tripel (k;s; t) mit k;s;t € N,
so dass gilt:
k2 +s2+t2=2d

Der Drei-Quadrate-Satz von GauB3 besagt:

Es gibt fiir jede natiirliche Zahl, die nicht die Form
m=4°p; a>0 und b =T7modS8

hat, eine Zerlegung in drei Quadrate.
47



Es gibt fiir jede natiirliche Zahl, die nicht die Form
m=4°h; a>0 und b =T7mod38
hat, eine Zerlegung in drei Quadrate.
Die hier ausgeschlossenen Zahlen sind fiir a > 0 Vielfache von 4,

fiir a = 0 sind sie ungerade.

Daraus folgt unmittelbar dass Zahlen der Form 2d = 4n+ 2
in drei Quadrate zerlegt werden kdnnen, da sie weder ungerade
noch Vielfache von 4 sein kdnnen.

48



Damit ist gezeigt, dass es fiir jede ungerade natiirliche Zahl d
(mindestens) eine Orthonormalbasis mit ganzzahligen Koordinaten
gibt.

Da die ungeraden Zahlen bei Verdopplung gerade Zahlen liefern,
kann man sogar sagen:
Es fiir jede natiirliche Zahl mit Ausnahme der Potenzen von 2

eine nicht triviale Orthonormalbasis mit ganzzahligen Koordinaten.

Viel Freude beim Suchen und Finden - es wirkt wie Zauberei!

*okokkk
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so einfach!

k2 4+ 2+ t2 =2d

- Aber zuriick zum Anfang: Wo ist die 8.Losung geblieben? S.54ff

50



Addendum

Ein Beispiel fiir eine Basis, bei der die Deltawerte Doppelquadrate
(18,32,72) sind, die Summenregel stimmt.

32472=104 18+32=50 18+72=90

d =61
-43 36 24
36 -11 48
24 48 -29

A_ =104 Ay_ =172 Ay~ =90
Ay =18 | Ayy =50 | Ayy =32

Bl



Formel Il fiir Doppelquadrate

Mit A = 2n?

fiir alle d, die direkt in 3 Quadrate zerlegt werden kdnnen
(die also nicht die Form 42 - b mit b mod 8 =7 haben)
kann auch die folgende Formel verwendet werden:

2k? —d || 2k-s 2k -t

Formel IlI: 2k - s 2s2 — d 2s -t

2k - t 2s-t || 2t2—d
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Formeln

kK —d | k-s k-t 2k2—d || 2k-s 2k - t
k-s s2—d s-t 2k - s 2s2 — d 2s -t
k-t s-t || t2—d 2k - t 2s-t || 22 —d

beide Formeln konnen mit unterschiedlicher Zerlegung auf
dquivalente Basen fiihren.
Es gibt jedoch auch Basen, die nur mit der zweiten Formel

aufgestellt werden kdnnen.
53



zyklische Basen, rotationssymmetrisch

Fiir s + t + k = 0 erhdlt man eine zyklische

(rotationssymmetrische) Orthogonalbasis.

Gemeint ist, dass man die Einheitsbasis um die Raumdiagonale
1

r:X=k| 1 | dreht (und streckt), um eine

1
rotationssymmetrische Orthogonalbasis zu erhalten.

Beweis durch Nachrechnen:

In der Formel wird k durch k = —(s + t) ersetzt.
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Formel fiir rotationssym. Orthogonalbasen

Fiir rotationssymmetrische Orthogonalbasen,
d.h. fiir Orthogonalbasen, fiir die k+s+t=0 gilt,
lasst sich Formel | wie folgt vereinfachen:

s-t=k*—d k-s k-t
k-s k-t=s2—d s-t
k-t G k-s=t>*—d
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Fiir k = t erhidlt man eine kreuzsymmetrische Basis

Fiir s = 0 erhalt man eine Pseudoquadrupel-Basis

56



die kleinste allgemeine Orthogonalbasis

V] = 39
13 -34 14 13 26 -26
26 19 22 -34 19 2
2 | 2 |28 1 |22 | 29

Keine Diagonalsymmetrie, aber sowohl die Spaltenvektoren als
auch die Zeilenvektoren bilden jeweils eine Orthonormalbasis.
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Aufgabe mit iiberraschender L6sung

Zuriick zur fehlenden achten Losung:

Gegeben sind die Koordinatenebenen und
die Ebene E mit E : 3x; + 2x» + 6x3 = 28.

Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius aller Kugeln,
die alle vier Ebenen beriihren.

58



Losungen

Mittelpunkte auf der Raumdiagonalen ry: M(m|m|m)

Abstand des Mittelpunkts M von Ebene E: m

|3m +2m + 6m — 28|

m
V32 422 462
3m4+2m+6m—28=7m 3m+2m+6m—28=—7Tm
1lm—-28=7Tm 11lm—28=—7Tm
4m = 28 18m = 28
m1—7 mgz%
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Losungen

Mittelpunkte auf der Raumdiagonalen ra: M(m| — m|m)

Abstand des Mittelpunkts M von Ebene E: m

|3m —2m + 6m — 28|

m
32§22+ 62
3Im—2m+6m—-28="7m 3m—2m+6m—28=—-7m
—————
Tm—28=Tm Tm—28=—Tm
—-28=0 14m = 28
keine Losung m3 =2
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Losungen- geometrische Erkldrung

Erklarung:
3

Der Normalenvektor | —2 | der Ebene gehdrt zu einer
6

rotationssymmetrischen Basis.

Die Ebene schlieBt also mit der Raumdiagnalen den gleichen
Winkel ein wie die Koordinatenebenen.

Die drei Kordinatenebenen beriihren in jedem Oktanten einen
Kegel in einer Mantellinie, den Winkelhalbierenden.

Die Ursprungsebene U : 3x; — 2x» + 6x3 = 0 ist auch eine Ebene,
die diesen Kegel beriihrt.

Jede Kugel um M(m| — m|m) mit Radius m beriihrt also die

Koordinatenebenen und U.
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Lésungen - geometrische Erkldrung

Die Ebenenschar Uk: 3x1 —2xp + b6x3 = k

besteht aus Parallelebenen zu U.

Diese Parallelebenen schneiden vom Kegel eine Art Scheibe

- bei Baumstdmmen wiirde man Schwarte sagen -

konstanter maximaler Dicke ab.

In die Kegelspitze passt eine Beriihrkugel, aber weder in die
Schwarte noch im Restkegel ist eine 2. Lésung mdglich, denn im
Restkorper werden die Kugeln zur Seite geschoben und kénnen
nicht mehr alle Ebenen beriihren -

und die andere Seite des Doppelkegels wird von der Schnittebene
nicht mehr erreicht.

Es gibt keine 2. Lésung auf dieser Raumdiagonalen.
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Lésungen - geheimnisvolle Eigenschaft

fiir rotationssymmetrische Orthogonalbasen gilt:
k+s+t=0 k=—-s—-t

V = (a; b; ¢) = (st; sk; tk)

damit
V]2 = d? = (st)? + (sk)? + (tk)? =

= s2t2 4 s(—s— 1?)92 + (t(—s — t))2

d? = s* + 253t + 352t + st3 + t*
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Lésungen - geheimnisvolle Eigenschaft

fiir rotationssymmetrische Orthogonalbasen gilt:
k+s+t=0 k=-s—t
vV = (a; b; ¢) = (st; sk; tk)
d? = s* 4+ 253t + 35212 + st3 4
gleichzeitig gilt: (st + s(—s — t) + (t(—s — t))?> =
=st—s st—t> —st)? = (s +st+t?)* =
=s* + 253t + 35%t? + st + ¢4

Also lasst sich bei rotationssymmetrischen Basen, bzw. bei Ebenen,
die parallel zu Mantelebenen liegen, der Betrag des

(Normalen-)Vektors auch als Summe seiner Koordinaten darstellen
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Vielen Dank fir lhre Aufmerksamkeit!
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Quadratsummen

Quadratsummen  Blatt 1a
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20} 21 22 23 24
1 1 8
2| 5 a4 18 zwischen 1 und 499 gibt es
3| 13 9 32 192 Quadratsummen abziigl. Dubletten kursiv: doppelt
4 17 20 25 16 50
5| 29 41 25 76 unterstrichen: dreifach
6| 37 40 45 52 61 36 98 [
7| 53 65 85 49 128 kursiv und unterstrichen: vierfach oder mek;
8 65 68 73 80 89] 100 113 64 192 200
9 85 97 117 145 81 |10%=
10| 101 104 109 116 125 136 149 100 242
11 125 137 221 121 288 15
12( 145 148 153 160 169 244 265 144 338 16
13 173 269 313 169 392 450 17
18
512 19
256 578 20,
545 289 648 21
580| 613 324 722 800 22
617 685 361 |20%= 23
761  400{ 882 24

925 484 1058
L) 1013 529 1152
1017 1060 1105 576

1205 1252
1305

872 901 932 965 1000 1037

26| 677 680 685

27 733 985 1053 1129
28 848[11865 1009]2040. 1073 1108 1145 1184} 1225 1268 1303|1360
29 845 857 877 905 941 985 1037 1097 1165 1241 13 1417

30] 901 904 909 916 925 936 949 964 981 1000 1021 1044 1069 1096 1125 1156 1189| 1224 1261 1300; 1341 1384 1429




Quadratsummen

Quadratsummen Bl 2a kursiv: doppelt unterstrichen: dreifach kursiv unterstrichen: vierfach und mehr
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

31 965 977 997 1025 1061 1105 1157 1217 1285 1361 1445 1537
32 1028 1033[12040] 1049 1060 1073 1088 1105 1124 1145 1168 1193 1249 1280 1313 1348 142414465 1508 1553 1600
1093 1105 1125 1153 1189 1233 1285 1345 BEW] 1573 1665

1157 1160 1165 1172 1181 1192 1205- 1237 1256 1277 1300 1325 1352 1381 1445 1597- 1685 1732

1229 1241 1325 1369 1421
1297 1300 1305 1312 1321 1345 1377 1396 1417 1440 1465 1492
1 1373 [EEREY 1385
1445 1448 1453 1460 1469 1493 1544 1565 1588 16131640 1700 1885 1928 1973
1621 1665 I 1717 2005 2097
1649 1700 1721 1744 1769 1796] 2041 2084 2129 2176
2210 B

1825

1813

1985

2341

3143

3332 3363

3560 3591 3653
S5 3m
60| 3601 3604 3609 3616 3625 3636 3649 3664 3681 3700 3721 3744 3769 3796 3827 3856 3889 3924 3961 4041 4084 4129 67P




Quadratsummen

Quadratsummen  Blatt 1b
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14|
15
16
17
18
19
20
21| 25
22 26
23 1250 27
24||25%= 28
25| 625 1352 29 2wischen 3000 und3499
26| 1301 676 1458 30; gibt es 198 Quadratsummen abziigl Dubletten
27 1405 729 1568 31
28| 1409 1460| 1513 784 1682 1800 32
29 B 1625 841 |30%= 33
30| 1525 1576 1629 1684 1741 900; 1922 34 68




Quadratsummen

Quadratsummen Bl 2b
29 30f 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40] 41 42 43 44 45 46 47 48
961 2048
1985] 1024 kursiv: doppelt
unterstrichen: dreifach
39
40 kursiv und unterstrichen: vierfach oder mel
a1
3042 |40%= a2
1521 32001} 43
3121 1600! 4
3281f 1681 45
3285 3364- 1764 6
3613 1849 47
3457[ 3536] 3617 3700 3785 1936 |45%= a8
2025
3716] 4141 2116
3809 4325 2209
3904 4329 4420 4513 2304
4001 4517 4705
4100] 4181 4264 4349 4436 4525 4616 4709 4804
56 4097 4160 4227 4292 4361 4432 4505 4580 4657
57, 4149 4273 4405 4545 4693
58 4264} 4325 4388 4455 4520 4589 4660 4733 4808 4885 4964| 5045 5118 5213 5300 5389 5480 5573 5668
59 4158 4265 4381; 4505 4637 4777 4925 5081 5235 5417 5597 5785
60[ 4225 4277 4329 4384 4441 4500} 4S61 4604 4G91 4756 4825 4896 4969 5949 5121 5200| 5281 5354 5449 5536 5625 5716 5809 (§E4




