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Wiirfelschnitte liefern auBer Quadraten und Rechtecken auch
gleichseitige Dreiecke oder regelmaBige Sechsecke.
Mit gedrehten Wiirfeln mit ganzzahligen Koordinaten kann man

relativ einfach glatt aufgehende Aufgaben zu Winkelberechnungen
erstellen.




e Gibt es fiir jede ungerade Zahl d eine gedrehte Orthonormalbasis
(vi, v3, v3), deren Koordinaten ganzzahlig sind?

e Kann man fiir jede ungerade, ganzzahlige Kantenldnge d eines
Wiirfels im kartesischen Koordinatensystem eine Lage finden, so
dass eine Ecke im Koordinatenursprung liegt, und nicht alle anderen
Ecken in den Koordinatenebenen liegen, aber alle Ecken ganzzahlige
Koordinaten haben?

e gesucht:
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Behauptung:

Es gibt fiir jedes ungerade d € N ein Tripel (k, s, t) mit k,s,t € N,
so dass gilt:

k> +s°+t2=2d

und die dargestellte Matrix eine Orthonormalbasis liefert.

k> —d k-s k-t




Beweis |V1|:‘V2|:|V3|:d

(1): Der Beweis, dass es eine Orthonormalbasis liefert,

ist durch Nachrechnen zu fiithren:

° ]\71|2 =d??

\\71|2 = (/(2—d)2+k252+k2t2 = O,25(/(2—52—t2)2+k252+k21&2 =
= 0,25(k* + s* + t* — 2k?s? — 2k?t? 4 25%t%) + k?s% + k%t? =

= 0,25(k* + s* + t*) + 0,5(k?s? + k2t? + s2t?)

und d? = (BE£H2)2 — 1(gd 4 o4 4 ¢4 4 25242 4 5242 1 skt2)
also vV = d, aus rotationssymmetrischen Griinden fiir alle drei
Vektoren.



Beweis vi L w1l wvz1lwy

e ilwvy & viown=07

2 2 2 2 2 2
k’%-ks—l—k&%—}—kt-st:

= 0,5(k3s — ks — kst?) + 0,5(ks® — k3s — kst?) + kst> = 0

Aus rotationssymmetrischen Griinden
entsprechend fiir vo L v3 und vy L v3



Beweis der Existenz

(2) Es gibt fiir jedes ungerade d € N ein Tripel (k;s; t) mit
k;s;t € N, so dass gilt:

k2 + 5% +t2=2d
Der Drei-Quadrate-Satz von GauB3 besagt:
Es gibt fiir jede natiirliche Zahl, die nicht die Form
m=4°h; a>0 und b =T7mod38

hat, eine Zerlegung in drei Quadrate.

Die hier ausgeschlossenen Zahlen sind fiir a > 0 Vielfache von 4,

fiir a = 0 sind sie ungerade.

Daraus folgt unmittelbar dass Zahlen der Form 2d = 4n + 2

in drei Quadrate zerlegt werden kénnen, da sie weder ungerade

noch Vielfache von 4 sein kdnnen. 7



Schlussfolgerung

Damit ist gezeigt, dass es fiir jede ungerade natiirliche Zahl d
(mindestens) eine Orthonormalbasis mit ganzzahligen Koordinaten
gibt.

Da die ungeraden Zahlen bei Verdopplung gerade Zahlen liefern,
kann man sogar sagen:
Es existiert fiir jede natiirliche Zahl mit Ausnahme der Potenzen von 2

eine nicht triviale Orthonormalbasis mit ganzzahligen Koordinaten.
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