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1 Das Imaginare in der Polareuklidischen
Geometrie

In den nachfolgenden Ausfiihrungen halten wir uns eng an die Darstellung in
Louis Locher-Ernsts in [3]. Siehe dazu auch [I]. Locher-Ernst schreibt in seiner
Einleitung:

Imaginare Gebilde lassen sich auf wesentlich verschiedene Arten durch
reelle Bilder veranschaulichen. Die iibliche Abbildung der komplexen
Zaheln z = x + 4y im rechtwinkligen (x,y)-Koordinatensystem oder
auf der Riemannschen Zahlenkugel eignet sich insbesondere zur an-
schaulichen Darstellung dafiir, welche Bereiche eine analytische Funk-
tion w = f(z) irgend einem Bereich der unabhingigen Variablen 2
zuordnet. Wie niitzlich auch diese Darstellung fiir viel Untersuchungen
ist, so ldsst sie den Geometer in einer Hinsicht doch unbefriedigt. Die
00? komplexen Punkte einer Geraden, .z.B. die Punkte 2 = a + iad’
(a,a’ reell) der x-Achse, werden durch die reellen Punkte einer Ebe-
ne versinnbildlicht, wodurch die nichtreellen Punkte der Geraden von
dieser als ihrem Trager losgelost erscheinen. Will man Geometrie in
der Ebene mit Einschluss des Komplexen pflegen, so miisste man beim
Festhalten der in der Funktionentheorie tiblichen Darstellung jeder Ge-
raden der Ebene eine besondere Ebene zuordnen, um die reellen Bilder
der komplexen Punkte der betreffenden Geraden unterzubringen.

Bekanntlich hat von Staudt diejenige reelle Darstellung der kom-
plexen Elemente des Raumes (Punkt, Gerade, Ebene) gefunden, wel-
che unmittelbar dem Wesen der Sache entspricht. Der Grund dafiir,
dass eine selbstverstindliche Handhabung dieser Darstellung noch ver-
haltnismaBig wenig verbreitet ist, liegt wohl darin, dass man die von-
Staudtsche Theorie gewdhnlich sogleich rein projektiv entwickelt. Na-
tiirlich bildet die projektive Theorie der Involutionen den Kern der Sa-
che. Zur Einfiihrung fragt es sich jedoch, ob man dem Anschauungs-
vermogen nicht entgegenkommen kann durch eine handgreifliche Ver-
bildlichung der Involutionen. Die folgenden Ausfiihrungen sollen zeigen,
dass dies wohl méglich ist. Um nur wenige Kenntnisse vorauszusetzen
wollen wir hierbei von vornherein auch metrische Begriffe verwenden.

Wir wollen im Folgenden die Entwicklungen Locher-Ernsts nachvollziehen,
soweit sie die komplexen Elemente einer reellen Ebene betreffen. Locher-Ernst
verwendet einseitig das Punktfeld, wenn er die Pfeildarstellung fiir imaginére
Punkte entwickelt und dabei Elemente der euklidischen Geometrie verwendet.
Wir wollen die Angelegenheit hier gleich auch dual fiir die Geraden durch-

2 © Immo Diener 21. Oktober 2018



fiihren und dabei sehen, wie die ebene Polareuklidische Geometrie dafiir den
angemessenen Rahmen bietet. Die direkt von Locher-Ernst zitierten Textpas-
sagen drucken wir in einer anderen Schriftart.

2 Imaginidre Punkte und Geraden und ihre

Zeichen

Zunichst fiiren wir den Grundbegriff ein, mit dem wir stindig arbeiten.

Die Punkte einer Geraden ¢ seien
zu Paaren A, Ay und B, B; und C, C}
usw. derart zusammengefasst, dass
fiir einen gewissen festen Punkt M
von g und ein beliebiges Paar P, P,
die Beziehung

d(M,P) -d(M, P;) = k = konst.

besteht. Eine solche Paarung heifit
Involution. M st der Mittelpunkt, k
die Potenz der Involution. Der dem
Mittelpunkt zugeordnete Punkt ist
der Fernpunkt von g.

Hierbei werden die Langen der Stre-
cken [M P], [M P;] mit demselben Vor-
zeichen in Rechnung gesetzt, sofern die
Richtung von M nach P mit der Rich-
tung von M nach P iibereinstimmt.

Die Strahlen eines Punktes G seien
zu Paaren a,a; und b,b; und c,c;
usw. derart zusammengefasst, dass
flir eine gewisse feste Gerade m
von G und ein beliebiges Paar p,p;
die Beziehung

d*(m,p) - d*(m,p1) = k = konst.

besteht. Eine solche Paarung heift
Involution. m ist der Mittelstrahl, k
die Potenz der Involution. Der dem
Mittelstrahl zugeordnete Strahl ist
der Nahstrahl von G.

Hierbei werden die Weiten der Facher
[mp], [mp1] mit demselben Vorzeichen
in Rechnung gesetzt, sofern der Dreh-
sinn von m nach p mit dem Drehsinn
von m nach p; tlibereinstimmt.

(Schnitt und Schein einer Strahlen- bzw Punktinvolution sind wiederum
Punkt- bzw. Strahleninvolutionen. Die Moglichkeit der obigen dualen Gegen-
iiberstellung ergibt sich aus dem im bereits frither dargelegten Zusammenhang

zwischen den d- und dem d*-Mag.)

Je nachdem die Konstante k, die Potenz der Involution, positiv oder negativ ist,

haben

die Strecken [M P], [M P;] irgend eines
Paares dieselben oder entgegengesetzte
Richtungen.

die Fécher [mp], [mp1] irgend eines
Paares dieselben oder entgegengesetz-
te Drehsinne.

Wahlen wir auf der Geraden g den Nullpunkt und Einheitspunkt, bzw. im Punkt
G den Nullstrahl und Einheitsstrahl eines Koordinatensystems (wobei der Fern-
punkt von g bzw. der Nahstrahl von G das Element oo bezeichnet) und sind
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a,z,r; die Koordinaten von M, P und P, bzw. vom m,p und p; so wird die
Involution also durch die Beziehung (z — a)(z1 — a) = k (a, k reell) festgelegt.
Bei positivem k heiRt die Involution hyperbolisch, fiir negatives k elliptisch. Fiir
k = 0 ergibt sich die ,,ausgeartete Involution” in der jedes Paar zugeordneter Punkte
bzw. Strahlen den Mittelpunkt bzw. Mittelstrahl enthalt.

Wir erinnern noch an einige sich aus der Erkldrung leicht ergebende Eigenschaf-

ten der Involutionen:

Jede Involution geht durch Projizieren
in  eine  gleichartige  Involution
tiber.

Eine Involution ist bestimmt durch zwei
Paare A, A; und B, B; zugeordneter
Punkte.

In einer elliptischen Involution tren-
nen sich zwei Paare zugeordneter
Punkte.

Ist A,A; ein Paar zugeordneter
Punkte einer elliptischen Involution,
so gibt es genau ein Paar B, By die-
ser Involution, das A, A; harmonisch
trennt.

Jede Involution geht durch Schnei-
den in eine gleichartige Involution
iiber.

Eine Involution ist bestimmt durch
zwei Paare a,a; und b, b; zugeordne-
ter Strahlen.

In einer elliptischen Involution tren-
nen sich zwei Paare zugeordneter
Strahlen.

Ist a,aqy ein Paar zugeordneter
Strahlen einer elliptischen Involution,
so gibt es genau ein Paar b,b; die-
ser Involution, das a,a; harmonisch
trennt.

Die Konstruktion von B, B; zu gegebenem A, bzw. von b, b; zu gegebenem a
geben wir an spaterer Stelle.

Eine nicht ausgeartete Involution enthilt genau zwei Doppelelemente, d.h. zwei
Punkte, bzw. Geraden, die sich selbst zugeordnet sind. In der Tat liefert die Glei-
chung (z—a)(z—a) = k die beiden Lésungen = = a++/k. Die Doppelpunkte bzw.
Geraden sind reell fiir eine hyperbolische, komplex fiir eine elliptische Involution.
Jedes Paar P, P; zugeordneter Punkte bzw. p,p; zugeordneter Strahlen trennt
in beiden Fillen die Doppelelemente harmonisch.

Durchlauft P die Punktreihe, bzw. p das Strahlenbiischel in einem bestimmten
Sinne, so durchlauft der in einer elliptischen Involution zugeordnete Punkt P; die
Punktreihe bzw. Strahl p; das Strahlenbiischel im gleichen Sinne, bei einer hyper-
bolischen Involution hingegen im entgegengesetzten Sinne. Wir kdnnen die Doppel-
elemente einer hyperbolischen Involution als die Trefferpunkte bzw. Trefferstrahlen
dieser entgegengesetzten Bewegungen auffassen. Bei einer elliptischen Involution
treffen sich die zugeordneten Elemente P, P, bzw. p,p; im Reellen nicht.Die el-
liptische Involution bestimmt aber eindeutig zwei imagindre Punkte bzw. Strahlen
als Doppelelemente.

Durchliuft P die Punktreihe in einem
bestimmten Sinne, so wird durch die

Durchléuft p das Strahlenbiischel in
einem bestimmten Sinne, so wird
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elliptische Involution dieser Bewegung
von P eine gleichsinnige Bewegung des
entsprechenden Punktes P; zugeord-
net.

durch die elliptische Involution die-
ser Bewegung von p eine gleichsinnige
Bewegung des entsprechenden Strah-
les p; zugeordnet.

Diese koordinierten Bewegungen betrachten wir als reelles Bild des einen ima-
gindren Doppelpunktes bzw. Doppelstrahles; der andere imaginidre Doppelpunkt
bzw. Doppelstrahl wird gegeben durch die koordinierten Bewegungen in entgegen-

gesetzter Richtung. Kurz:

Eine gerichtete elliptische Involution
in einer Punktreihe stellt einen ima-
gindren Punkt dar, und umgekehrt
kann jeder imagindre Punkt der be-
trachteten Geraden durch eine gerich-
tete elliptische Involution gegeben wer-
den.

Eine gerichtete elliptische Involuti-
on in einem Strahlenbiischel stellt ei-
ne imagindre Gerade dar, und umge-
kehrt kann jede imagindre Gerade des
betrachteten Punktes durch eine ge-
richtete elliptische Involution gegeben
werden.

Da es im Raum imagindre Geraden gibt, die sich nicht auf diese Weise ge-
ben lassen, heiften die eben eingefiihrten imagindren Geraden auch spezielle
imagindre Geraden. Da wir hier aber nur von der ebenen Geometrie handeln,

sprechen wir meist einfach von imagindren Geraden.

Fiir eine lebendige Anschauung sind diese koordinierten Bewegungen das We-
sentliche. Die Bewegungen lassen sich aber in einem Bilde nicht festhalten. Wir
wollen deshalb ein Zeichen einfiihren, das diese Bewegungen (d.h. die gerichtete

elliptische Involution) eindeutig festlegt.

Wir geben den Mittelpunkt M der
Involution und einen der der beiden
Hauptpunkte IV, N;. Das sind die bei-
den einander zugeordneten Punkte, die
von M denselben e-Abstand haben.
Ist h dieser Abstand, und hat M die
Koordinate a, so lautet die Gleichung
der elliptischen Involution

(x —a)(zy —a) = —h?.

Der von M nach N oder N; weisen-
de Pfeil (gerichtete Strecke) sei das
geometrische Zeichen fiir die gerichte-
te elliptische Involution. Der Pfeil NM
bestimmt den einen, der Pfeil M N;
den anderen (konjugiert komplexen)
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Wir geben den Mittelstrahl m der
Involution und einen der der beiden
Hauptstrahlen n, nq. Das sind die bei-
den einander zugeordneten Strahlen,
die von m denselben d-Abstand ha-
ben. Ist h dieser Abstand, und hat m
die Koordinate a, so lautet die Glei-
chung der elliptischen Involution

(r —a)(zy —a) = —h?.

Der von m nach n oder n; weisen-
de Twist(gerichteter Féacher) sei das
geometrische Zeichen fiir die gerichte-
te elliptische Involution. Der Pfeil mn
bestimmt den einen, der Pfeil mny
den anderen (konjugiert komplexen)
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Doppelpunkt der elliptischen Involuti- | Doppelstrahl der elliptischen Involu-
on. tion.

m n

Abb. 1: Pfeil und Twist als Zeichen fiir eine elliptische Punkt-
bzw. Strahleninvolution (Fig. 1 in[3])

Um eine Involution festzulegen bedarf es der Angabe zweier Elemente mit

ihren Bildern. Die durch einen Pfeil M N gegebene Involution ist gegeben durch
MNG Ny, wobei G, der Fernpunkt der Tragergeraden ist, und die durch den
Twist mn gegebene Involution ist gegeben durch mnggni, mit dem Nahstrahl
go des Tragerpunktes. Dies ist eine harmonische Darstellung der Involution von
M bzw. m aus. Man kénnte auch sagen, Pfeil und Twist ,sind“ gerichtete har-
monische Darstellungen der zugrundeliegenden gerichteten Involutionen vom
Fernpunkt Goo bzw. dem Nahstrahl gy aus.
Durchlauft der Punkt P die Strecke | Durchlauft der Strahl p den Fécher
[M N], so bewegt sich der entsprechen- | [mn], so bewegt sich der entsprechen-
de Punkt P; im gleichen Sinne vom | de Strahl p; im gleichen Sinne vom
Fernpunkt nach Ny; bewegt sich P von | Nahstrahl nach n;; bewegt sich p von
N aus weiter, so lauft P; von N; gegen n aus weiter, so lauft p; von n; gegen
M hin. m hin.

Jedem imaginidren Punkt auf der betrachteten Geraden bzw. jeder imagindren
Geraden durch den betrachteten Punkt ist auf diese Weise ein Pfeil bzw. ein Twist
zugeordnet. Wird der Imaginarteil der Koordinate a + ih Null, so strebt auch die
Lange des Pfeiles, bzw. die Weite des Twists gegen Null. Wir sagen deshalb auch,
dass den reellen Punkten Pfeile der Lange Null, bzw. den reellen Geraden Twists
der Weite Null entsprechen.

Die imagindren Punkte auf der Ferngeraden der Ebene und die imaginiren
Geraden durch den Nahpunkt lassen sich allerdings nicht so darstellen. Wir werden
darauf noch zuriick kommen.
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Fiir den geometrischen Umgang mit imaginidren Elementen ist es von Vor-
teil, wenn man sich eine moglichst lebendige Vorstellung von den zugehdrigen
gerichteten elliptischen Punkt- und Strahleninvolutionen als koordinierten Be-
wegungen macht. Man kann sich etwa vorstellen:

Der Mittelpunkt M einer elliptischen Punktinvolution ist die Stelle, an der
die zusammengehorigen Punkte N und N; am engsten bei einander sind, den
geringsten e-Abstand haben. M ist der Mittelpunkt zwischen N und Nj.

Wenn d(M, N) klein, der zugehdrige Pfeil also kurz ist, ist die Bewegung sehr
ungleichmafig: Wenn X, X’ koordinierte Punkte sind, bewegt sich etwa X in
der Niahe von M langsam nach rechts auf N zu, wiahrend X’ sich von links
schnell heran kommend und dabei langsamer werdend, auf X zu bewegt. Wenn
X’ soweit links von M liegt, wie X rechts von M, wenn also X’ = N; und
X = N ist, bewegen sich beide Punkte gleichartig und am langsamsten. Dann
nimmt die Geschwindigkeit der Bewegung von X nach rechts schnell zu und
indem X'’ die kleine Strecke von N; bis M durchliuft, schnellt X nach rechts
heraus zum Fernpunkt der Tragergeraden. Dann kommt X von links wieder,
wihrend X’ sich von M nach N bewegt und der Vorgang sich mit vertauschten
Rollen von X’ und X wiederholt.

Wenn d(M, N) grof ist, der zugehorige Pfeil also lang, dann verlauft die Be-
wegung im Prinzip genau so, aber im Verhéltnis zu eben ,,gleichméfiger”. Punkt
und Bildpunkt kommen sich nicht so nahe, die Bewegung verlduft ,ruhiger®.

Strebt die Pfeillinge gegen Null, so entartet die Involution zu einer para-
bolischen, bei der dem Mittelpunkt alle Punkte der Geraden zuzuordnen wé-
ren. Man miisste sich dann denken, dass die Bewegung des einen Punktes ganz
erstirbt, wirend die des anderen unendlich schnell wird. Als den anderen Grenz-
fall, wenn die Pfeillinge gegen unendlich sterebt, hédtte man sich die Ferngerade
zu denken, auf der zwei Punkte im Abstand 7/2 gleichméfig umlaufen.

Analog wéren die Verhéltnisse bei der Strahleninvolution: Ein Twist mit klei-
ner Weite, der also einen kleinen euklidischen Winkel umfasst, steht fiir eine un-
gleichméfige, mehr ,ruckhafte koordinierte Bewegung. Ein Twist mit einem e-
Offnungswinkel von /2, dessen Anfangsstrahl senkrecht zum Nahstrahl seines
Tréagers ist, steht fiir die Rechtwinkelinvolution, bei der zugeordnete Strahlen
e-rechtwinklig zueinander sind und sich mit gleicher Geschwindigkeit bewegen.

Wir wollen jetzt noch angeben, wie die harmonische Darstellung einer durch
einen Pfeil oder Twist gegebenen gerichteten elliptischen Involution konstruiert
werden kann.

Ist eine gerichtete elliptische Involution | Ist eine gerichtete elliptische Involuti-
durch den Pfeil M N auf der Geraden g | on durch den Twist mn in dem Punkt
gegeben und soll die harmonische Dar- | G gegeben und soll die harmonische
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stellung ABA; B, dieser Involution von
dem gegebenen Punkte A aus konstru-
iert werden, so kann man wie folgt vor-

gehen (Abb. |2):

Al

Darstellung abaib; dieser Involution
von dem gegebenen Strahl a aus kon-

struiert werden, so kann man wie folgt

vorgehen (Abb. 2)):

A 9 B

M A N

By

Abb. 2: Konstruktion einer harmonischen Darstellung zu einer
durch einen Pfeil oder einen Twist gegebenen elliptischen Punkt-
bzw. Strahleninvolution (Fig. 2 in[3])

Durch M zeichne man die Lotgera-
de zu g und in N zeichne man ei-
ne Gerade, die mit g einen Winkel
von 45° = 7/4 bildet. Sei L der
Schnittpunkt dieser beiden Geraden.
Dann ist LMN ein rechter Winkel.
Ay ist der Schnittpunkt der zu AL
senkrechten Geraden durch L mit g.
Die Schnittpunkte der winkelhalbie-
renden Geraden des rechten Winkels

8 © Immo Diener

In m zeichne man den Lotpunkt
zu G und in n zeichne man einen
Punkt, der mit G einen Winkel von
45° = /4 bildet. Sei I die Verbin-
dungsgerade dieser beiden Punkte.
Dann ist Imn ein rechter Winkel.
a ist die Verbindungsgerade des zu
al senkrechten Punktes in [ mit G.
Die Verbindungsgeraden der win-
kelhalbierenden Punkte des rechten
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ALA; mit g liefern B, B;. Hierbei ist
darauf zu  achten, dass die
Punktfolge ABA; B; die Richtung des
Pfeiles besitzt.

Winkels ala; mit G liefern b, by. Hier-
bei ist darauf zu achten, dass die
Strahlenfolge aba1b; die Richtung des
Twists besitzt.

Links (unten in Abb. ist dann L Punkt des e-Kreises mit Mittelpunkt
M, auf dem auch N liegt, und rechts (in der Abb. [2| oben) ist [ Strahl eines
d-Kreises mit Mittelstrahl m, zu dem auch n gehort. Die Konstruktion mit dem
Winkel dient nur der leichteren Zeichenbarkeit.

3 Die Geraden und Punkte einer Ebene

Liegt eine gerichtete elliptische
(Punkt-)Involution  (etwa  gegeben
durch einen Pfeil) auf der Gera-

den [ vor, und projiziert man deren
Punkte von einem beliebigen aulerhalb
l liegenden Punkte S aus, so wird
im Strahlenbiischel (S) eine gerich-
tete  elliptische  Strahleninvolution
festgelegt.

Liegt eine gerichtete elliptische
(Strahlen-)Involution (etwa gegeben
durch einen Twist) in dem Punkt
L vor, und schneidet man deren
Strahlen mit einer beliebigen au-
ferhalb L liegenden Geraden s,
so wird in der Punktreihe (s) eine
gerichtete elliptische Punktinvolution
festgelegt.

Eine besondere elliptische Strahleninvolution in () ist die Rechtwinkelinvolution,
in der jeder Geraden durch S die zu ihr normale Gerade durch S zugeordnet ist.
Dual dazu meinen wir mit der Rechtwinkelinvolution in einer Punktreihe (s)
jene, bei der jedem Punkt in s der zu ihm senkrechte Punkt in s zugeordnet
ist. Wir erinnern daran, dass zwei rechtwinklig zueinander stehende Geraden
oder Punkte und deren (ebenfalls rechtwinklige) Winkelhalbierende (Geraden
oder Punkte) einander harmonisch trennen.

Jede elliptische Involution auf einer e-Geraden ist Schnitt der Rechtwinkelin-
volution in einem gewissen Punkt S, der leicht zu konstruieren ist:

Abb. [3] zeigt, wie einer der Pfeile, M N, zu einer durch zwei Paare zugeord-
neter Punkte gegebenen elliptischen Involution konstruiert werden kann. .S ist
Schnittpunkt zweier Thaleskreise mit Durchmessern AA; und BB;, d.h. die
Involution wird aus S durch die Rechtwinkelinvolution projiziert. Wenn einer
der Punkte der Fernpunkt des Tragers ist, wird der zugehorige Thaleskreis zur
Lotgeraden auf den Trager in dem Punkt, der dem Fernpunkt durch die In-
volution zugeordnet ist. Der Pfeil M N; entspricht dem konjugiert komplexen
Doppelpunkt der Involution.

Abb. [4] zeigt, wie einer der Twists, mn, zu einer durch zwei Paare zugeord-
neter Strahlen gegebenen elliptischen Involution konstruiert werden kann. Der
Twist mn, entspricht dem konjugiert komplexen Doppelstrahl der Involution.
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Abb. 3: Konstruktion des Pfeiles zu einer durch zwei Paare zuge-
ordneter Punkte gegebenen elliptischen Involution

Die Konstruktion ist aufwendiger als die vorige fiir den Pfeil, weil wir bei dualer
Umformung der letzten Konstruktion d-Kreise bendtigten, die sich nicht leicht
zeichnen lassen. Wir projizieren daher die gegebene Involution zunéchst in eine
Gerade s und bestimmen dann nach der Konstruktion in [2| eine vom Schnitt-
punkt von s mit dem Nahstrahl von S ausgehende harmonische Darstellung der
Involution in s, die wir dann in das Biischel S zuriickiibertragen. So erhalten
wir im Biischel eine vom Nahstrahl von .S ausgehende harmonische Darstellung
der gegebenen Involution, aus der sich der Twist leicht konstruieren ldsst.

Es seien perspektive elliptische Involutionen in einem Punkt S und einer
Geraden s gegeben, die also via Schnitt bzw. Schein zusammenhéngen. Wenn
dann der Nahstrahl von S und der Fernpunkt von s inzidieren, sind der Twist
der Involution in S und der Pfeil der Involution in s perspektiv und lassen sich

leicht auseiander konstruieren.

Nun soll angegeben werden, wann imaginédre Punkte und Geraden mit reellen
oder imagindren Geraden und Punkten inzidieren:

Der imagindre Punkt P(ABA;B)
liegt in der reellen Geraden g, wenn
die Elemente der Involution ABA;Bj,
das heiBt der Pfeil von P in g liegt.
(Wir sagen im Folgenden auch ab-
gekiirzt der Pfeil P*.) Durch einen
imagindren Punkt geht somit in der
Ebene genau eine reelle Gerade, ndm-
lich der Trager g der den Punkt
darstellenden gerichteten elliptischen
Punktinvolution. Der imaginadre Punkt
P(ABA1By) liegt in der imaginéren
Geraden g(abaiby), wenn die darstel-
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Die imaginédre Gerade p(abaib;) geht
durch den reellen Punkt G, wenn
die Elemente der Involution abaiby,
das heifst der Twist von p in G liegt.
(Wir sagen im Folgenden auch abge-
kiirzt ,der Twist P“.) In einer imagi-
naren Gerade geht somit in der Ebene
genau ein reeller Punkt, ndmlich der
Trager S der die Gerade darstellenden
gerichtete elliptischen Strahleninvoluti-
on. Die imagindre Gerade g(abaib;)
geht durch den imagindren Punkt
P(ABA;B;), wenn die darstellen-
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Abb. 4: Konstruktion des Twists zu einer durch zwei Paare zuge-
ordneter Strahlen gegebenen elliptischen Involution

lenden Punkt und Strahleninvolutionen den Strahlen- und Punktinvolutionen
einschlieBlich ihres Sinnes perspektiv | einschliefslich ihres Sinnes perspektiv
sind. sind.

Nun wollen wir uns einen Uberblick iiber die simtlichen imaginiren Punkte ei-
ner imagindren Geraden, bzw. imaginidren Geraden eines imagindren Punktes
verschaffen.

Die siamtlichen Punkte einer reellen | Die sdmtlichen Geraden eines reellen
Geraden g werden einfach durch alle | Punktes G werden einfach durch alle
Pfeile, die in g liegen, dargestellt. Twists, die in G liegen, dargestellt.

Es geniigt hierzu, die Verhiltnisse bei isotropen Geraden bzw. Punkten zu un-
tersuchen. Unter einer solchen Geraden verstehen wir eine imagindren Gerade, die
durch eine gerichtete Rechtwinkelinvolution gegeben ist, d.h., Schein der Recht-
winkelinvolution in der Ferngeraden ist. Entsprechend versteheh wir unter ei-
nem isotropen Punkt einen imagindren Punkt, der Schnitt der Rechwinkelin-
volutiion im absoluten Mittelpunkt ist.
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Abb. 5: Pfeil des imagindren Schnittpunktes einer isotropen Ge-
rade mit einer reellen (Fig. 4 in|3]) und, dual, Twist der imaginéren
Verbindungsgerade eines isotropen mit einem reellen Punkt.

Ist  a,a ein Rechtwinkelpaar
(Abb. und b,b; das zu a,a;
harmonisch liegende Rechwinkelpaar,
so schneidet die zu a senkrechte
Gerade [ die gerichtete Rechtwin-
kelinvolution in einer gerichteten ellipti-
schen Punktinvolution, deren
Pfeildarstellung M N sofort anzugeben
ist: M ist der Schnitt von [ mit a, N
der Schnitt von [ mit b.

Ist A,A; ein Rechtwinkelpaar
(Abb. [5) und B, B; das zu A, A; har-
monisch liegende Rechwinkelpaar, so
projiziert der zu A senkrechte Punkt
L die gerichtete Rechtwinkelinvolu-
tion in einer gerichteten elliptischen
Strahleninvolution, deren Twistdar-
stellung mn sofort anzugeben ist: m
ist der Schein von L mit A, n der
Schein von L mit B.

Hiernach lassen sich die simtlichen Punkte einer isotropen Geraden, also die
Punkte einer Punkreihe mit imagindrem Triiger, iiberschauen. Abb. [ deutet die
entsprechenden Pfeile an. Kurz: Eine isotrope Gerade liefert einen rotatorischen
ebenen Wirbel. Der einzige reelle Punkt der isotropen Geraden ist der Wirbelmit-

telpunkt.

12 © Immo Diener
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Abb. 6: Pfeile der imagindren Punkte einer isotropen imaginédren
Gerade (Fig. 5 in [3])

Jede Strahleninvolution kann offenbar durch eine Affinitétﬂ sogar durch eine or-
thogonale Affinitdt in eine Rechtwinkelinvolution iiberfiihrt werden. Hieraus kann
man das entsprechende Bild (Bild 6 in [3]) fiir die imagindren Punkte irgend-
einer beliebigen imagindren Geraden der Ebene konstruieren. Es ergibt sich:
Eine (spezielle) imaginire Gerade liefert als als Bild ihrerer imagindren Punkte
einen ebenen Wirbel.

In Abb. [f]wurde versucht, auch die sémtlichen Geraden eines isotropen Punk-
tes, also eines Strahlenbiischels mit imagindrem Tréger, in einer Zeichnung zu
verdeutlichen. Die Abbildung deutet die entsprechenden Twist an und ist genau
dual zu Abb. [f] aufgebaut.

Die Kurven sind Ordnungskurven zu koaxialen d-Kreisen mit Mittelstrahl s.
Anhand der diinn angedeuteten Hilfslinien ldsst sich nachvollziehen, wie das
Bild konstruiert wurde. Die einzige reelle Gerade des isotropen Punktes ist der
Trager s.

Abb. [0] zeigt 3 - 8 = 24 Pfeile, de- | Abb.[7]zeigt 3-8 — 22 = 20 Twists,

ren Anfangspunkte in den Schnitt- | deren Anfangsstrahlen in den Verbin-
punkten der 2 -2 Strahlen der Recht- | dungsgeraden der 2 - 2 Punkte der
winkelinvolution in S mit drei kon- Rechtwinkelinvolution in s mit drei
zentrischen e-Kreisen mit Mittel- | koaxialen d-Kreisen mit Mittelstrahl

1Eine Kollineation, bei der die u.G. als ganze fest bleibt.
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Abb. 7: Twists der imaginidren Geraden eines isotropen imagi-
niren Punktes (dual zu Abb. @, bzw. zu Fig. 5 in[3])

© Immo Diener 21. Oktober 2018



punkt S gehdren.

Die Endpunkte liegen in den jeweils
néchsten Strahl der Rechwinkelinvo-
lution.

s gehoren. (Vier Twists konnen im
Bildausschnitt nicht dargestellt wer-
den.)

Die Endstrahlen gehen durch den je-
weils ndchsten Punkt der Rechtwin-
kelinvolution.

Um in Abb. [f] alle Pfeile zu erhalten, muss man sich die gezeigte Anordnung
noch um S gedreht denken. In Abb. [7] erhélt man alle Twist, indem man die
gezeigten Twists einer ,,Schabung“EI entlang s unterwirft.

Wir geben weiter das Bild fiir alle
diejenigen Punkte einer imagindren
Geraden, fiir welche die Anfangspunk-
te ihrer Pfeile einer Geraden [ ange-
horen.

Wir geben weiter das Bild fiir alle
diejenigen Geraden eines imaginéren
Punktes, fiir welche die Anfangsstrah-
len ihrer Twists einem Punkt L ange-
horen?

Abb. [g] zeigt dies links fiir eine isotrope Gerade, rechts fiir einen isotropen

Punkt. Die Endpunkte der Pfeile liegen in einer Geraden. (Dies schlieBt man etwa
mit Hilfe des folgenden Satzes: Verandert sich ein Quadrat derart, dass eine Ecke S
festliegt und eine Nachbarecke von S eine Gerade beschreibt, so beschreiben auch
die iibrigen zwei Ecken Geraden). Die Endstrahlen der Twist gehen durch einen
Punkt.

Allgemein gilt (siehe [3]):

Gehéren die  Anfangspunkte von | Gehdren die Anfangsstrahlen wvon

Pfeilen, die Punkte einer imagindren
Geraden g darstellen, einer Geraden
l an, so bilden die Endpunkte eine
zur Reihe dhnliche Punktreihe.

Twists, die Strahlen eines imagindren
Punktes G darstellen, einem Punkt
L an, so bilden die Endstrahlen ein
zum Biischel ferndhnliches Strahlen-

biischel.

Dabei ist ,ferndhnlich® dual zum Begriff ,dhnlich®. Zwei Gebilde heifen dhn-
lich bzw. ferndhnlich (wir sollten sie vielleicht besser e- und d-ahnlich heifen),
wenn sie durch eine Kollineation ineinander tiberfithrt werden kénnen, welche
die absoluten Punkte I, I5, bzw. die absoluten Strahlen iq,i5 einzeln festhalt
oder untereinander vertauscht. Niheres dazu siehe [2], Seite 275{f. Dort findet
man (Satz 95):

Zwei dhnliche Gebilde lassen sich in-
einander iiberfiihren entweder durch
1. Eine Parallelverschiebung, oder

2. eine Dehnung, oder

3. Eine Drehung und eventuell nach-

Zwei ferndhnliche Gebilde lassen sich
ineinander iiberfiihren entweder durch
1. Eine Scherung, oder
2. eine Pressung, oder
3. Eine Schabung und eventuell nach-

2Locher-Ernsts Ausdruck fiir eine d-Drehung

© Immo Diener 21. Oktober 2018 15
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Abb. 8: Punkte einer imagindren Geraden, fiir welche die An-
fangspunkte ihrer Pfeile einer Geraden [ angehéren (Fig. 7 in[3])
und das duale Bild fiir die Twists eines imagindren Punktes

folgende Dehnung, oder folgende Pressung, oder
4. eine Spiegelung und eventuell nach- | 4. eine Fernspiegelung und eventuell
folgende Dehnung. nachfolgende Pressung.

Dieses Zitat soll hier nur eine Ahnung vermitteln, worum es sich handelt.
Die genaue Bedeutung der Begriffe schlage man in [2] nach.

Sind zwei Punkte P,Q (d.h. ihre Pfeile) einer (speziellen) imagindren Geraden
gegeben, so lassen sich auf Grund des hervorgehobenen Satzes leicht weitere Punkte
dieser Geraden konstruieren (Abb. EI, links). Entsprechend kann man zu zwei
Geraden (d.h. ihren Twists) eines imagindren Punktes weitere Strahlen dieses
Punktes konstruieren (Abb. [9] rechts).

In der Abbildung wurden die zusétzlichen Pfeile, bzw. Twists, durch Bil-
dung von Mitten erzeugt: Mittelpunkten rechts und Mittelstrahlen links. Die
vorgegebenen Pfeile bzw. Twists sind hervorgehoben.

Zwei Pfeile oder Twists nennen wir zusammenhingend, wenn
der Endpunkt des einen der beiden Pfei- | der Endstrahl des einen der beiden
le zugleich der Anfangspunkt des ande- | Twists zugleich der Anfangsstrahl des
ren ist. Zwei zusammenhangende Pfei- anderen ist. Zwei zusammenhéngende
le haben zum Triger S (zum reellen | Twists haben zum Triger s (zur reel-

16 © Immo Diener 21. Oktober 2018



Abb. 9: Konstruktion weiterer Punkte einer imagindren Geraden
bzw. Geraden eines imaginéiren Punktes, zu zwei gegebenen (links
entspricht Fig. 8 in[3]).

Punkt) der Geraden ‘ len Geraden) des Punktes

eine besondere Lage. Abb. zeigt zwei solche Pfeile, bzw. Twists 12,23, die
einer isotropen Gerade, bzw einem isotropen Punkt angehdren (d.h. Punkte dieser
Geraden bzw. Geraden dieses Punktes darstellen).

Hieraus folgt durch Affinitdt die in Abb. links gegebene Konstruktion des
Tragers S der Geraden, von der zwei zusammenhingende Pfeile 12,23 gegeben
sind: 1234 und 1245 sind Parallelogramme. Die duale Konstruktion ist rechts in
der Abbildung zu sehen. Sie zeigt die Konstruktion des Trigers s des Punktes,
von dem zwei zusammenhéngende Twists 12,23 gegeben sind: 1234 und 124s
sind Zentrigramme (d-Parallelogramme).

Bild[12] zeigt schlieBlich links noch diejenigen Pfeile einer (speziellen) imaginiren
Geraden, die in den reellen Geraden eines Biischels (T) liegen und rechts diejenigen
Twists eines imagindren Punktes, die durch die reellen Punkte einer Reihe (t)
gehen. (In den Abbildungen ist eine isotrope Gerade und ein isotroper Punkt
angenommen.)

© Immo Diener 21. Oktober 2018 17
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Abb. 10: Zwei zusammenhingende Pfeile (entsprechend Fig. 9
in[3]), bzw. Twists, die einer isotropen Gerade bzw. einem isotro-
pen Punkt angehoren. Die markierten Winkel haben eine Grofe
von /4 = 45°

Abb. 11: Ermittlung der Trager S bzw. s zu zwei zusammenhén-
genden Pfeilen (entsprechend Fig. 10 in[3]), bzw. Twists.

© Immo Diener 21. Oktober 2018



Abb. 12: Pfeile einer imagindren Geraden, die in den reellen Gera-
den eines Biischels liegen (entsprechend Fig. 11 in[3]), und Twists
eines imagindren Punktes in den reellen Punkten einer Reihe.

Es ist noch ein Spezialfall zu erwihnen:

Eine gerichtete elliptische Strahlenin-
volution abaib; in einem Biischel par-
alleler Geraden gibt eine imaginire
Gerade mit einem Fernpunkt S als
Trager. Die Anfangspunkte aller Pfeile
dieser Geraden, also der Punkte die-
ser Geraden, liegen in der Geraden
a des Buschels, der in der Involuti-
on die unendlichferne Gerade a; zu-
geordnet ist, die Endpunkte liegen in
einer Geraden b, deren zugeordnete
b1 von a denselben e-Abstand hat wie
b (Abb. .

Schneidet man eine gerichtete ellipti-
sche Strahleninvolution mit der Fern-
geraden der Ebene, so ergibt sich als
Schnitt eine gerichtete elliptische Punk-
tinvolution, die einen imagindren Punkt
dieser Geraden darstellt.

© Immo Diener

Eine gerichtete elliptische Punktinvo-
lution ABA;B; in einer Reihe zen-
trierter Punkte gibt einen imaginéren
Punkt mit einem Nahstrahl s als Tra-
ger. Die Anfangsstrahlen aller Twists
dieses Punktes, also der Geraden die-
ses Punktes, gehen durch den Punkt
A der Geraden, dem in der Involution
der absolute Mittelpunkt A; zugeord-
net ist, die Endstrahlen gehen durch
einen Punkt B, dessen zugeordneter
B; von A denselben d-Abstand hat
wie B (Abb. [13).

Projiziert man eine gerichtete el-
liptische Punktinvolution aus dem
Nahpunkt der Ebene, so ergibt sich
als Schein eine gerichtete elliptische
Punktinvolution, die eine imaginéren
Gerade dieses Punktes darstellt.

21. Oktober 2018 19
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Abb. 13: Eine gerichtete elliptische Strahleninvolution in einem
Biischel mit einem Fernpunkt als Tréger (entsprechend Fig. 12
in[3]), und eine ebensolche Punktinvolution mit einem Nahstrahl
als Tréger.

Die imagindren Punkte der Ferngeraden und die imaginiren Geraden des
Nahpunktes lassen sich nicht als Pfeile oder Twists darstellen.

4 Zu klarende Fragen

Hier wollen wir einmal auflisten, welche Fragen zu kldren wéren, damit man
mit den Pfeil- und Twist-Darstellungen imaginéirer Punkte und Geraden geo-
metrisch sinnvoll arbeiten kann. Einige davon haben wir schon geklart, andere
werden spéater noch bearbeitet.

Da manche Konstruktionen bei bestimmten Lagen des a.M. einfacher auszu-
fiihren sind, muss studiert werden, wie sich die Twists einer Veranderung der
Lage des a.M. anpassen, d.h. wie aus einem Twist, der zu einer bestimmten La-
ge des a.M. gehort, derjenige konstruiert werden kann, der durch eine anderen
Lage des a.M. bestimmt wird. Siehe dazu Abb. 24] und den zugehdrigen Text.

1) Konstruktion des Pfeiles zu einem | 1’) Konstruktion des Twists zu ei-
imagindren Punkt, d.h. zu einer durch | ner imagindren Geraden, d.h. zu einer
zwei Paare zugeordneter Punkte ge- | durch zwei Paare zugeordneter Strah-
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gebenen gerichteten Involution.
Siehe Abb. [J und den zugehirigen
Text.

2) Konstruktion von zwei Paaren zu-
geordneter Punkte, welche den durch
einen Pfeil symbolisierten imaginéren
Punkt darstellen.

Der Anfangspunkt des Pfeiles ist
dem Fernpunkt der Trdagergeraden
zugeordnet und die Pfeilspitze dem
am Anfangspunkt e-gespiegelten End-
punkt des Pfeiles.

3) Konstruktion der von einem gege-
benen Punkt ausgehenden harmoni-
schen Darstellung eines durch einen
Pfeil gegebenen imagindren Punk-
tes. Siehe Abb. [] und den zugehiri-
gen Text.

4) Konstruktion der Pfeile aller ima-
gindren Punkte, die in einer reellen
Geraden liegen.

Das sind alle Pfeile in der Geraden.
5) Konstruktion der Pfeile einer
Punktreihe mit imagindrem Trager,
d.h. aller imagindren Punkte,
die in einer imaginidren Geraden lie-
gen. Siehe Abb. [0 und den Teat dazu,
fiir eine isotrope Gerade.

6) Pfeile der imagindren Schnitt-
punkte einer imaginidre Geraden mit
den Strahlen eines reellen Strahlen-
biischels. Siehe Abb. [14.

7) Konstruktion des Twists der ima-
gindren Verbindungsgerade eines iso-
tropen mit einem reellen Punkt.
Siehe Abb.[d samt dem Text dazu.

8) Konstruktion des Twists der ima-
gindren Verbindungsgeraden eines
durch seinen Pfeil dargestellten ima-
gindren mit einem reellen Punk.

© Immo Diener

len gegebenen gerichteten Involution.
Siehe die Abbildung[f] samt zugehdri-
gem Text.

2’) Konstruktion von zwei Paaren zu-
geordneter Strahlen, welche die durch
einen Twist symbolisierte imaginéren
Gerade darstellen.

Der Anfangsstrahl des Twists ist dem
Nahstrahl des Trdgerpunktes zugeord-
net und der FEndstrahl dem am An-
fangsstrahl d-gespiegelten Endstrahl
des Twists.

3’) Konstruktion der von einem ge-
gebenen Strahl ausgehenden harmo-
nischen Darstellung einer durch einen
Twist gegebenen imagindren Gera-
den. Siehe Abb. [] und den zugehd-
rigen Text.

4’) Konstruktion der Twists aller
imagindren Geraden, die durch einen
reellen Punkt gehen.

Das sind alle Twists in dem Punkt.
5’) Konstruktion der Twists eines
Strahlenbiischels mit imagindrem Tréa-
ger, d.h. aller imagindren Geraden,
die durch einen imaginédren Punkt ge-
hen. Siehe Abb.[] und den Text dazu,
fiir einen isotropen Punkt

6’) Twists der imagindren Verbin-
dungsgeraden eines imaginaren Punk-
tes mit den Punkten einer reellen
Punktreihe. Siehe Abb. [14.

7°) Konstruktion des Pfeils des imagi-
néren Schnittpunktes einer isotropen
mit einer reellen Geraden.

Siehe Abb.[d samt dem Text dazu.
8’) Konstruktion des Pfeile des ima-
gindren Schnittpunktes einer durch
ihren Twist dargestellten imaginéren
mit einer reellen Geraden.
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Siehe Abb. [14 weiter unten, samt Text
dazu.

9) Konstruktion des Twists der ima-
gindren Verbindungsgeraden zu zwei
durch ihre Pfeile dargestellte imagi-
nire Punkte. Siehe Abb. [ und Text
dazu weiter unten.

10) Konstruktion der Pfeile der bei-
den imagindren Schnittpunkte ei-
ner reellen inneren Geraden eines
einteiligen Kegelschnitt mit demsel-
ben.

Siche die Abb.[13 und[20 weiter unten
sowie die Texte dazu.

weiter unten und den Text dazu.
9’) Konstruktion des Pfeiles des ima-
gindren Schnittpunktes zu zwei durch
ihre Twists dargestellte imaginére
Geraden. Siehe Bild[18 und Text dazu
weiter unten.

10’) Konstruktion der Twists der
beiden imagindren Tangenten durch
einen reellen inneren Punkte eines
einteiligen Kegelschnitts an densel-
ben.

Siehe Fig. [21] weiter unten und den
Text dazu.

5 Verbinden und Schneiden in der Ebene

Zwei Punkte P, @Q bestimmen genau ei-
ne Gerade g, die P und @ enthilt.

Beweis und Konstruktionen:
Sind P und Q reell, so ist nichts zu be-
weisen und die Konstruktion ist klar.

Ist P reell und @ imaginér, so ist ¢
imagindr, sofern P nicht auf der
Tragergeraden des Pfeiles Q liegt. P
ist der Trager der g darstellenden, zur
Involution von @ perspektiven Strahle-
ninvolution.

Zwei Geraden p,q bestimmen genau
einn Punkt G, der in p und ¢ liegt.

Sind p und ¢ reell, so ist nichts zu be-
weisen und die Konstruktion ist klar.

Ist p reell und ¢ imaginér, so ist G
imaginér, sofern p nicht durch den
Tragerpunkt des Twists ¢ geht. p ist
der Trager der G darstellenden, zur
Involution von ¢ perspektiven Punk-
tinvolution.

Zur Konstruktion des Verbindungstwists zwischen einem Pfeil () und einem
reellen Punkt P konstruieren wir zunéchst, wie in Abb. [} die harmonische
Darstellung der durch @) gegebenen Involution, welche vom Schnittpunkt des
Nahstrahls von P mit dem Tréger von ) ausgeht. Die dazu perspektive Strah-
leninvolution in P liefert uns sofort den gesuchten Twist (siche Abb. .

Dual dazu bestimmen wir zur Konstruktion des Schnittpfeils zwischen einem
Twist ¢ und einer reellen Gerade p zunéchst, wie in Abb. 2]die harmonische Dar-
stellung der durch ¢ gegebenen Involution, welche von der Verbindungsgeraden
des Fernpunktes von p mit dem Trager von g ausgeht. Die dazu perspektive
Punktinvolution in p liefert uns sofort den gesuchten Pfeil (siche Abb. [1F).

In einigen Féllen konnen die genannten Konstruktionen vereinfacht werden:

22 © Immo Diener
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Abb. 14: Konstruktion des Twists g der Verbindungsgerade ei-
nes durch einen Pfeil Q gegebenen imagindren Punktes mit einem

reellen Punkt P.

Der Verbindungstwist zwischen ei-
nem Pfeil @ und einem reellen Punkt
P lasst sich besonders einfach kon-
struieren, wenn der Nahstrahl des
Twisttragers P und der Anfangs-
punkt oder der Endpunkt von @), der
Endpunkt des komplex konjugierten
Punktes Q oder der Fernpunkt des
Tragers von () inzidieren.

Mit anderen Worten, wenn der Twist-
trager P zentriert ist zum Anfangs-
punkt, oder zum Endpunkt von @,
zum Endpunkt des komplex konju-
gierten Punktes @ oder zum Fern-
punkt des Tragers von Q.

© Immo Diener

Der Schnittpfeil zwischen einem Twist
g und einer reellen Geraden
p lasst sich besonders einfach kon-
struieren, wenn der Fernpunkt des
Pfeiltrdgers p und der Anfangsstrahl
oder der Endstrahl von ¢, der
Endstrahl der komplex konjugierten
Geraden ¢ oder der Nahstrahl des
Tragers von ¢ inzidieren.

Mit anderen Worten, wenn der Pfeil-
trager p parallel ist zum Anfangs-
strahl oder zum Endstrahl von ¢, zum
Endstrahl der komplex konjugierten
Geraden ¢ oder zum Nahstrahl des
Tragers von q.
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Abb. 15: Pfeil G des Schnittpunktes einer durch einen Twist ¢
gegebenen imagindren Geraden mit einer reellen Geraden p.

In diesen Fallen liegen die vom Nahstahl bzw. vom Fernpunkt ausgehenden
harmonischen Darstellungen der elliptischen Involutionen schon vor und miissen

nicht erst konstruiert werden (vgl. Abb. .

Sind P, @ imaginar, so ist g imaginar,
sofern P, nicht derselben Geraden
angehdren. g muss dargestellt werden
durch eine gerichtete elliptischen Strah-
leninvolution, die zu den P und @ dar-
stellenden gerichteten Punktinvolutio-
nen einschlieBlich des Sinnes perspektiv
ist.

Ist U der Schnittpunkt der Geraden der
Pfeile P,@Q, so bestimme man die har-
monischen Darstellungen UV U V7 und
UV'U{V{ (nach Abb.2) der P,Q dar-
stellenden Punktinvolutionen. Die Ver-
bindungsgeraden U U; = uy,VV’' =
v, V1 V] = v; gehen dann durch einen
Punkt S. Die Geraden u = SU, uq, v, v1

24 © Immo Diener

Sind ¢, ¢ imaginér, so ist G imaginér,
sofern p,q nicht demselben Punkt
angehoren. G muss dargestellt wer-
den durch eine gerichtete elliptischen
Punkinvolution, die zu den p und q
darstellenden gerichteten Strahleni-
ninvolutionen einschlieflich des Sin-
nes perspektiv ist.

Ist u die Verbindungsgerade der Punk-
te der Twists p, ¢, so bestimme man
die harmonischen Darstellungen uvuq vy
und wv'ujv] (nach Abb. der p,q
darstellenden  Strahleninvolutionen.
Die Schnittpunkte uju) = Uy, v’ =
V,viv] = V1 liegen dann in einer Ge-
rade s. Die Punkte U = su,U,V,V}
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Abb. 16: Verbindungstwists eines reellen und einiger imaginéirer
Punkte bzw. Schnittpfeile einer rellen und einiger imaginérer Ge-
raden in speziellen Fallen

bestimmen die gerichtete elliptische | bestimmen die gerichtete elliptische
Strahleninvolution wvuiv; welche die | Punktinvolution UV U;V; welche den
gesuchte Gerade g darstellt. gesuchten Punkt G darstellt.

Abb. zeigt die links beschriebene Konstruktion der Involution uvuivy in S.
Die imaginédre Verbindungsgerade PQ), welche durch diese Involution dargestellt
wird, wird anschlieffend mit einer zum Nahstrahl von S e-parallelen (reellen)
Geraden geschnitten. Dann wird nach der Konstruktion in Abb. [3] der Pfeil W
dieses imagindren Schnittpunktes bestimmt. Aus diesem Pfeil entsteht dann
der Twist der Geraden P(Q in S durch Scheinbildung, weil der Nahstrahl von
S und der Fernpunkt des Tragers von W inzident sind.

Wenn der a.M. in den Schnittpunkt U der beiden Pfeiltréger fillt, kann der
letzte Schritt entfallen, weil dann wvu,v; schon eine vom Nahstrahl ausgehende
harmonische Darstellung der gerichteten elliptischen Involution ist, welche die
Verbindungsgerade P@Q darstellt. Der zugehorige Twist ldsst sich also sofort
zeichnen.

Die rechts beschriebene Konstruktion der Schnittpfeiles zu zwei Twists ist in
Abb. dargestellt. Zu der gerichteten Punktinvolution UU,V'V; wird in der
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Abb. 17: Konstruktion des Verbindungstwists zu zwei Pfeilen.
(Erweiterung von Fig. 13 in [3])

Abbildung schlieklich noch nach der Konstruktion in Abb. [3]die Pfeildarstellung
des imagindren Punktes G = pq bestimmt.

Die beiden letzten Konstruktionen erscheinen nur auf den ersten Blick viel-
leicht etwas aufwendig und uniibersichtlich, aber wann man sich etwas damit
beschéftigt und die einzelnen Schritte im Blick hat, sind beide Konstruktionen
recht einfach auszufiihren. Die Hilfslinien, die stehengelassen wurden, sollen
beim Nachvollziehen der Konstruktionsschritte helfen.
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Abb. 18: Konstruktion des Schnittpfeils zu zwei Twists

6 Die imaginaren Punkte und Tangenten eines
Kegelschnitts

Wir geben die Konstruktionen und deuten nachtrdglich den Beweis an. Abb.
zeigt die Verhiltnisse fiir einen Kreis. Man konstruiere eine zum Kreis konzen-
trische gleichseitige Hyperbel, fiir welche die Lange der Hauptachse gleich dem
Kreisdurchmesser ist. Die zur Hauptachse senkrechten Halbsehnen liefern Pfeile
(mit den Spitzen auf der Hyperbel), welche simtliche imaginiren Punkte des Krei-
ses darstellen.

Die Tangente ¢ im imaginaren Punkte P ergibt sich wie folgt: Man bestimme den
Pol S der Geraden s, welche den Pfeil P tragt. Die gerichtete Strahleninvolution
in S, die perspektiv ist zur P darstellenden Punktinvolution, liefert die Tangente.
Um ¢t durch ihren Twist andeuten zu kénnen, haben wir den a.M. in den Mit-
telpunkt des Kreises gelegt. Der Anfangsstrahl ist dann parallel zum Trager s
von P und der Endstrahl geht durch den am Anfangspunkt des Pfeiles von P
gespiegelten Punkt, also durch den Endpunkt des Pfeiles, welcher zu dem zu
P konjugierten Punkt P gehort. Um simtliche Punkte des Kreises zu erhalten,
hat man die Abb. [19] um den Kreismittelpunkt zu drehen. Man beachte insbeson-
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Abb. 19: Imaginére Schnittpunkte beim Kreis und Tangente ¢ im
imagindren Schnittpunkt P.

dere: Es ist aus dem Pfeilfeld des Kreises sofort zu sehen, dass jeder Kreis zwei
bestimmte imagindre Punkte der unendlichfernen Geraden enthilt, ndmlich diejeni-
gen Punkte, welche von den beiden gerichteten Rechtwinkelinvolutionen aus jener
Geraden geschnitten werden.

Um die Tangenten von einem inneren Punkte S des Kreises an diesen zu legen,
hat man, um das Pfeilbild der Tangenten zu erhalten, einen ebenen Wirbel mit
dem Mittelpunkt S zu bestimmen, der mit dem Kreis einen Pfeil gemeinsam hat.
Das Pfeilbild des Kreises zeigt unmittelbar anschaulich, dass die Tangenten vom
Kreismittelpunkt aus die beiden isotropen Geraden dieses Punktes sind.

Aus Abb. [I9 kann man auch den Twist einer Tangente, die von dem inneren
Punkt S des Kreises an diesen gelegt wird, ablesen: Nach dem obigen ist ¢
Tangente im (imaginéren) Kreispunkt P und geht durch S, also ist ¢ eine der
beiden Tangenten, die durch S an den Kreis gelegt werden kénnen.
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Wenn der a.M. im Kreismittelpunkt liegt, kann man die Konstruktion der
Twists zu den imagindren Tangenen in inneren Punkten S des Kreises auch
so beschreiben (vgl. ebenfalls Abb. : Man zeichne die zu Anfang dieses
Abschnitts beschriebene konzentrische, gleichseitige Hyperbel, fiir welche die
Léange der Hauptache gleich dem Kreisdurchmesser ist und deren Achse der
Nahstrahl von S ist. Die Tangenten dieser Hyperbel sind dann die Polaren der
Hyperberpunkte beziiglich des Kreises und die beiden Twists der imaginéren
Tangenten durch S haben folglich als Anfangsstrahl die Gerade durch S, die
senkrechte zum Nahstrahl ist und als Endstrahl eine der beiden Tangenten von

S an die Hyperbel.

Die folgende Konstruktion liefert fiir allgemeine Kegelschnitte die Konstruk-
tion der Pfeile und Twists fiir die imagindrer Schnittpunkte mit inneren Gera-
den und Tangenten durch innere Punkte:

Sei jetzt irgendein Kegelschnitt & als
Punktreihe 2. Ordnung vorgelegt. Wir
wollen die Schnittpunkt mit einer Schar
e-paralleler (reeller) Geraden bestim-
men. Sei ¢ eine Tangente an k und
sel B deren Berithrpunkt. (¢ gibt die
Richtung der e-parallelen Schar vor.)
Sei A der zweite Kurvenpunkt auf
dem durch B verlaufenden Durch-
messer (d.h. Gerade durch den Pol
der u.G.) von k.

Nun wahle man einen beweglichen
Punkt U auf k£ und bestimme da-
zu den Spiegelpunkt U; bei der har-
monischen Spiegelung an A und ¢,
d.h., man schneide den Strahl AU mit
t und bestimme U; als den Punkt,
der mit U den Punkt A und jenen
Schnittpunkt harmonisch trennt.

Sei nun s die zu t e-parallele Gera-
de durch U;. AB schneidet s im An-
fangspunkt C' des Pfeiles CU;. Dieser
Pfeil stellt den einen der beiden ima-
gindren Schnittpunkte von s mit k
dar. Der andere hat den gleichen An-
fangspunkt und der Endpunkt ist der
Schnittpunkt von UB mit s.
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Sei jetzt irgendein Kegelschnitt k als
Strahlenbiindel 2. Ordnung vorgelegt.
Wir wollen die Verbindungsgeraden
mit einer Schar d-paralleler (reeller)
Punkte bestimmen. Sei T ein Stiitz-
punkt von k und sei b dessen Kur-
venstrahl. (T gibt die Flucht der d-
parallelen Schar vor.) Sei a der zwei-
te Kurvenstrahl durch den auf b lie-
genden Ummesser (d.h. Punkt auf der
Polaren des a.M.) von k.

Nun wahle man einen beweglichen
Strahl u von k und bestimme dazu
den Spiegelstrahl u; bei der harmo-
nischen Spiegelung an a und 7', d.h.,
man verbinde den Punkt au mit ¢ und
bestimme w4 als den Strahl, der mit u
den Strahl ¢ und jenen Verbindungs-
gerade harmonisch trennt.

Sei nun S der zu T d-parallele Punkt
in u;. ab verbindet S im Anfangs-
strahl ¢ des Twists cuj. Dieser Twist
stellt die eine der beiden imaginéren
Verbindungsgeraden von S mit k dar.
Der andere hat den gleichen Anfangs-
strahl und der Endstrahl ist die Ver-
bindungsgerade von ub mit S.
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Lasst man U bzw. u den Kegelschnitt durchlaufen, so erhélt man den ,har-
monisch gespiegelten Kegelschnitt &k, der mit £ in A und B die Tangente, bzw.
in @ und b den Stiitzpunkt gemein hat. Die Anfangspunkte der Pfeile der zu ¢
parallelen inneren Geraden von k liegen dann in AB, die Spitzen sind Punkte
von k1. Um im Punkte P die Tangente zu konstruieren, bestimme man den Pol
S der Geraden s durch den Pfeil P. Die gerichtete elliptische Strahleninvoluti-
on in S, die zur P darstellenden Involution perspektiv ist, liefert die gesuchte
Tangente. Die links angegebene Konstruktion ist in Abb. [20] illustriert, welche
der Fig. 16 im Buch von Locher-Ernst entspricht.

ky

U /

Abb. 20: Pfeile der imagindren Schnittpunkte eines Kegelschnitts
mit einer Schar paralleler innerer Geraden (Fig. 16 in [3])

Rechts gehen die Anfangsstrahlen der Twists der inneren Punkte von k;
durch ab, und die Endstrahlen sind Strahlen von k;. Fasst man rechts die Ord-
nungskurve zu k; ins Auge, also die zum Strahlenbiindel k; gehérende Punkt-
reihe 2. Ordnung, dann stehen diese Twists also fiir die imagindren Tangenten
der zu T zentrierten inneren Punkte dieser Ordnungskurve.

In Abb.[21]ist die rechte Konstruktion auf einen Kreis & angewandt. Die Kur-
ve ki wire hier die gleiche konzentrische gleichseitige Hyperbel wie in Abb. [I9]
Um alle imagindren Tangenten zu erhalten, ist das Bild um den Kreismittel-
punkt, in dem hier der a.M. liegt, zu drehen.
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Abb. 21: Imagindre Tangenten am Kreis

Der Beweis der (links) angegebenen Konstruktion ergibt sich aus dem Satze
(siehe [2]): Das Nebendreieck eines einem Kegelschnitt einbeschriebenen vollstin-
digen Viereckes ist ein Polardreieck. Dreht sich in Abb. XY um den Punkt S,
so beschreiben somit die Nebenecken X’ Y’ des vollstindigen Vierecke ABXY
die Polare s von S; ferner sind X', Y’ konjugiert, beschreiben also die von k auf
s erzeugte Punktinvolution. Die Punkte Uy, V; in Abb. sind hierbei diejeni-
gen zugeordneten Punkte dieser Involution, welche deren Mittelpunkt C' und den
unendlich fernen Punkt von s harmonisch trennen.

Die (imagindren) Schnittpunkte eines Kreises mit der Ferngeraden sind die
beiden imagindren Kreispunkte, also die zur Rechtwinkelinvolution auf der
Ferngerade gehorenden Punkte. Und die beiden (imaginéren) Tangenten durch
den Mittelpunkt eines Kreises sind die beiden isotropen Geraden durch den
Mittelpunkt.
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Abb. 22: Zur Konstruktion in Abb. [20| (Fig. 17 in [3])

Abbildung [23]schlieRlich zeigt einige Pfeile und Twists von imaginéren Punk-
ten und Tangenten bei der Parabel. Die Spitzen der Pfeile liegen auf Parabeln,
die man durch Spiegelung der gegebenen Parabel an dem Parabelpunkt erhélt,
in welchem die zum Tréger der Pfeile parallele Parabeltangente die Parabel
bertiihrt.

Hiermit haben wir einen anschaulichen Uberblick iiber simtliche imaginiren
Punkte und Tangenten eines reellen Kegelschnitts gewonnen. Die Ergebnisse lassen
sich leicht auch auf nullteilige Kegelschnitte iibertragen. Locher-Ernst wendet sich
in seinem Artikel nun den imagindren Elementen im Raum zu, worauf wir hier
verzichten.

Stattdessen wollen wir noch auf folgende, schon in Abschnitt [f] aufgeworfene
Frage eingehen: Wie verdndert sich die Darstellung einer imagindren Geraden
durch einen Twist, wenn sich der a.M. verschiebt? Bei den Pfeilen tritt das
analoge Problem nicht auf, weil wir die u.G. intuitiv ,inmer am gleichen Ort*
denken, aber den a.M. méchte man, je nach Problemstellung, geeignet festlegen.
Wir kann man also aus dem Twist zum a.M. an einem bestimmten Ort den
Twist zu einem verschobenen a.M. konstruieren?

In Abb. 24] gehért der Twist in S mit Anfangsstrahl m und Endstrahl n zur
Lage des a.M. in Py. Der zu n gehdrende Strahl n; ist der an m d-gespiegelte
Strahl n, und der zu m gehdrende Strahl ist der Nahstrahl ng von S. Die
durch diesen Twist und die zugehorige gerichtete elliptische Strahleninvolution
mng.nny dargestellte imagindre Gerade wird mit einer zum Nahstrahl von S
beziiglich des in Pj gelegenen a.M. e-parallelen Geraden geschnitten. Zu diesem
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Abb. 23: Imaginidre Punkte und Tangenten bei der Parabel
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Abb. 24: Verdnderung eines Twist bei Verdnderung des a.M.
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imaginéren Schnittpunkt wird nach Abb. 3] der Pfeil konstruiert. Der gesuchte
zu P} gehorende Twist ist dann perspektiv zu diesem Pfeil.

Der Twist zu einer imaginédren Geraden hangt nur vom Nahstrahl des Tragers
ab, nicht davon, wo der a.M. genau liegt. Wenn der neue Nahstrahl nj, mit n zur
Deckung kommt, dann ist der neue Twist gerade der zur komplex konjugierten
Gerade gehorende Twist zum alten Nahstrahl.

7 Vorlaufiges Fazit

Abschlieffende sei gesagt, dass die Symbole Pfeil und Twist fiir imagindre Punk-
te und Geraden der Ebene, wie wir gesehen haben, dazu geeignet sind, gewisse
Verhiéltnisse im Imaginéren zu veranschaulichen. Es sei jedoch nochmals betont,
dass das sachgemaéfs Richtige nicht Pfeile und Twists sind, sondern die gerichte-
ten elliptischen Involutionen, und dass man die Bewegungen, als die man diese
Involutionen auffassen kann, sich durchaus zu einer inneren Anschauung brin-
gen kann. Wir haben gesehen, dass die geometrischen Grundkonstruktionen
mit den Symbolen méglich sind; aber sie sind wesentlich unhandlicher als im
Reellen. Beispielsweise liefern zwei Twists ohne dass man die Konstruktion tat-
séchlich ausfiihrt, kaum einen anschaulichen Hinweis auf den Pfeil des zugehori-
gen imaginédren Schnittpunktes (siche z.B. Abb. . Tatsédchliche geometrische
Konstruktionen mit imaginidren Elementen mittels Pfeilen und Twists werden
schnell sehr aufwéndig und uniibersichtlich. So ist es, beispielsweise, natiirlich
moglich, zu zwei reellen Grundpunkten und einem imagindren Punkt auf ei-
ner Gerade den zweiten imaginédren Teilpunkt fiir einen harmonischen Wurf zu
konstruieren. Mit einem geeignete Computerprogramm, z.B. GeoGebra, gelingt
das durchaus. Aber man sieht nichts an der Konstruktion; die konstruierten
Pfeile und Twists haben anschaulich keinen ersichtlichen Zusammenhang.

Pfeile und Twists als Symbole fiir imagindre Punkte und Geraden sind also
fiir gewisse Zwecke hilfreich, aber man darf ihren Nutzen nicht iiberbewerten.
Die Geometrie mit Einschluss der Imaginéren ist keine triviale Erweiterung
der reellen Geometrie, die sich leicht mit ein paar Symbolden handhaben liefse,
sondern sie birgt etwas wesentlich Neues. Sie ohne algebraische Hilfmittel (z.B.
Koordinaten) zu handhaben, erfordert Denkkrifte, die sich derjenige, der tiefer
in sie eindringen will, erst erwerben muss.
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