
1 euclidisch
Punkte P (xP , yP , zP ) und Q(xQ, yQ, zQ) ⇒ P∨Q = l : Punktreihe oder Strahl

tx+ uy + vz + 1 = o (7)

t, u, v in polair-euclidische coördinaten und constant ; x, y, z in euclidische co-
ördinaten und variabel: Punkte auf ein Ebene

Ebene α(0, u, v) durch l ⇒ uy+ vz+1 = 0 ⇒ y = − v
uz−

1
u ; P und Q auf α :

uyP + vzP + 1 = 0 ∥zQ ∥yQ
uyQ + vzQ + 1 = 0 ∥zP ∥yP

u(yP zQ − yQzP ) = zP − zQ ⇒ uα =
zP − zQ

yP zQ − yQzP

v(zP yQ − zQyP ) = yP − yQ ⇒ vα =
yP − yQ

zP yQ − zQyP

y = − v
u
z − 1

u
= − yP − yQ

zP yQ − zQyP
× yP zQ − yQzP

zP − zQ
z − yP zQ − yQzP

zP − yQ

α : y =
yP − zQ
zP − zQ︸ ︷︷ ︸

s

z−yP zQ − yQzP
zP − zQ︸ ︷︷ ︸

σ

⇒ y = sz + σ (1b)

Ebene β(t, 0, v) durch l ⇒ tx+ vz+1 = 0 ⇒ x = −v
t z−

1
t ; P und Q auf β :

txP + vzP + 1 = 0 ∥zQ ∥xQ
txQ + vzQ + 1 = 0 ∥zP ∥xP

t(xP zQ − xQzP ) = zP − zQ ⇒ tβ =
zP − zQ

xP zQ − xQzP

v(zPxQ − zQxP ) = xP − xQ ⇒ vβ =
xP − xQ

zPxQ − zQxP

x = −v
t
z − 1

t
= − xP − xQ

zPxQ − zQxP
× xP zQ − xQzP

zP − zQ
z − xP zQ − xQzP

zP − zQ

β : x =
xP − xQ
zP − zQ︸ ︷︷ ︸

r

z +
zPxQ − zQxP
zP − zQ︸ ︷︷ ︸

ρ

⇒ x = rz + ρ (1a)

Ebene γ(t, u, 0) durch l ⇒ tx+uy+1 = 0 ⇒ y = − t
ux−

1
u ; P und Q auf γ :

txP + uyP + 1 = 0 ∥yQ ∥xQ
txQ + uyQ + 1 = 0 ∥yP ∥xP

t(xP yQ − xQyP ) = yP − yQ ⇒ tγ =
yP − yQ

xP yQ − xQyP



u(yPxQ − yQxP ) = xP − xQ ⇒ uγ =
xP − xQ

yPxQ − yQxP

y = − t

u
x− 1

u
= − yP − yQ

xP yQ − xQyP
× yPxQ − yQxP

xP − xQ
− yPxQ − yQxP

xP − yQ

γ : y =
yP − yQ
xP − xQ

x+
xP yQ − xQyP
xP − xQ

(1c)

Plücker fängt anders an:

y = sz + σ : α
x = rz + ρ : β

} (1)

ry − sx = (rσ − sρ) (2)

rσ − sρ
def
= η (3)

Mit (1a) und (1b) ist zu schreiben :

η = rσ − sρ =
xP − xQ
zP − zQ

.− yP zQ − yQzP
zP − zQ

− yP − yQ
zP − zQ

.
zPxQ − zQxP
zP − zQ

=

nach ein wenig rechnen :

xP yQ(zP − zQ)− xQyP (zP − zQ)

(zP − zQ)2
=
xP yQ − xQyP
zP − zQ

= η

Plücker gibt fünf Coördinaten für den gerade Linie als Strahl:

r, s, ρ, σ, η (4)

r =
xP−xQ

zP−zQ ρ =
xQzP−xP zQ
zP−zQ

s =
yP−yQ
zP−zQ σ = −yP zQ−yQzP

zP−zQ
η =

xP yQ−yQzP
zP−zQ

η als coördinaat kan geometrisch gedeutet werden wenn die Ebene γ (1c) anders
geschrieben werd (sieh auch fig.1):

y =
yP − yQ
xP − xQ

zP − zQ
zP − zQ

x+
xP yQ − xQyP
zP − zQ

zP − zQ
zP − zQ

=
s

r
x+

η

r
(1c′)

Die Ebenen α, β, γ sind auch in euclidische coördinaten zu schreiben :

α(∞, σ,−σ
s
), β(ρ,∞,−ρ

r
), γ(−η

s
,
η

r
,∞)

Plücker definiërt dann sechs coördinaten. :

(xP − xQ) (yP − yQ) (zP − zQ)
(yP zQ − yQzP ) (zPxQ − zQxP ) (xP yQ − xQyP )

} (5)

Durch ausklammern ist zu finden :

(xP−xQ)(yP zQ−yQzP )+(yP−yQ)(zPxQ−yQzP )+(zP−zQ)(xP yQ−xQyP ) = 0 (6)
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2 polar-euclidisch

Ebene ϕ(tϕ, uϕ, vϕ) und ψ(tψ, uψ, vψ) ⇒ ϕ∧ψ = l : Ebenenbuschel oder Axe

tx+ uy + vz + 1 = o (7)

t, u, v in polair-euclidische coördinaten und variabel ; x, y, z in euclidische co-
ördinaten und constant: Ebenen durch ein Punkt

Punkt A(0, y, z) auf l ⇒ yu+ zv+1 = 0 ⇒ u = − z
yv−

1
y ; ϕ und ψ durch A :

yuϕ + zvϕ + 1 = 0 ∥vψ ∥uψ
yuψ + zvψ + 1 = 0 ∥vϕ ∥uϕ

y(uϕvψ − uψvϕ) = vϕ − vϕ ⇒ yA =
vϕ − vψ

uϕvψ − uψvϕ

z(vϕuψ − vψuϕ) = uϕ − uψ ⇒ zA =
uϕ − uψ

vϕuψ − vψuϕ

u = −z
y
v − 1

y
= − uϕ − uψ

vϕuψ − vψuϕ
× uϕvψ − uψvϕ

vϕ − vψ
v − uϕvψ − uψvϕ

vϕ − vψ

A : u =
uϕ − uψ
vϕ − vψ︸ ︷︷ ︸

q

v +−uϕvψ − uψvϕ
vϕ − vψ︸ ︷︷ ︸
κ

⇒ u = qv + κ (8b)

Punkt B(x, 0, z) auf l ⇒ xt+zv+1 = 0 ⇒ t = − z
xv−

1
x ; ϕ und ψ durch B :

xtϕ + zvϕ + 1 = 0 ∥vψ ∥tψ
xtψ + zvψ + 1 = 0 ∥vϕ ∥tϕ

x(tϕvψ − tψvϕ) = vϕ − vψ ⇒ xB =
vϕ − vψ

tϕvψ − tψvψ

z(vϕtψ − vψtϕ) = tϕ − tψ ⇒ zB =
tϕ − tψ

vϕtψ − vψtϕ

t = − z
x
v − 1

x
= − tϕ − tψ

vϕtψ − vψtϕ
× tϕvψ − tψvϕ

vϕ − vψ
v − tϕvψ − tψvϕ

vϕ − vψ

B : t =
tϕ − tψ
vϕ − vψ︸ ︷︷ ︸

p

v +
tψvϕ − tϕvψ
vϕ − vψ︸ ︷︷ ︸

π

⇒ t = pv + π (8a)

Punkt C(x, y, 0) auf l ⇒ xt+yu+1 = 0 ⇒ u = −x
y t−

1
y ; ϕ und ψdurch C :

xtϕ + yuϕ + 1 = 0 ∥uψ ∥tψ
xtψ + yuψ + 1 = 0 ∥uϕ ∥tϕ
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x(tϕuψ − tψuϕ) = uϕ − uψ ⇒ xC =
uϕ − uψ

tϕuψ − tψuψ

y(uϕtψ − uψtϕ) = tϕ − tψ ⇒ yC =
tϕ − tψ

uϕtψ − uψtϕ

u = −x
y
t− 1

y
= − uϕ − uψ

tψuϕ − tψuϕ
× uϕtψ − uψtϕ

tϕ − tψ
t− uϕtψ − uψtϕ

tϕ − tψ

C : u =
uϕ − uψ
tϕ − tψ

t+
tϕuψ − tψuϕ
tϕ − tψ

⇒ u =
q

p
t+

ω

p

Zusammanfassend :

u = qv + κ : A
t = pv + π : B

} (8)

pu− qt = (pκ− qπ) (9)

pκ− qπ
def
= ω (10)

Mit (8a) und (8b) ist zu schreiben :

ω = pκ− qπ =
tϕ − tψ
vϕ − vψ

.− uϕvψ − uψvϕ
vϕ − vψ

− uϕ − uψ
vϕ − vψ

.
tψvϕ − tϕvψ
vϕ − vψ

=

nach ein wenig rechnen :

tϕuψ(tϕ − tψ)− tψuϕ(tϕ − tψ)

(tϕ − tψ)2
=
tϕuψ − tψuϕ
vϕ − vψ

= ω

Die Punkte A,B,C sind auch in polar-euklidische koördinaten zu schreiben :

A(∞, κ,−κ
q
), B(π,∞,−π

p
), C(−ω

q
,
ω

p
,∞) (11)

Plücker definiërt dann wieder sechs coördinaten. :

(tϕ − tψ) (uϕ − uψ) (vϕ − vψ)
(uϕvψ − uψvϕ) (vϕtψ − vψtϕ) (tϕuψ − tψuϕ)

} (12)

Durch ausklammern ist zu finden :

(tϕ−tψ)(uϕvψ−uψvϕ)+(uϕ−uψ)(vϕtψ−vψtϕ)+(vϕ−vψ)(tϕuψ−tψuϕ) = 0 (13)
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3 Euklidische : polar-euklidische coördinaten
Weil gültig ist :

x = −1

t
, y = − 1

u
, z = −1

v

kan Formel (11) umgeschrieben werden in euklidische coördinaten:

A(0,− 1

κ
,
q

κ
), B(− 1

π
, 0,

p

π
), C(

q

ω
,− p

ω
, o)

Aus Abb.1 ist abzulesen in euklidische coórdinaten:

A(0,
η

r
,−ρ

r
), B(−η

s
, 0,−σ

s
), C(ρ, σ, 0)

Wir haben also :

η

r
= − 1

κ
,
ρ

r
= − q

κ
,
η

s
=

1

π
,−σ

s
=
p

π
,
ρ

1
=
q

ω
,
σ

1
= − p

ω
(18)

Jetz können wir Plücker’s gleichung (19) verifiëren :

r : s : 1 : −σ : ρ : η = −κ : π : ω : p : q : 1 (19)

Anders geschrieben :

r : s : 1 : −σ : ρ : η
−κ : π : ω : p : q : 1

(19′)

Wenn man die quotiënten-paren aus (18) nachgeht, dann sieht man in (19′),
dass die Paren unten und oben correspondieren und das die gleichheid in (19)
stimmt.

4 Homogene Funktionen
F{(x− x′), (y − y′), (z − z′), (yz′ − y′z), (zx′ − z′x), (xy′ − x′y)} ≡ Ωn = 0
F{(uv′ − u′v), (vt′ − v′t), (tu′ − t′u), (t− t′), (u− u′), (v − v′)} ≡ Φn = 0

in Gleichungen :

Ωm + λΩn = 0 oder Φm + λΦn = 0
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