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Der Raum der Kegelschnitte

Notizen zum gleichnamigen Beitrag im Kolloquium ,,Mathematik und Geisteswissenschaft”

| Einleitung

Was meinen wir, wenn wir sagen, der uns umgebende Raum sei 3-dimensional? Wir verbinden damit die
Vorstellung von 3 Freiheitsgraden fir die Bewegung eines Punktes im Raum. Implizit treffen wir also eine
Vereinbarung, Punkte als die elementaren Grundgebilde des Raumes anzusehen, wenn wir von seiner Di-
mension sprechen. Das Dualitatsprinzip der projektiven Geometrie zeigt, dass man den Raum auch mit Ebe-
nen als Grundelementen aufbauen kann. Entsprechend hat dann auch eine Ebene 3 Freiheitsgrade, durch
die sie bestimmt ist. Anders sieht die Sache aus, wenn man Geraden als ,,Bewohner” des Raumes zu Grun-
delementen erklart. Hier zeigen sich plotzlich 4 Freiheitsgrade, was verdeutlicht, dass wir es hier mit einer
anderen Raumauffassung zu tun haben.

Diese Sichtweise ist das erste Mal im 19.Jh. bei der Einfiihrung der Liniengeometrie durch Pliicker einge-
nommen worden: Die Geraden des dreidimensionalen Anschauungsraumes wurden zu Grundelementen
eines neuen Raumes, dem Raum der Geraden. Dabei wird jede Gerade im Anschauungsraum durch einen
Punkt in diesem neuen Raum repriasentiert. Felix Klein bezeichnet diesen Ubergang als ,, Wechsel des Rau-
melements” (Klein, 1926, S. 74). Die Ausdehnung des Raumbegriffs auf héhere Dimension geht gemaR
(Klein, 1926, S. 117) auf Cayley und Grassmann zurtick.

Im Prinzip kdnnen also alle Gebilde des 3-dimensionalen Anschauungsraumes als Grundelemente eines
neuen Raumes gewdhlt werden. Reye hat 1877 Arbeiten veroffentlicht, in denen er sich mit dem 9-dimen-
sionalen Raum beschaftigt, dessen Grundelemente die quadratischen Flachen sind (Klein, 1926, S. 80).
Durch die Algebraisierung fallt es uns heutzutage nicht schwer, fast beliebige Objekte zu abstrakten Rau-
men zusammenzufassen, z.B. kdnnen wir ohne Schwierigkeiten vom ,, Raum” der Kollineationen sprechen.
Wir missen uns nur vergegenwartigen, dass Kollineation durch Matrizen reprasentiert werden kénnen, die
wiederum als homogene Koordinaten eines projektiven Raumes verstanden werden kénnen.

In diesem Beitrag wollen wir uns mit der Geometrie der projektiven Ebene beschaftigen und als Grundele-
mente Kegelschnitte wahlen. Diese bilden einen 5-dimensionalen projektiven Raum. Es soll an Beispielen
beleuchtet werden, wie die Geometrie dieses Raumes sich in den entsprechenden ebenen Konfigurationen
wiederspiegelt. In (Glaeser, Stachel, & Odenahl, 2016, S. 290) wird in einer FuBnote erwahnt, dass der ita-
lienische Geometer Veronese als erster die Idee hatte, Kegelschnitte als Punkte in einem 5-dimensionalen
Raum aufzufassen. Dies ist in der algebraischen Geometrie aufgegriffen und enorm weiterentwickelt und
abstrahiert worden, siehe z.B. (Bashelor, Ksir, & Traves, 2008). In der Folge scheint jedoch der Bezug zur
ebenen Geometrie etwas in den Hintergrund geraten zu sein. Unser Anliegen ist es, mithilfe der hdherdi-
mensionalen Geometrie, neue Einsichten und Erlebnisse ebener geometrischer Figuren zu erméglichen. Die
hier dargestellten Ergebnisse sind die Friichte einer regelmaRigen gemeinsamen Arbeit mit Charles Gunn
(Berlin) und Albert Chern (Kalifornien).

Il Die Grundelemente

Wir betrachten eine feste Ebene, eingebettet in den Raum und schneiden sie mit einem Kegel. Alle Punkte,
die sowohl in der Ebene als auch auf dem Kegel liegen, bezeichnen wir als punktartigen Kegelschnitt. Liegt
die Spitze des Kegels in der Ebene, so besteht die Schnittmenge aus zwei Mantellinien, einem Geradenpaar,
oder sogar aus nur einer Mantellinie, einer Doppelgeraden, wenn der Kegel die Ebene tangential beriihrt:
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Abb. 1: Reguldrer punktartiger Kegelschnitt, Geradenpaar und Doppelgerade

Eigentlich miisste man von einem Punktreihen-Paar bzw. einer doppelten Punktreihe sprechen, um den
punktartigen Charakter dieser Kurven zu betonen. Wir bleiben jedoch bei den einfacheren Bezeichnungen
,Geradenpaar” und ,,Doppelgerade”.

Dual dazu kénnen Kegelschnitte auch als Geradengebilde angesprochen werden. Wir stellen uns dazu alle
Tangenten an einem Kreis vor. Dieses Geradengebilde ist im Raum dual zum Kegel als Menge seiner Man-
tellinien. Dem Schneiden entspricht dual das Projizieren. Die geradenhaften Kegelschnitte entstehen also,
indem wir die Tangenten eines Kreises von verschiedenen Standpunkten im Raum aus betrachten. Begeben
wir uns als Betrachter in die Ebene, in der der Kreis liegt, so sehen wir den Kreis nur noch als eine Strecke.
Das Tangentengebilde entartet zu 2 Geradenbuischeln in den Randpunkten. SchlieBlich kénnen diese beiden
Geradenbischel noch zu einem verschmelzen. Wie bei den punktartigen Kegelschnitten sprechen wir diese
Entartungen als die entsprechen elementaren Gebilde an: Punktepaar und doppelter Punkt:

Abb. 2: Reguldrer geradenartiger Kegelschnitt, Punktpaar und doppelter Punkt

Wir haben also nicht nur einen, sondern gleich zwei Raume von Kegelschnitten: Einen Raum der punktarti-
gen Kegelschnitte und einen Raum der geradenartigen Kegelschnittel. In diesen Raumen finden wir die
Punkte und Geraden, also die gewohnlichen Grundelemente der ebenen Geometrie, als Spezialfille wieder
und dariber hinaus auch Paare dieser Grundelemente. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

Reguladre geradenartige
Kegelschnitte

Reguladre punkartige
Kegelschnitte

Geradenpaare S ><5* Punktpaare
Doppelgeraden? v v* Doppelte Punkte

Die Menge aller punktartigen Kegelschnitte bezeichnen wir mit P>, den Raum aller geradenartigen Kegel-
schnitte mit (IP>)*.

R+— > R

Welche Beziehung besteht zwischen diesen Raumen? Um diese Frage zu beantworten, ist es zweckmaRig,
den Kegel durch eine allgemeine Regelschar zu ersetzen. Der Schnitt einer solchen Regelschar mit einer
allgemeinen Ebene ergibt einen punkartigen Kegelschnitt, wohingegen der Blick auf eine solche Regelflache
eine geradenartige Hiillkurve offenbart®. Fiir jede Ebene, die nicht Tangentialebene der Regelschar ist, gibt

! Punktartige Kegelschnitte werden auch Kurven 2.0rdnung, geradenartige Kegelschnitte Kurven 2.Klasse genannt.
2Dje Teilmenge V < P5 ist als Veronese-Fliche bekannt.
3 Diese Idee geht bereits zuriick auf (Dandelin, 1826)
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es nun genau einen Standpunkt, von dem aus betrachtet die punktartige A
Schnittkurve als Huillkurve der Regelgeraden erscheint (dies ist der Pol der '
Ebene beziiglich der Regelschar). Zwischen den reguldren punkartigen Ke-
gelschnitten und den reguldren geradenartigen Kegelschnitten besteht q\
also eine 1-zu-1 Beziehung.

Anders verhalt sich die Situation bei den ausgearteten Kegelschnitten: Ei-

nem Geradenpaar ist das Geradenbischel seines gemeinsamen Punktes, /
also der Schnittpunkt als doppelter Punkt zugeordnet. Allerdings gibt es < U
viele Geradepaare mit dem gleichen Schnittpunkt, die Zuordnung ist also e ~ /
nicht mehr bijektiv. Aus diesem Grund lasst sich einer Doppelgeraden nicht h‘—lﬁf'_;__,u—;—w

mehr eindeutig ein Punktepaar oder ein doppelter Punkt zuordnen.
Abb. 3: Reguldre punktartige und geradenar-

tige Kegelschnitte entsprechen sich 1-zu-1

lIl Geraden im Raum der Kegelschnitte

Der Raum der geradenartigen Kegelschnitte P tragt eine projektive Struktur. Insbesondere bedeutet dies,
dass zwei Kegelschnitte eindeutig eine Verbindungsgerade bestimmen. Wie lassen sich alle Kegelschnitte,
die ebenfalls auf dieser Geraden liegen, charakterisieren?

Eine Antwort im Rahmen einer synthetischen Behandlung ist gar nicht so leicht zu geben. Die hierfir not-
wendige Begriffsbildung soll auf spater verschoben werden. An dieser Stelle wollen wir, gestiitzt auf analy-
tische Argumente, eine grobe Vorstellung von Geraden in P> vermitteln, um dann im folgenden Abschnitt
erste Beispiele fiir 2- bzw. 3-dimensionale Gebilde in P> und ihre Entsprechung in IP? zu studieren.

Wir fassen einen punktartigen Kegelschnitt als Lésungsmenge der quadratischen Gleichung x‘Ax = 0 auf
mit x € P? und einer symmetrischen Matrix A € PG L. Fiir zwei solche Matrizen A, B betrachtet man nun
alle Linearkombinationen AA + uB, wobei A und u nicht gleichzeitig Null sein sollen. Die entsprechenden
Kegelschnitte sind dann genau die Kegelschnitte der Verbindungsgerade von A und B. Ein solches Kegel-
schnittsystem wird auch Kegelschnittblischel genannt. Mit dieser Definition ist sofort klar, dass die Schnitt-
punkte der Kegelschnitte A und B auch auf allen Kegelschnitten des gesamten Bischels liegen miissen. Im
Allgemeinen ergibt sich also folgendes Bild fiir eine Gerade in P>:

Abb. 4: Regulires Kegelschnittbiischel in P? Abb. 5: Reguliire Gerade IP®

Eine reguldre Gerade in P° ist dadurch gekennzeichnet, dass auf ihr 3 einfach ausgeartete Kegelschnitte,
also Geradenpaare liegen. Sie ist also die Verbindungsgerade von 2 Geradenpaare in allgemeiner Lage. Von
den 4 gemeinsamen Punkten des Kegelschnittbilischels sind entweder 4, 2 oder keiner der Punkte reell.

Es entstehen nun Sonderfille, wenn die 4 gemeinsamen Punkte nicht allgemeine Lage einnehmen. Von den
insgesamt 7 moglichen Sonderfallen sollen hier nur 2 wichtige angefiihrt werden.
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Wir stellen uns vor, dass von den 4 Punkten eines Kegelschnittbischels zwei Paare zusammenfallen. Dies
bedeutet, dass alle Kegelschnitte eines solchen Biischels sich in 2 Punkten beriihren — man sagt, sie haben
Doppelkontakt:

Abb. 6: Doppelkontaktbischel in P? Abb. 7: Doppelkontakt Gerade in P>

Diese Biischel sind dadurch gekennzeichnet, dass sie ein Geradenpaar und eine Doppelgerade als ausgear-
tete Elemente enthalten. Umgekehrt ist die Verbindungsgerade einer Doppelgeraden und eines Geraden-
paares eine solche Gerade, sofern der Schnittpunkt des Geradenpaares nicht auf der Doppelgeraden liegt.

SchlieRlich betrachten wir noch den Sonderfall der Verbindungsgeraden zweier Doppelgeradent 4 = a - at
und B = b - bt in IP°. Eine Linearkombination zweier Doppelgeraden lasst sich faktorisieren in ein reelles
oder imaginares Geradenpaar, das zusammen mit den Doppelgeraden einen harmonischen Wurf bildet:

Aa-at—ub-bt=(ﬁa+\/ﬁb)- (\/za—\/ﬁb)t

Insbesondere sind alle Kegelschnitte dieses Blischels ausgeartet (gekennzeichnet durch eine gestrichelte
Gerade):

S=(a+0b)-(a /;i"
S g_ -7
4 X
Abb. 8: Harmonisches Biischel in P? Abb. 9: Harmonische Gerade in P>

Bis hier haben wir Geraden im Raum der punktartigen Kegelschnitte betrachtet. Im Raum der geradenarti-
gen Kegelschnitte konnten wir die analogen, dualen Konstruktionen durchfihren. Im regularen Fall erhalt
man so z.B. alle Kegelschnitte, die 4 Geraden gemeinsam haben. Dies wird gewdhnlich eine Kegelschnitt-
schar genannt. Die Geraden in den beiden Kegelschnittraumen entsprechen sich also im Allgemeinen nicht
unter der natiirlichen Identifikation eines regularen punktartigen Kegelschnitts mit einem reguldren gera-
denartigen Kegelschnitt. Eine Ausnahme bildet das Doppelkontaktbiischel, das selbstdual ist und in beiden
Rdaumen eine Gerade darstellt.

4 Eine symmetrische Matrix vom Rang 1 ldsst sich eindeutig darstellen als ,Quadrat“ 4 = a - at, wobei a - x = 0 die
entsprechende Doppelgerade in P? reprasentiert. Ein Geradenpaar a - x = 0 und b - x = 0 wird durch die symmetri-
sche Matrix a - bt dargestellt.
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IV Einfache Konstruktionen in P°> und ihre Entsprechungen in P2
Nachdem wir nun eine Vorstellung von der Bedeutung von Punkten und Geraden in P® haben, kénnen wir
uns ersten Beispielen ebener und raumlicher Figuren in P> zuwenden.

Beispiel 1

Wir beginnen in P? mit einem Dreiseit abc und fassen diese 3 Geraden als Doppelgeraden auf. Dies ergibt
in IPS ein Dreieck ABC. Wir verbinden diese 3 Punkte und schneiden die entstehenden Geraden mit einer
beliebigen vierten Geraden [, die nicht durch eine der Eckpunkte des Dreiecks verlauft:

Abb. 10: Volisténdiges Viereck mit Nebendreiseit abc P? Abb. 11: Menelaos-Figur in P>

Da die 3 Verbindungsgeraden AB, BC und CA harmonische Geraden sind, missen die Schnittpunkte mit
der Gerade [ zwingend aus Geradenpaaren bestehen, die jeweils harmonisch zu zwei der Geraden liegen,
von denen wir ausgegangen sind. Da diese Geradenpaare als Punkte in P> ferner kollinear sind, entspre-
chen sie den ausgearteten Kegelschnitten eines regularen Kegelschnittbiischels, haben also 4 gemeinsame
Punkte. In P2 bilden sie ein vollstindiges Viereck mit Nebendreiseit abc.

Beispiel 2

Wir beginnen in P wieder mit einem Dreieck ABC und wahlen einen beliebigen zusatzlichen Punkt P.
Welchen Kegelschnitt stellt dieser dar? Hierzu verbinden wir P mit den 3 Eckpunkten und schneiden diese
Ecktransversalen mit den jeweils gegenliberliegenden Seiten. Diese Geraden stellen jeweils ein Doppelkon-
taktbiischel dar. Der gesuchte Kegelschnitt P in P2 beriihrt also jeweils ein Geradenpaare (z.B. S, 5), dessen
gemeinsamer Punkt ein Eckpunkt des Dreiecks ist (im Bsp. C = ab), in den beiden Schnittpunkten dieses
Geradenpaares mit der gegenliberliegenden Seite (im Bsp. c¢). Beachte, dass eines dieser Geradenpaare
imaginar ist. abc ist also ein Polardreiseit zum Kegelschnitt P.

Abb. 12: Kegelschnitt mit Polardreiseit abc Abb. 13: Ceva-Figur in P>

Diese beiden Beispiele konnen wir wie folgt zusammenfassen:
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Theorem 1: Seien a, b, ¢ drei Geraden in P und 4, B, C die zughéorigen Doppelgeraden in P, sowie
E = (A, B, C) die von ihnen aufgespannte Ebene in P°. Dann gilt:

(1) Jede Gerade in E, die keinen der Punkte A, B, C enthilt, entspricht eindeutig einem vollstandi-
gen Viereck in P2 mit Nebendreiseit abc.

(2) Jeder Punkt in E, der nicht auf einer Verbindungsgeraden von A, B, C liegt, entspricht eindeutig
einem reguldren Kegelschnitt mit Polardreiseit abc.

Wir kénnen die Konstruktion des letzten Beispiels auch anders aufbauen, ndmlich beginnend mit einem
reguldren Kegelschnitt R und einer Geraden a in IP2. Dann konstruiert man den Pol P, dieser Geraden mit-
hilfe des Tangentenpaares T, in den Schnittpunkten des Kegelschnitts mit a. Die gleiche Konstruktion fiihrt
man auch fiir eine zweite Gerade b und ihren Pol P, aus. Geht dabei die Gerade b durch den Pol P, von a,
so bedeutet dies in IP%, dass die Gerade (T,, B) nur ausgeartete Kegelschnitte enthalt somit eine harmoni-
sche Gerade sein muss®. Insbesondere ist dann der Schnittpunkt von (T, B) und (T}, A) ein ausgearteter
Kegelschnitt. Dies ist aber wiederum nur méglich, wenn (T}, A) ebenfalls eine harmonische Gerade ist. Also
geht die Gerade a auch durch den Pol P, von b. Dieser Sachverhalt ist auch bekannt als Hauptsatz der
Polarentheorie.

Abb. 14: Hauptsatz der Polarentheorie in P? ... Abb. 15: ... und der Beweis in P>

Beispiel 3

Wir beginnen wieder mit einem Kegelschnitt R und zwei Geraden a und b. Diesmal betrachten wir jedoch
nicht die Tangentenpaare in den Schnittpunkten mit a und b sondern allgemeine Kegelschnitte P und Q,
die mit R Doppelkontakt haben in den Schnittpunkten. Die entsprechende Konfiguration in P> besteht aus
zwei Punkten auf zwei Doppelkontaktgeraden P € (R,a) und Q € (R, b), die R als gemeinsamen Punkt ha-
ben. Die Gerade {a, b) ist eine harmonische Gerade, sie besteht also aus allen Geradenpaaren, die harmo-
nisch zu a und b liegen. Der Schnittpunkt S mit der reguldren Geraden (P, Q) ist demnach auch ein solches
Geradenpaar und gleichzeitig ein ausgeartetes Element des von P und Q erzeugten Kegelschnittbiischels.
Wir erhalten also den folgenden Satz, den man z.B. auch bei (Salmon, 1850, S. 219) findet:

Theorem 2: Wenn zwei Kegelschnitte Doppelkontakt mit einem dritten haben, dann bilden die bei-
den Kontaktsehnen sowie zwei der Schnittsehnen einen harmonischen Wurf.

5 Es gibt noch zwei weitere Geradentypen in IP5, die nur ausgeartete Kegelschnitte enthalten: Der eine Typ ergibt
sich, wenn man als Gerade b eine der Tangenten von T, wahlt. Der andere Typ enthélt keine Doppelgeraden.
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Abb. 16: Zwei Kegelschnitte mit Doppelkontakt zu einem dritten ~ Abb. 17: Ein weiteres Vierseit in P>

Beispiel 4

Wir nehmen noch einen dritten Kegelschnitt O hinzu, der ebenfalls Doppelkontakt mit R haben soll. Die
beiden Dreiecke abc und PQO sind in IP° zentriert und damit nach dem Satz von Desargues auch liniert.
Wie im vorherigen Beispiel entsprechen den 3 Punkten U, V, W auf der Achse der Desargues-Figur Gera-
denpaare in IP?, die einerseits Schnittsehnen der Kegelschnitte PQO sind und andererseits ein vollstandiges
Viereck mit Nebendreiseit abc bilden (siehe Beispiel 1). Wir erhalten also den Satz:

Abb. 18: Doppelkontakt-Theorem Abb. 19: Desargues-Konfiguration

Theorem 3: Wenn drei Kegelschnitte Doppelkontakt mit einem vierten haben, dann haben die 3
Kegelschnitte paarweise 2 gemeinsame Schnittsehnen, so dass diese 6 Geraden ein vollstandiges
Viereck bilden, dessen Nebendreiseit aus den Kontaktsehnen besteht.

Auch dieser Satz war bereits G. Salmon bekannt (Nr. 264) und wird in (Evelyn, Money-Coutts, & Tyrrell,
1974, S. 18) als Doppelkontakt-Theorem aufgefiihrt. Fiir die Umkehrung des Satzes geniigt es, dass 3 Kegel-
schnitte paarweise eine Schnittsehne haben, die sich alle 3 in einem Punkt treffen, um auf die Existenz des
Kegelschnittes R zu schlieRen.

Beispiel 5
Als nachstes betrachten wir den Spezialfall des vorherigen Beispiels, bei dem die Kegelschnitte O, P, Q die
Tangentenpaare an R sind (wie im Beispiel 2). Dies ergibt folgende erstaunliche Konfiguration:
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Theorem 4: Drei Tangentenpaare an einen reguldaren Kegelschnitt kdnnen paarweise zu einem voll-
standigen Viereck erganzt werden. Diese 6 neuen Geraden bilden selbst ebenfalls ein vollstandiges
Viereck. Es ergibt sich in P? eine (164,12,)-Konfiguration von 16 Punkten und 12 Geraden. In P°
entspricht dies einem vollstandigen Vierseit, dessen 6 Punkte einfach ausgeartet sind.

N

Abb. 20: Die (165,12 4)-Konfiguration von de Vries

In dieser Konfiguration sind auf 4 verschiedene Arten Brian-
chon-Figuren enthalten: Die 6 Tangenten an R kdnnen als ein
diesem Kegelschnitt umschriebenes Sechsseit aufgefasst wer-
den. Wir betrachten nun nur solche Reihenfolgen dieses
Sechsseits, deren Gegenseiten genau die Paare O, P, Q sind —
davon gibt es 4 Stiick. Die Diagonalen dieser Sechsseite ent-
sprechen gerade den 6 Geraden des vollstandigen Vierecks
U,V,W. Diese Konfiguration wurde zuerst in (de Vries, 1888)
untersucht und spater dann de-Vries-Konfiguration genannt.

Beispiel 6

AbschlieBend kommen wir noch auf folgenden merkwiirdigen Spezialfall dieser Konfiguration zu spre-
chen, der entsteht, wenn der Kegelschnitt R in der von 4, B, C aufgespannten Ebene in P° liegt. Das Drei-
eck OPQ ist dann dem Dreieck ABC einbeschrieben. Auf jeder Verbindungsgerade zweier Doppelgeraden
(z.B. AB) liegen zwei Punkte der Desargues-Konfiguration. Diese entsprechen 2 Geradenpaaren (im Bsp. Q
und W), die mit den beiden Doppelgeraden harmonische Wiirfe bilden. Genau eines der Geradenpaare ist
reell, das andere imaginar. Diese Konfiguration vereint die Beispiele 1 und 2 in einer Konstruktion.
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Abb. 21: Vereinigung von Bsp. 1 und Bsp. 2 zu einer speziellen de-Vries-Konfiguration

V Ausblick

Das letzte Beispiel lasst den Wunsch aufkommen, alle Kegelschnitte zu tiberschauen, die einer Ebene in PS
angehoren — solche Systeme werden auch Kegelschnittnetze genannt. Insbesondere wird zu klaren sein,
welche Punkte einer solchen Ebene ausgearteten bzw. nullteiligen Kegelschnitten entsprechen.

Ferner haben sich alle Beispiele bisher ausschlielRlich auf den Raum der punktartigen Kegelschnitte be-
schrankt. Jede dieser Konstruktionen lasst sich natirlich dualisieren in P2. Man erhélt dadurch die entspre-
chenden Gebilde in (IP%)*. Wenn nun aber in einer ebenen Konstruktion gleichzeitig punktartige und gera-
denartige Gebilde untersucht werden sollen — z.B. Geradenpaare und Punktpaare — so verlangt dies nach
einer neuen Begriffsbildung, der sogenannten Apolaritat zwischen punktartigen und geradenartigen Kegel-
schnitten.
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